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VORWORT DES HERAUSGEREUS. 


5 (jrleich nach dem Tode T)irichkl\<^ wurde ich mehrfach 
aufgefordert, die von ihm gehaltenen Universitiits-N'ot“- 
' lesungen, welche so ausserordentlich viel zur Verbreitung 
der Bekanntschaft mit neueren und feineren Theilcn der 
Mathematik beigetragen haben, in möglichst getreuer Form 
i zu veröffentlichen; ich glaubte dieser Aufforderung um 
i so eher nachkommen zu können, als ich in den <lahrcn 

I 1855 bis 1858 die Avichtigsten dieser Vorlesungen in 

Göttingen gehört und ausserdem vielfach Gelegenheit ge- 
• habt hatte, im persönlichen Verkehr Dirichkt’fi Gründe 
für die von ihm befolgte Methode des Vortrugs keimen 
zu lernen. Nachdem auch die Verwandten Diridilcf/i 
I mich dazu ermächtigt haben, so übergebe ich dem mathe- 
matischen Publicum hiermit eine Ausarbeitung der Vor- 
lesung über Zahlentheorie, bei welcher im Wesentlichen 
der im Winter 1856 bis 1857 von Dinr.hlet befolgte Gang 
eingehalten ist; er selbst fasste damals den Gedanken 
einer Herausgabe dieser Vorlesungen, und da er sidnen 
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Vorwort des Ileransgcbers. 

Vortrag nie fichriftlich ansgearbeitct hatte, so diente ilnn 
ein von mir geschriebenes, allerdings nur die Haiipt- 
momente der Beweise enthaltendes Heft dazu, einen unge- 
fähren Ueberschlag über die Ausdehnung der einzelnen 
Abschnitte zii machen. In öfter wiederkehrenden Ge- 
sprächen über diesen Plan äusscrte er die Absicht, bei der 
Veröffentlichung manche Abschnitte hinzufügen zu wollen, 
die in einem Lehrbuch nicht fehlen dürften, die aber in 
jener Wintervorlesung aus Mangel an Zeit übergangen 
werden mussten. Bei der jetzigen Herausgabe ist daher 
im Wesentlichen zwar das eben erwähnte Heft zu Giainde 
gelegt, aber ich habe theils nach älteren Heften, theils 
nach Diric.hlef sehen Abhandlungen, endlich auch ganz " 
nach eigenem Ermessen Zusätze von nicht unbedeutender 
Ausdehnung gemacht, welche ich hier anführen zu müssen 
glaube, um für sie die Verantwortlichkeit zu übernehmen: 
sie sind in den Paragraphen 105 bis 110, 121 bis 144 
und in den unmittelbar unter den Text gesetzten An- 
merkungen enthalten. 

Es ist meine Absicht, diesem ersten Bande, dessen 
Vollendung durch andere Arbeiten sich bis jetzt verzögert 
hat, zunächst einen zweiten weniger umfangreichen nach- 
folgen zu lassen, in welchem die Vorlesung über die im 
umgekehrten Verhältniss des Quadrats der Entfernung 
wirkenden Kräfte wiedergegeben werden .soll. 

Braunschweig, im October 18(13. 

R. Dedekind. 
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VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE. 


Diese neue Auflage unterscheidet sich von der ersten 
hauptsächlich dadurch, dass sie um das zehnte Supple- 
ment bereichert ist, welches von der Composition der 
Formen handelt. Dieser Gegenstand war bei der ersten 
Auflage gänzlich ausgeschlossen geblieben, weil die einzige 
Abhandlung Diricfilefs, welche sieh unmittelbar hierauf 
bezieht, nur den ersten Fundamentalsatz behandelt, wes- 
halb ich bcfiirchten musste, bei einer vollständigen Dar- 
stellung dieser Theorie mich zu weit von dem ursprüng- 
lichen Zwecke der Herausgabe zu entfernen. Obwohl ich 
nun diese Gefahr auch jetzt durchaus nicht verkenne, so 
habe ich mich doch aus vielen Gründen entschlossen, das 
zehnte Supplement, Iiinzuzufügen und dadurch mehrfachen 
an mich gerichteten Auftorderungen nach besten Kräften 
zu entsprechen, hauptsächlich, weil trotz des ungemeinen 
Interesses und der steigenden Wichtigkeit dieser Theorie 
noch immer kein V^ersuch gemacht ist, die grossen 
Schwierigkeiten hinwegzuräumen, welche beim Eindringen 
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VIII Vorwort zur zweiten Auflage. 

in dieselbe sicli dem AiitUnger entgegensl eilen , und weil 
die übrigen Abschnitte des Werkes ganz vorzüglich ge- 
eignet sind, einen solchen V^ersuch zu erleichtern. Bei 
der wirklichen Ausführung dieses Entschlusses habe ich 
mich nicht auf die Begründung der ersten Elemente be- 
schränkt, sondern es für notlnvendig gehalten, den grössten 
Theil der in der fünften Section der Disquisitimes Arii/i- 
meticae enthaltenen Untcrsucliungen möglidist kurz und 
einfach zur Darstellung zu bringen. Endlich habe icli in 
dieses Supplement eine allgemeine Theorie der Ideale auf- 
genommen, um auf den Ilauptgegenstand des ganzen 
Buches von einem höheren istandpuncte aus ein neues 
Licht zu werfen; hierbei habe ich mich freilich auf die 
Darstellung der Grundlagen beschränken müssen, doch 
hoffe ich, dass das Streben nacli charakteristischen Grund- 
begriffen, welches in anderen Theilen der Mathematik mit 
so schönen Erfolgen gekrönt ist, mir nicht ganz miss- 
glückt sein möge. Die Untersuchungen in diesem von 
Kummer geschaffenen Gebiete, welche Kronecker vor vier- 
zehn Jahren angestellt hat, sind bis jetzt nicht veröffent- 
licht, und ich vermag nach den damaligen brieflichen 
Mittheilungen dieses ausgezeichneten Mathematikers nicht 
zu beurtheilen , in w^elchen Beziehungen seine Princij)ien 
zu den meinigen stehen. Der Aufbau der Theorie in 
§. 163 befriedigt mich selbst zwar noch nicht vollständig; 
allein es ist mir erst nacli sehr langem Nachdenken ge- 
glückt, ihm diese Form zu geben, während ich vor etwa 
zehn Jahren von der Theorie der höheren Congruenzen 
in Verbindung mit den Principien von Galois zu einer 
ganz anderen Begründungsärt gelangt war, welche einige 
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Vorwort zur zweiten Auflage. IX 

Beriihrungspuucte mit ‘der Theorie der idealen Zahlen 
von SellitKj hat, mir aber jetzt weniger naturgemäss er- 
scheint. Eine ausführlichere Darstellung der an den He- 
gritf eines Körpers (§. 159) sich anschliessenden algebrai- 
schen Principien, welche hier nur beiläufig angedeutet 
werden konnten, verspare ich mir für eine andere Ge- 
legenheit. 

Es ist natürlich, dass die Hinzufügung des zehnten 
Supplementes einige Rückwirkung auf die früheren Ab- 
schnitte ausgeübt hat; doch braucht man nicht zu be- 
sorgen, dass ich midi durch solche Abänderungen der 
ersten Auflage im Plan und in der Haltung der Dar- ■ 
Stellung von der eigentlichen Grundlage, den Vorlesungen 
Dirichlet’s, weiter entfernt habe. Um einem etwaigen Vor- 
wurfe dieser Art von vornherein zu begegnen, wiederhole 
ich hier (aus den Göttinger Gelehrten Anzeigen vom 
27. Januar 1864), dass auch die erste Auflage sich nicht 
auf ein in den Vorlesungen selbst nachgeschriebenes Heft, 
sondern nur auf Notizen stützt, welche ich aus der Er- 
innerung und grüsstentheils in äusserst kurzer Form ver- 
fasst habe; als ich diese Vorlesungen als Privatdocent in 
Göttingen hörte, war ich mit dem Stoffe hinreichend ver- 
traut, und mein Hauptzweck bestand darin, den überaus 
eindringlichen Vortrag Diridilet's vollständig auf mich 
wirken zu lassen. Bei der Herausgabe der ersten Auf- 
lage, welche erst nach einer Reihe von Jahren erfolgte, 
wurde es nothwendig, diese Notizen ganz neu auszu- 
arbeiten und auch durch eigene Zuthaten (z. B. §. 2, 
wenn ich nicht irre) zu ergänzen, die unmöglich alle er- 
wähnt werden konnten. .Aber damals sowohl wie jetzt 
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^ Vorwort zur zweiten Auflage. 

ist es mein eifrigstes Streben gewesen, Dirkhlct's Vortrag 
mit grösster Treue wiederzugeben. Volle Freiheit habe ieh 
mir dagegen bei den eigenen Zusätzen gestattet; gänzlich 
uingearbeitet sind z. B. die §§. 105 bis 110, 143, 144, 
un^ manches Neue ist theils im Text, theils in Form von 
Noten hinzugefügt. 

Endlich habe ich mich bemüht, überall, wo es mir 
möglich war, auf die Quellen zu verweisen, um den Leser 
zum Studium der Originalwerke zu veranlassen und in ihm 
ein Bild von den Fortschritten der Wissenschaft zu er- 
wecken, deren ebenso tiefe wie erliabene Walirheiten einen 
Schatz bilden, welcher die unvergängliche Flucht eines 
wahrliaft edelen Wettkampfes der europäischen Völker ist. 

Braunschweig, 1. März 1871. 


R. Dedekiud. 
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Erster Abschnitt. 


Von der Theilbarkeit der Zahlen. 


§. 1 . 


Wir behandeln in diesem Abschnitte einige arithmetische 
Sätze, welche man zwar in den meisten Lehrbüchern vorfindet, die 
aber für unsere Wissenschaft von so fundamentaler Bedeutung 
sind, dass eine strenge Begründung derselben hier durchaus noth- 
wendig erscheint. Dahin gehört zuerst der Satz, dass das Pro- 
duct einer Reihe von ganzen positiven Zahlen unabhängig von der 
Anordnung ist, in welcher man die Multiplication ausführt. In- 
dem wir uns zunäehst auf den Fall beschränken, in welchem es 
sich um drei Zahlen a, h, c handelt, bilden wir das folgende Schema 


c, c, c, 

c, c, c, 

c, c, c, 


C, C5 c, 


c 


c 

c 


c 

c 

c 


c 


c 


welches aus b Horizontalreihen besteht, deren jede die Zahl c 
gleich oft, nämlich amal enthält, und stellen uns. die Aufgabe, die 
Summe aller aufgeschriebenen Zahlen zu bestimmen. Zunächst 
können wir sagen: da die Zahl c in jeder Horizontalreihe amal 
vorkommt, so ist nach dem Grundbegi'ilf der Multiplication die 

l>irichlet, Z«Mentbeorle« X 
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Summe aller in einer solchen Keilie beftndlichen Zahlen gleich ca, 
indem wir den Multiplicand c durch die Stellung von dem Multi- 
plicator a unterscheiden; da ferner b solche Horizontalreihen vor- 
handen sind, so ist die Summe sämmtlicher Zahlen gleich (ca)b, 
wo jetzt ca der Multiplicand, b der Multiplicator ist. Nun können 
wir aber dieselbe Summe auch auf anderm Wege durch die Be- 
merkung bestimmen, dass das obige Schema aus a Verticalreihen 
besteht, deren jede 6 mal die Zahl c enthält; es ist also die Summe 
aller in einer Verticalreihe befindlichen Zahlen gleich cb, und folg- 
lich die Totalsumme gleich {cb)a. Wir erhalten mithin das erste 
Resultat 

(ca)b = (cb) a, 

aus welchem wir, indem wir die bisher ganz willkürliche Zahl 
c = 1 setzen, die Folgerung ziehen, dass 
ab — ba 

ist, d. h.: in einem Product aus ztcei ganzen positiven Zahlen dürfen 
Multiplicand und Multiplicator mit einander vertauscht werden. 
Man lässt deshalb auch in der Benennung den Unterscliied zwischen 
Multiplicand und Multiplicator ganz fallen, indem man beide unter 
dem gemeinschaftlichen Namen Factoren zusammenfasst. 

Wir können nun dieselbe Totalsumme sämmtbcher in dem 
obigen Schema befindlichen Zahlen noch auf eine dritte Art be- 
stimmen, indem wir abzählen, wie oft der Summand c im Ganzen 
vorkommt. Zunächst ist a die Anzahl der in einer jeden Hori- 
zontalreihe befindlichen Zahlen c, und folglich ist, da b solche 
Horizoiitalreihen vorhanden sind, die Anzahl aller aufgeschriebenen 
Zahlen gleich ab. lEeraus folgt, dass die Totalsumme den Werth 
c(ab) hat, dass also 

(ca)b = (cb)a = c(ab) 

ist. Verbindet man hiermit den schon oben betrachteten spcciellen 
Fall ab = ba, so kann man das Bisherige in folgendem Satze zu- 
sammenfassen : 

Wenn man von drei positiven ganzen Zahlen zwei nach Be- 
lieben ausu'ählt und als Factoren zu ihrem Producte vereinigt, so- 
dann dieses Product und die dritte jener drei Zahlen mit einander 
multiplicirt, so hat das so entstehende Product stets denselben Werth, 
wie man auch die ersten beiden Zahlen ausgewählt haben mag. 

Da also dieses Product von der Anordnung der beiden suc- 
cessiven Multiplicationen ganz unabhängig ist, so bezeichnet man 
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dasselbe kurz als das Product aus jenen drei Zahlen und nennt 
diese letzteren ohne Unterscliied die Factoren des Productes. 


• §. 2 . 

Es ist nun leicht zu zeigen, ohne ein neues Princip anzuwen- 
den, dass ein ganz ähnlicher allgemeinerer Satz für jedes System 
S von beliebig vielen positiven ganzen Zahlen 

' c . . . 

gilt. Die allgemeinste Art, diese Zahlen durch wiederholte An- 
wendung einfacher, d. h. auf nur zwei Zahlen bezüglicher Multi- 
plicationen zu einem producte zu vereinigen, ist folgende. Man 
greife nach Belieben zwei Zahlen aus dem System S heraus und 
bilde ihr Product; der aus den übrigen Zahlen des Systems S und 
aus diesem Product bestehende Zahlencomplex S' enthält dann 
eine Zahl weniger als S\ indem man wieder ganz nach Belieben 
zwei Zahlen aus S' zu ihrem Producte vereinigt und die anderen 
unverändert lässt, erhält man ein System S” von Zahlen, deren An- 
zahl um zwei kleiner ist als die der ursprünglich gegebenen Zahlen. 
Fährt man so fort, so wird man zuletzt zu einer einzigen Zahl 
gelangen, und der zu beweisende Satz besteht darin, dass diese am 
Ende des Erocesses resultirende Zahl immer dieselbe sein wird, auf 
welche Art man auch die einzelnen einfachen Multiplicationen an- 
ordnen mag. 

Um dies zu zeigen, wenden wir die vollständige Induction an, 
d. h. wir nehmen an, der Satz sei richtig, wenn die Anzahl der ur- 
sprünglich gegebenen Zahlen oder Factoren = n ist, und beweisen, 
dass er dann auch für die nächst grössere Anzahl « + 1 von Fac- 
toren ebenfalls gültig sein muss. Es sei also ein System S von 
n 1 Zahlen 

a, b, c, d, e • • • 

gegeben, so wähle man irgend zwei derselben, z. B. a und b, und 
bilde ihr Product ab] der nun entstehende Zahlencomplex enthält 
nur noch die n Zahlen 

a b^ Cy dy e * * * 

und folglich ist nach unserer Annahme das Endresultat von der 
weitem Anordnung des Processes ganz unabhängig. Bei einer 
andern Anordnung der ganzen Operation kann daher höchstens 

1 * 
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dann ein anderes Endresultat znin Vorschein kommen, wenn das 
bei dem ersten Schritte ausgewählte Zalilenpaar von a, b verschie- 
den ist, und zwar sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Erstens kann es sein, dass bei der zweiten Anordnung zu- 
erst eine der beiden Zahlen a, b,*z. B. a, mit einer der übrigen 
c, rf, c . . ., z. B. mit c, zu dem Producte ac vereinigt wird, so dass 
der nächste Complex aus den «Zahlen 
ae, b, (l, e . . . 

besteht; da nun sowohl bei der erstem wie bei der letztem An- 
ordnung die auf den ersten Schritt folgenden Operationen keinen 
Einfluss auf das Endresultat ausüben können, so setze man die 
erste Anordnung so fort, dass zunächst die beiden Zahlen ab und 
c, die zweite so, dass zunächst die beiden Zahlen ac und b ver- 
einigt werden. Auf diese Weise entsteht bei der ersten Anordnung 
zunächst der Complex 

(a6)c, d, e . . . 
bei der zweiten der Complex 

(«c)6, d, e . . . 

Da nun zufolge des vorhergehenden Pai'agraphen die beiden Pro- 
ducte (ab)c und (ac)b und folglich auch die beiden vorstehenden 
Complexo identisch sind, so wird, da jeder derselben nur noch 
« — 1 Zalilen enthält , bei der ersten wie bei der zweiten Anord- 
nung dasselbe Endresultat auftreten. 

Zweitens kann es aber auch sein, dass bei dem ersten Schritt 
der zweiten Anordnung Jeeine der beiden Zahlen a, b, sondern zwei 
von den übrigen, z. B. c, d, herausgegriffen werden, so dass zu- 
nächst der Complex 

a, b, ed, e . . . 

entsteht. Auch jetzt kann man wieder die auf den ersten Schritt 
folgenden Operationen bei beiden Anordnungen nach Belieben aus- 
führen; man vereinige daher zunächst bei der ersten Anordnung 
die Zahlen c, d, und bei der zweiten Anordnung die Zahlen a, b; 
dann besteht bei beiden Anordnungen der nächstfolgende Complex 
aus denselben w — 1 Zahlen 

aby cdj c • . • 

und folglich wird abermals das Endresultat bei beiden dasselbe sein. 

Hiermit ist die Allgemeingültigkeit des Satzes bewiesen; denn 
da er nach dem vorhergehenden Paragraphen für w = 3 gilt, so 


Digitized by Google 



Tlieilbarkeit der Zahlen. 5 

gilt er nach dem Vorstehenden auch für alle Systeme von Zahlen, 
deren Anzahl = 4, 5, 6 u. s. w. ist. Das Endresultat heisst auch 
jetzt wieder das Product aus den gegebenen Zalden, diese letzteren 
heissen die Factoren des Productes, und man bezeichnet das Pro- 
duct durch das Nebeneiuanderschreiben sämmtlicher in beliebiger 
Ordnung folgenden Fiictoren. 

Ein besonderer Fall dieses Satzes ist der, dass man bei der 
Bildung des Productes aus beliebig vielen Zahlen oder Factoren 
dieselben nach Belieben in Gruppen vertheilen und alle in einer 
Gruppe enthaltenen Factoren zu ihrem Product vereinigen darf; 
das Product aus diesen den einzelnen Giaippen entspi'echenden 
Producten wird immer mit dem Prodiicte aller gegebenen Zahlen 
übereinstimmen; denn offenbar ist diese Bildung selbst eine der 
verschiedenen möglichen Anordnungen des Processes. So ist z. B. , , 
ahede = («J)c((?e) = (ubcd)e = (abe)(ed). . 

Es ist nicht schwierig, dieselben Sätze auch für den Fall zu '' 
beweisen, dass unter den Factoren eines Productes beliebig viele 
negative sind; das Vorzeichen des Productes wird das positive oder 
negative sein, je nachdem die Anzahl der negativen Factoren ge- 
rade oder ungerade ist. Endlich mag iiocli daran erinnert werden, 
dass auch die ganze Zahl iVMff als Factor anitreten kann, in welchem 
Falle^das Product stets = 0 sein wird. 


§. 3. 

Wenn die Zahl*) a das Product aus der Zahl b und einer 
zweiten ganzen Zahl »n, also a = mb ist, so nennt man a ein Viel- 
faches oder Midtiphim von i; statt dessen sagt man auch: a ist 
theilbar durch b, oder: b ist ein Theilcr oder Divisor von a, oder 
endlich: b geht in a auf. Alle diese Benennungen sind gleich ge- 
bräuchlich, und da es in der Zahlentheorie ausserordentlich oft 
vorkommt, diese Beziehung zwischen zwei Zahlen auszudrücken, 
so ist es angenehm, dafür eine Reihe verschiedener Ausdrücke zu 
besitzen. Aus der Definition des Vielfachen leuchten nun sogleich 
folgende Sätze ein, von denen später sehr häufig Gebrauch gemacht 
werden wird. 

*) Unter Zahlen schlechthin sind hier und im Folgenden immer gan:e 
Zahlen zu verstehen. 
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1. Ist a Multiplum von b, b wieder Multiplum von c, so ist 
auch a Multiplum von c. Denn der Annahme nach ist a = mb, 
b = nc, wo m und n irgend zwei ganze Zahlen bedeuten; hieraus 
folgt a = m(nc) = (mn)c, also ist a theilbar durch c. 

Allgemein: hat man eine Reihe von Zahlen, in welcher jede 
ein Vielfaches der nächstfolgenden ist, so ist auch jede frühere 
Zahl ein Vielfaches von jeder spätem. 

2. Ist die Zahl a sowohl als auch b ein Multiplum einer dritten 
Zahl c, so ist auch die Summe und die Differenz der beiden er- 
steren ein Multiplum der dritten. Denn aus a = mc, b ■= nc folgt 
a + 6 = (j« + n) c. 


§. 4. 

Von der grössten Wichtigkeit für die Lehre von der Theil- 
barkeit der Zahlen ist folgende Aufgabe *) : Wenn irgend zwei 

Ganze positive Zahlen a, b gegeben sind, so sollen die gemeinschaft- 
lichen Theiler derselben, d. h. diejenigen Zahlen S gefunden werden, 
welche gleichzeitig in a und in b aufgehen. 

Wir können annehmen, es sei a grösser oder wenigstens nicht 
kleiner als dann wird die Division von a durch b einen Quotien- 
ten m und einen Rest c geben, welcher letztere jedenfalls kleiner 
als b ist. Betrachten wir nun die aus dieser Division resultirende 
Gleichung 

a = tnb -f c 

und nehmen wir an, es sei d irgend eine sowohl in a als in b auf- 
gehende Zahl, so ist d jedenfalls auch ein Divisor des Restes c; 
denn da a und b Multipla von 5 sind, so ist (nach §. 3) mb, und 
folglich auch die Differenz a — mb = c ein Multiplum von ö. 
Wir können daher sagen: jeder gemeinschaftliche Theiler der bei- 
den Zahlen a, b ist auch ein gemeinschaftlicher Theiler der beiden 
Zahlen b, c. Umgekehrt, ist d ein gemeinschaftlicher Divisor der 
beiden Zahlen b,c, seist, da d dann auch in aufgeht, die Summe 
mb c = a der beiden Multipla m b und c von S ebenfalls ein 
Multiplum von ö; also ist jeder gemeinschaftliche Divisor der Zah- 
len b, c auch gemeinschaftlicher Divisor der Zahlen a, b. Mithin 
stimmen die gemeinschaftlichen Divisoren der beiden Zahlen a, b 

*) Euclid’s Elemente, Buch VII, Satz 2. 
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vollständig mit denen der beiden Zahlen 6, c überein; unsere Unter- 
suchung ist daher von de^l Paare a, h auf das Paar 6, c reducirt, 
und da h nicht grösser als a, c aber jedenfalls kleiner als b ist, 
so können wr mit Recht sagen, dass das Problem auf ein ein- 
facheres zurückgeführt sei. 

Wenn nun c von Null verschieden ist, die erste Division also 
nicht aufgeht, so können wir, indem wir b durch die kleinei'e Zahl 
c dividiren, wieder eine Gleichung von der Form 

b — nc d 

bilden, in welcher der Divisionsrest d kleiner als der vorhergehende 
c ist Durch eine der obigen ganz ähnliche Betrachtung ergiebt 
sich dann, dass die gemeinschaftlichen Divisoren der beiden Zahlen 
c, rf vollständig mit denen der Zahlen b, c und also auch mit denen 
der Zahlen a, b übereinstimmen. 

So kann man fortfahren, bis einmal die Division aufgeht, was 
nach einer endbchen Anzahl von Operationen durchaus eintreten 
muss; denn die Zahlen b, c, d . . . bilden eine Reihe von beständig 
abnehmenden Zahlen, und da es nur eine endliche Anzahl von 
Zahlen giebt, welche kleiner sind als b, so muss unter ihnen end- 
Rch auch die Null erscheinen. Wir haben dann eine Kette von 
Gleichungen von der Form 

a = mb+c .„,0t. ,; 

b = nc d '■ 

c = pd + e 


f = sg +h 
g = th. 

Jeder gemeinschaftliche Divisor d von a, b ist auch Divisor der fel- 
genden Zahlen c, d , endlich auch von ä; umgekehrt, ist d ein 
Divisor von h, so lehrt die letzte Gleichung, dass ä auch Divisor 
von g, also gemeinschaftbcher Divisor von g und h ist; folglich ist 
8 auch Divisor von / und ebenso von den vorhergehenden Zahlen, 
endUch auch von b und von a. Wir haben daher das Resultat : 
■Die gemeinschaftlichen Divisoren zweier Zahlen a und b stim- 
men überein mit den sämmüiehen Divisoren Einer bestimmten Zahl 
h, welche man durch den obigen Algorithmus stets finden kann. Da 
nun h selbst zu diesen Divisoren gehört und unter ihnen dem 
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Werth nach der grösste ist, so nennt man diese Zahl h den grössten 
geniemschitjiliclien Divisor der beiden Zahlen a und h. 

Hiermit ist nun sjwar unser Problem nicht vollstäncUg gelöst, 
soll dorn nur auf das andere zurückgefiihrt, sämmtliche Divisoren 
einer gegebenen Zahl h zu finden, für welches >vir noch keine di- 
recte Lösung haben; allein es wird sich im Folgenden hinreichend 
zeigen, dass der obige Algorithmus ein Fundament bildet, auf 
welchem sich die tlrundprincipien der Zahlentheorie mit ebenso 
grosser Strenge wie Leichtigkeit aufbauen lassen. Nur einige Be- 
merkungeli noch, um auch nicht den geringsten Zweifel gegen die 
Allgemeinheit der folgenden Sätze auf kommen zu lassen: wir 
haben die obige Kette von Gleichungen gebildet unter der Voraus- 
setzung, dass a nicht kleiner als 6 sei; allein tiir den Fall, dass 
ach sein sollte, braucht man nur m = 0, also c = a zu nehmen, 
um cbeselbe Form auch dann zu waliren. Ebenso leicht erkennt 
man, dass das Vorzeichen der Zahlen a, h ganz unwesentlich ist; 
ja, es darf sogar eine von ihnen = 0 sein; nur, wenn beide = 0 
sind, kann von einem grössten gemeinschaftlichen Divisor derselben 
keine Hede sein. 


§. 5 . 

Besonders interessant ist der specielle Fall, in welchem der 
grösste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen a, b die Einheit 
ist; man nennt zwei solche Zahlen relative Prhmahlen, auch wohl 
Zahlen ohne gemeinschaftlichen Divisor, indem man absieht von 
dem allen Zahlen gemeinschaftlichen Divisor 1 ; oder man sagt auch: 
a ist relative Primzahl gegen oder zu h. Dieser Definition zufolge 
erkennt man also zwei Zahlen als relative Primzahlen daran, dass 
bei dem Algorithmus des grössten gemeinschaftlichen Divisors ein- 
mal der Rest A = 1 auftritt. Für solche Zahlen gilt nun der fol- 
gende 

Hauptsatz: Sind a, h relative Primzahlen, und ist Ic eine be- 
liebige dritte Zahl , so ist jeder gemeinschaftliche Theilcr der beiden 
Zahlen ak,b auch gemeinschaftlicher Theilcr der beiden Zahlen k, b. 

Um sich hiervon zu überzeugen, braucht man nur sämmtliche 
Gleichungen, die bei dem Algorithmus des grössten gemeinschaft- 
lichen Divisors der Zahlen u, b gebildet werden, und deren vor- 
letzte , da A = 1 ist , in unserm Falle f = sg 1 lautet , mit k 
zu multipliciren ; man erhält daun 
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ak — mbk -f- ck 
bk = nck 4- dk 
ck = pdk -f- eft 


fk = sgk + k. 

Ist nun d irgend ein gemeinschaftlicher Divisor von ak und b, so 
geht ö auch in mbk, also auch in ak — mbk z= ck auf; es geht 
daher ö auch in nck und folglich auch in bk — nck — dk auf. 
Und indem man diese Schlussweise fortsetzt, gelangt man zu dem 
Resultat, dass S auch in fk, in gk, folglich auch in fk — sgk = k 
aufgehen muss, was zu beweisen war. 

Im Folgenden werden wir vorzüglich zwei specielle Fälle dieses 
Satzes gebrauchen, nämlich: 

1. Das Product eioeier Zahlen a und k, deren jede relative 
Primzahl gegen eine dritte b ist, ist gleichfalls reloMve Primzahl zu b; 
denn unserm Satze nach haben ak und 6 dieselben gemeinschaft- 
lichen Divisoren, wie k und b ; da aber k und b relative Primzahlen 
sind, so haben sie nui' den einzigen gemeinschaftlichen Divisor 1; 
dasselbe gilt daher von ak und b, also sind diese Zahlen relative 
Primzahlen. 

2. Sind a und b relative Primzahlen, und ist ak durch b theil- 
bar, so ist auch k durch b theilbar; denn da der Annahme zufolge 
ak und b den gemeinschaftlichen Divisor b haben, so muss dem 
Hauptsatze nach b auch gemeinschaftlicher Divisor von k und b, also 
jedenfalls Divisor von k sein. 

3. Den ersten dieser beiden Sätze kann man leicht verall- 
gemeinern. Ist jede der Zahlen' a,b, c, d . . . relative Primzahl 
gegen eine Zald «, so ist auch ab, folglich auch das Product abc 
aus ab undc, folglich auch das Product abcd aus abc und d u.s.f., 
kurz das Product abcd . . . aller jener Zahlen ebenfalls relative 
Primzahl gegen a. Allgemeiner, hat man zioei Reihen von Zahlen 

a,b, c, d . . . 

und 

u,ß,y... 

von der Beschaffenheit, dass jede Zahl der einen Reihe relative 
Primzahl gegen jede Zahl der andern Reihe ist, so ist auch das 
Product abcd .. . aller Zahlen der einen Reihe relative Primzahl 
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gegen das Product ccßy . . . aller Zahlen der andern Reihe. Denn 
soeben ist bewiesen, dass jede der Zahlen a, ß, y . . . relative Prim- 
zahl gegen das Product ab cd . . . ist, woraus durch nochmalige 
Anwendung desselben Satzes auch folgt, dass ihr Product ußy... 
ebenfalls relative Primzahl gegen ah cd . . . ist. 

4. Hieraus können wir wieder einen speciellen Fall ableiten, 
indem wir annehmen, dass die Zahlen b, c, d . . . identisch mit a, 
ferner die Zahlen ß, y . . . identisch mit « sind ; wir erhalten dann 
das Resultat: ist a relative Primzahl gegen a, so ist auch jede Po- 
tenz der ZcM a relative Primzahl gegen jede Potenz der Zahl «. 

Eine Anwendung hiervon macht man bei dem Beweise des 
Satzes, dass die 7«te Wurzel aus einer ganzen Zahl A entweder 
irrational oder selbst eine ganze Zahl ist; denn wenn jene Wurzel 
rational, d. h. von der Form r:s ist, wo r und s ganze Zahlen be- 
deuten, die man ohne gemeinschaftlichen Divisor annehmen kann, 
so ergiebt sich aus r^ = As”', dass j"™ durch s”* theilbar ist; da nun 
r und s, folglich auch r”' und s™ relative Primzahlen sind, so muss 
s™ = 1, also auch s = 1 sein; mithin ist jene Wurzel eine ganze 
Zahl r. 


§. 6 . 

Die Aufgabe des §. 4 in der Weise verallgemeinert, dass für 
eine ganze Reihe gegebener Zahlen a, b, c, d . . . alle gemeinschaft- 
lichen Divisoren gesucht werden, führt zu einem ganz ähnlichen 
Resultate. Es sei h der grösste gemeinschaftliche Divisor von a 
und b, so ist, wie wir früher fanden, jeder gemeinschaftliche Di- 
visor von a und b auch Divisor von h und umgekehrt; jeder ge- 
meinschaftliche Divisor der drei Zahlen a, b, c ist daher auch ge- 
meinschaftlicher Divisor von h, c und umgekehrt; bezeichnet man 
daher mit k den grössten gemeinschaftlichen Divisor von h und c, 
so ist jede gleichzeitig in a, i, c aufgehende Zahl Divisor von k, 
und umgekehrt wird jeder Divisor von k auch Divisor der drei 
Zahlen a, b, c sein. Bildet man ferner den grössten gemeinscliaft- 
Uchen Divisor l der beiden Zahlen k und d, so stimmen die ge- 
meinschaftlichen Divisoren der vier Zahlen a, b, c, d vollständig 
überein mit den sämmtlichen Divisoren der Zahl l u. s. f. Wir 
haben daher das Resultat: ist irgend eine Reihe von Zahlen a, b, 
c, d . , . gegeben, so giebt es stets eine — und natürlich auch nur 
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eine — ZM m von der Beschaffenheit ^ dass jede gleichzeitig in a, 
in in c^ in d u. s. w. auf gehende Zahl auch in m auf geht ^ und 
umgekehrt jeder Divisor von m auch Divisor jeder einzelnen der 
Zahlen a., b, c, d . . . ist. Diese vollkommen bestimmte Zahl m 
heisst deshalb wieder der grösste gemeinschaftliche Divisor der ge- 
gebenen Zahlen. (Eine Ausnahme hiervon tritt nur dann ein, 
wenn die gegebenen Zahlen alle = 0 sind.) Setzt man ferner 
a = ma\ b = mb\ c = mc\ d = mdl , . so sind a', b\ c\ dß ... 
ganze Zahlen , deren grösster gemeinschaftlicher Theiler = 1 ist, 
oder, wie man kurz sagt, Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler. 
‘Umgekehrt, wenn a\ b\ c\ d! . . . Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Theiler sind, so leuchtet ein, dass m der grösste gemeinschaftliche 
Theiler der Zahlen wa', mb\ md., rnd' . . . ist. 

Dagegen bemerken wir an dieser Stelle ein- für allemal, dass, 
wenn Zahlen a^ b^ c, d . . . relative Primzahlen genannt werden, 
darunter stets zu verstehen ist, dass fe zwei von ihnen relative 
Primzahlen sind; solche Zahlen sind daher stets zugleich Zahlen 
ohne gemeinschaftlichen Theiler; aber Zahlen ohne gemeinschaft- 
lichen Theiler sind nicht nothwendig relative Primzahlen. 


§• 7 . 

Gewissermaassen das Umgekehrte der vorhergehenden ist die 
folgende Aufgabe : Wenn eine Reihe von Zahlen a, b, c^ d . . . ge- 
geben ist, so sollen alle geineinschaftlichen Multipla derselben, d. h. 
alle Zahlen gefunden iverden, ivelche durch jede einzelne der ge- 
gebo>ten Zahlen theilbar sind. Da von den gesuchten Zahlen zu- 
erst gefordert wird, dass sie durch a theilbar sein sollen, so sind 
sie jedenfalls in der Form sa enthalten, wo s irgend eine ganze 
Zahl bedeutet. Ist nun d der grösste gemeinschaftliche Divisor 
der beiden Zahlen a = da' und b =. bb' , so sind a' und b' re- 
lative Primzahlen; soll daher sa = sa' b theilbar sein durch 
b — b’b, so muss s a' durch b’ und folglich (§. 5, 2.) auch s durch b' 
theilbar, also von der Form s' b' sein, wo s' wieder irgend eine ganze 
Zalü bedeutet. Sämmtliche sowohl durch a als durch b theilbare 
Zahlen sind daher von der Form sa = s' .a'b'b, ünd umgekehrt 
leuchtet ein, dass alle in dieser Form enthaltenen Zahlen sowohl 
durch a = a’ b als durch b = b'b theilbar sind. 

Es zeigt sich also, dass die sämmtlichen gemeinschaftlichen 


12 


Erster Abschnitt. 


Multiplu der beiden Zahlen a, h übereinstimmen mit den KÜinint- 
tichen Vielfachen einer bestimmten Zahl 

n t» ö = -j = ft, 

welche man deshalb das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der 
beiden Zahlen a, h nennt. 

Um diesen Satz für eine beliebige AnzaJil gegebener Zahlen 
tt, 6, r, rf . . . zu verallgemeinern, braucht man nur zu bemerken, 
dass jedes gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 
• a, h, c, d . . . 

nothwendig auch ein gemeinschaftliches Vielfaches der Zahlen 
fl, c,d .. . 

ist und umgekehrt Man wird daher zunächst das kleinste ge- 
meinschaftliche Multiplum V der beiden Zahlen ft und c suchen, 
daun das kleinste gemeinschaftliche Vielfache p von v und d u. s. f. 
Auf diese Weise leuchtet ein, dass sämmtlicho gemeinschaftliche 
Multipla der gegebenen Zahlen a,h, c, d . . . übereinstimmen mit 
den sämmtlichen Vielfachen einer einzigen vollständig bestimmten 
Zahl cj, welche man deshalb das kleinste gemeinschaftliche Viel- 
fache der gegebenen Zahlen nennt. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, in welchem die 
Zalilen a, b, c, d . . . relative Primzahlen sind. In diesem Falle ist 
zunächst d = 1 , also ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
der beiden relativen Primzahlen a imd b ihr Product ab. Da nun 
c wieder relative Primzahl gegen a und gegen 6, also (§.5, 1.) auch 
gegen ab ist, so ist abc das kleinste gemeinschaftliche Multiplum 
der drei Zahlen a, i», c u. s. f. Kurz, man erhält das Resultat; 
Sind a, b, c, d . . . relative FrimzaMen, so ist jede ZaM, tcclche 
durch jede einzelne derselben theilbar ist, auch durch ihr Product 
abcd . . . theilbar. 


§. 8 . 

Da jede Zahl sowohl durch die Einheit, als auch durch sich 
selbst theilbar ist, so hat jede Zahl — die Einheit selbst ausge- 
nommen — mindestens zwei (positive) Divisoren. Jede Zahl nun, 
welche keine anderen als diese beiden Divisoren besitzt, heisst eine 
Primzahl (numerus primus) \ es ist zweckmässig, die Einheit nicht 


Digitized by Google 



Tlieilbarkeit der Zahlen. 13 

zu »len Primzahlen zu rechnen, weil manche Sätze über Primzahlen 
nicht für die Zahl 1 gültig bleiben. 

Aus »lieser Erklärung ergiebt sich der Satz: Wenn p eine 
Primzahl und a irgend eine ganze Zahl ist, so geht enttceder p in 
a auf, oder p ist relative Primzahl zu a. Denn der grösste gemein- 
schaftliche Divisor von p und a ist entweder p selbst oder die 
Einheit. 

Hieraus folgt weiter: Wenn ein Product aus mehreren Zahlen 
a,b,c,d... durch eine Primzahl p theilbar ist, so geht p min- 
destens in einem derFactoren a, b, c, d . . . auf. Denn wäre keine 
einzige dieser Zahlen durch p theilbar, so wäre p relative Prim- 
zahl gegen jede einzelne von ihnen und folglich auch gegen ihr 
Product, was gegen die Annahme streitet, dass dies Product durch 
p theilbar ist. 

Jede Zahl, welche ausser sich selbst und der Einheit noch 
andere Divisoren hat, heisst zusammengesetzt (numerus eompositus). 

Diese Denennung wird gerechtfertigt durch folgenden 

Fundamental Satz: Jede zusammengesetzte ZaM lässt sich stets 
und nur ai/fueinc^einziße Weise als Product aus einer endlichen — 
Anzahl von Primzahlen darstellen. ' 

Beweis. Da jede zusammengesetzte Zahl m ausser 1 und m 
noch andere Divisoren hat, so sei a ein solcher; ist nun a keine 
Primzahl, also eine zusammengesetzte Zahl, so bseitzt a ausser 1 
und a noch andere Divisoren , z. D. ft ; ist b noch keine Primzahl, 
also zusammengesetzt, so hat b wieder mindestens einen Divisor c, 
der von 1 und b verschieden ist. Fährt man so fort, so muss man 
endlich einmal zu einer Primzahl gelangen; denn die Reihe der 
Zahlen m, a, b, c . . . ist eine abnehmende, sic kann also, da es nur 
eine endliche Anzahl von Zahlen giebt, welche kleiner als m sind, 
nur eine endliche Anzahl von Gliedern enthalten ; das letzte Glied 
derselben muss aber eine Primzahl sein, denn sonst könnte man 
ja die Reihe noch weiter fortsetzen. Bezeichnet man diese Prim- 
zahl mit p, so ist, da jedes Glied der Reihe ein Multiplum des fol- 
genden ist, die erste Zahl m auch ein Multiplum von der letzten p. 

Man kann daher 

m = pm' 

setzen. Nun ist m' entweder eine Primzahl — dann ist m schon 
als Product von Primzahlen dargestellt — oder m' ist zusammen- 
gesetzt; im letztem Falle muss es wieder eine in m' aufgehende 
Primzahl p’ gehen, so dass 
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m'=p'm", also m—pp'm" 

wird. Ist nun m" noch keine Primzahl, so kann man auf dieselbe 
Weise fortfahren, his man m als Product von lauter Primzahlen 
dargestellt hat. Dass dies wirklich nach einer endlichen Anzahl 
von ähnlichen Zerlegungen geschehen muss, leuchtet daraus ein, 
dass die Reihe der Zahlen m, m', m" . . . ebenfalls eine abnehmende 
und folglich eine endliche ist. 

Hiermit ist der eine Haupttheil des Satzes erwiesen, welcher 
die Möglichkeit der Zerlegung behauptet; offenbar ist aber diese 
successive Ablösung von Primzahl-Factoren in mancher Beziehung 
willkürlich, und es bleibt daher noch nachzuweisen übrig, dass, auf 
welche Weise dieselbe auch ausgeführt sein mag, das Endresultat 
doch stets dasselbe sein muss. Nehmen wir daher an, man habe 
durch zwei verschiedene Anordnungen einmal 

m = pp'p" . . . 

ein anderes Mal 

m= q qfq" . . . 

gefunden, wo p, p\ p" . . . und g, g', g" . . . sämmtlich Primzahlen 
bedeuten. Da nun das Product pp'p" . . . durch die Primzahl g 
theilbar ist, so muss mindestens einer der Factoren, z. B. p, durch 
g theilbar sein; p besitzt aber als Primzahl nur die beiden Di- 
visoren 1 und|), und folglich muss q — p sein, da g nicht = 1 
ist. Hieraus folgt nun ^ 

p'p" . . . = g/g" ... 

und man kann auf dieselbe Weise zeigen, dass g' mit einer der 
Primzahlen p', p" . . ., z. B. mit p' , identisch sein muss, woraus 
dann wieder 

p" ... =q” ... 

folgt. Auf diese Weise überzeugt man sich davon, dass jede Prim- 
zahl, welche bei der zweiten Art der Zerlegung ein oder mehrere- 
Male als Factor auftritt, mindestens ebenso oft auch bei der erste» 
Zerlegung vorkommt; da aber ferner auf dieselbe Weise gezeigt 
werden kann, dass sie bei der zweiten Zerlegung mindestens eben- 
so oft vorkommt wie bei der ersten, so muss jede Primzahl in bei- 
den Zerlegungen gleich oft als Factor Vorkommen, und folglich 
stimmt der Complex aller Primzahlen bei der einen Zerlegung voll- 
ständig mit dem bei der andern überein. 

Nachdem so der Satz in allen seinen Theilen bewiesen ist? 
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können wir die Darstellung der zusammengesetzten Zahl m noch 
dadurch vereinfachen, dass wir jedesmal alle untereinander identi- 
schen Primzahl-Factoren zu einer Potenz vereinigen. Es sei näm- 
lich a eine von den in m aufgehenden Primzahlen, und zwar mag 
dieselbe genau «mal als Factor in der Zerlegung verkommen, so 
vereinigen wir diese « Factoren zu der Potenz a“ ; sind hierdurch 
noch nicht alle Factoren erschöpft, und ist h eine der übrigen Prim- 
zahlen, so bilden wir, wenn sie genau /Smal vorkommt, die Potenz 
h? , und in derselben Weise fahren wir fort, wenn hierdurch noch 
nicht alle Primzahl-Factoren von m erschöpft sind. Auf diese 
Weise überzeugt man sich, dass man jeder zusammengesetzten 
Zahl m die Form 

m = a"bß . . . 

geben kann, in welcher a, 6, c die sämmtlichen unter einander ver- 
schiedenen', in m aufgehenden Primzahlen, und cc, ß, y . . . ganze 
positive Zahlen bedeuten. Dass aber in dieser Form nicht nur alle 
zusammengesetzten, sondern auch alle Primzahlen enthalten sind, , , 
leuchtet unmittelbar ein. 

Die Primzahlen bilden daher gewissermaassen das Material, 
aus welchem alle anderen Zahlen sich zusammensetzen lassen. 

Dass es unendlich viele Primzahlen gieht, hat schon Euclid*) be- 
wiesen, und zwar in folgender Art. Gesetzt es gäbe nur eine end- 
liche Anzahl von Primzahlen, so würde eine von ihnen, die wir mit 
p bezeichnen wollen, die letzte, d. h. die grösste sein.- Denken wir 
uns nun alle diese Primzahlen aufgeschrieben 

2, 3, 5, 7, 11 ...p, 

so müsste jede Zahl, welche grösser als p ist, zusammengesetzt und 
folglich durch mindestens eine dieser Primzahlen theilbar sein. ^ 
Allein es ist sehr leicht, eine Zahl zu bilden, welche erstens grösser 
als p und zweitens durch keine jener Primzahlen theilbar ist; dazu 
bilden wir das Product aller Primzahlen von 2 bis p und vergrössern 
dasselbe um eine Einheit. Diese Zahl 

= 2. 3. 5 . . . -1- 1 

ist in der That grösser als p, da ja schon 2p grösser als p ist; sie 
ist aber durch keine der Primzahlen theilbar, da z, durch jede 
derselben dividirt, immer den Rest 1 lässt Damit ist also unsere 


*) Elemente, Bach IX, Satz 20. 
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Annahme im Widerspruch, und folglich gieht es unendlich viele 
Primzahlen.. 

Dieser Satz ist nur ein specieller Fall des andern, dass in 
jeder unbegrenzten arithmetischen Progression, deren allgemeines 
Glied ist, und in welcher das Anfangsglied m und die 

Differenz Ä relative Primzahlen sind, unendlich ^’ielc Primzahlen 
enthalten sind; allein, so einfach der Beweis für den speciellen 
Fall war, in welchem it = 1 , so schwierig war es, einen strengen 
Beweis für den allgemeinen Satz zu geben, und dies ist bis jetzt 
nur durch Zuziehung von Principicn gelungen, welche der Infini- 
tesimalrechnung angehören *). 


§. ff- 

Durch den soeben bewiesenen Fundamentjilsatz haben wir nun 
ein einfaches Kriterium gewonnen, nsich welchem stets beurtheilt 
werden kann, ob eine Zahl »t durch eine andere n theilbar ist oder 
nicht, sobald wir voraussetzen dürfen, dass beide in ihre Prim- 
factoren zerlegt sind. Nehmen wir nämlich an, dass m durch « 
theilbar, dass also m — nq ist, so leuchtet ein, dass jede in n auf- 
gehende Primzahl auch in »n aufgehen muss; es kann "daher n 
keine anderen Primfactoren enthalten als m, und ausserdem kann 
auch ein solcher Primfactor nicht öfter in n als in m Vorkommen; 
und umgekehrt, wenn jeder Primfactor der Zahl n mindestens 
ebenso oft in m vorkommt wie in «, so ist auch m durch n theilbar. 

Sind daher «, 6, c . . die sämmtlichen von einander verschie- 
denen, in m aufgehenden Primzalüen, so dass 
m = a"bPc'y . . . , 

so ist jeder Divisor » dieser Zahl in der I’orm 

u = . . . 

enthalten, in welcher 

a' irgend eine der « -{- 1 Zahlen 0, 1, 2 ... ee 

ß ' . „ „ ^+1 „ 0 , 1 , 2 ...^ 

/ » r « y + 1 « 0, 1, 2 ... y 

u. s. w. 


♦) Siehe die Supplemente VI. §. 132 bis 137. 
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bedeutet; und alle diese Zahlen n sind wirklich Divisoren von m. 
Hieraus gehen sogleich einige interessante Folgei’ungen hei’vor. 

Zunächst leuchtet ein, da jede Combination eines Werthes 
von «' mit einem von ß\ mit einem von y' u. s. w. einen Divisor 
von m liefert, und da je zwei verschiedenen solchen Combinationen 
(nach §. 8) auch zwei ungleiche Divisoren von m entsprechen, dass 
die Anzahl aller Divisoren von m gleich 

(« + !) (d + 1) (y + 1) . . . 

ist; diese Anzahl hängt daher nur von den Exponenten a, y . . . 
ab, nicht aber von der Natur der in m aufgehenden Primzahlen 
a, b, c u. s. w. 

Bildet man ferner das Schema 

1, «, a* . . . «" 

1, 6, . . . hfl 

1, c, . . . cy 

u. s. w. 

und bildet alleProducte bfl' 0 ^' . . ., indem man aus jeder dieser 
Horizoutalreihen ein Glied hfl', c^' . . . auswählt, so erhält man 
alle Divisoren der Zahl ««, und zwar jeden nur ein einziges Mal. 
Die Summe aller dieser Divisoren erhält man daher nach derselben 
Regel, nach welcher man die einzelnen Aggregate 

— 1 

1 -f- “I" "I" • • • "i” i — 

' ' a — 1 

^ Iß+i _ ] 

l + b+b^ + ... + bfl= 

c^+* — 1 

n-c + c» + . . .+ cy= 

u. s. w. 

mit einander zu multipliciren hat; folglich ist die Sunmre aller 
Divisoren der Zahl »w gleich dem Product 

a«+i _ 1 t/J+i _ 1 — 1 

a — 1 b — 1 c — 1 

Nehmen wir z. B. »» = 60 = 2^.3. 5, so sind die sämmtlichen 
Divisoren folgende: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60; 
ihre Anzahl ist 

(2 + 1) (1 + 1) (1 + 1)= 12 
Diric bl«t, /ulilcntliüorio. 2 
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und ihre Summe 

23—1 32—1 

2 — 1 * 3 — 1 


52—1 
5 — 1 


= 7.4.6 = 168. 


§. 10 . 

Wir kehren nun zu einigen früheren Aufgaben zurück, zu- 
nächst zu derjenigen (§. 6), den grössten gemeinschaftlichen Divi- 
sor einer Reihe von Zahlen zu bilden, jetzt unter der Voraussetzung, 
dass ihre Zerlegungen in Primfactoren gegeben sind. Man be- 
trachte alle Primzahlen, welche in diesen Zerlegungen Vorkommen, 
und scheide zunächst diejenigen unter ihnen aus, welche in einer 
oder mehreren der gegebenen Zahlen gar nicht als Primfactoren 
enthalten sind. Bleibt auf diese Weise gar keine Primzahl übrig, 
so ist die Einheit der gesuchte grösste gemeinschaftliche Divisor. 
Im entgegengesetzten Fall sei a eine Primzahl, welche bei dieser 
vorläufigen Ausscheidung zurückgeblieben ist und also in jeder der 
gegebenen Zahlen mindestens einmal enthalten ist; man zähle, wie 
oft a als Primfactor in jeder einzelnen der gegebenen Zahlen vor- 
kommt, und nehme die kleinste dieser Anzahlen, die wir mit a be- 
zeichnen, so dass a in mindestens einer der gegebenen Zahlen genau 
a mal, in allen übrigen aber mindestens ebenso oft als Primfactor 
vorkommt. Aehnlich verfahre man mit den übrigen Primzahlen 
6, c . . ., sofern diese noch nicht erschöpft sind, und bilde für jede, 
für b die Anzahl /3, für e die Anzahl y u. s. w. nach derselben Regel, 
nach w’elcher für die Primzahl a die Anzahl « gebildet wurde. 
Dann ist 

a^bPe^ . . . 

der gesuchte grösste gemeinschaftliche Divisor. Der Beweis für 
diese Regel leuchtet unmittelbar dadurch ein, dass der grösste 
gemeinschaftliche Divisor keine anderen Primfactoren enthalten 
kann, als solche, welche in jeder der gegebenen Zahlen enthalten 
sind, und dass er keinen Primiactor öfter enthalten kann, als irgend 
eine der gegebenen Zahlen. 

Aehnlich gestaltet sich die Lösung der anderen Aufgabe, das 
kleinste gemeinschaftliche Multiplum einer Reihe von gegebenen 
Zahlen zu bilden (§. 7). Jetzt betrachte man jede Primzahl, die 
in irgend einer der gegebenen Zahlen als Factor enthalten ist, und 
sehe*nach, in welcher sie am häufigsten vorkommt; ebenso oft 
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nehme man sie als Factor in das kleinste gemeinschaftliche Multi- 
plum auf; sind aber a, b, c . . . die sämmtlichen Primzahlen, welche 
in den einzelnen Zerlegungen der gegebenen Zahlen Vorkommen, 
so erhält man nach dieser Regel das gesuchte kleinste gemein- 
schaftliche Multiplum in der Form 

a"'l?'cy . . ., 

wo z. B. der Exponent «' dadurch bestimmt ist, dass die Primzahl 
a in mindestens einer der gegebenen Zahlen genau «' mal, in allen 
übrigen aber nicht öfter als Factor enthalten ist. Der Beweis liegt 
hier darin, dass die gesuchte Zahl jeden Prim factor enthalten muss, 
der in einer der gegebenen Zahlen enthalten ist, und zwar minde- 
stens ebenso oft, als diese. 

Endlich können wnr aus den vorhergehenden Principien noch 
ein Kriterium ableiten, nach welchem zu erkennen ist, ob eine Zahl 
m — a^‘bPc'' . . . 

eine genaue rte Potenz einer ganzen Zahl k ist. Dazu ist offenbar 
erforderlich und hinreichend, dass alle Exponenten durch 

r theilbar sind, wie man sogleich aus der Annahme 

m = kr 

erkennt. 


§• 11 . 

Wir gehen nun zu einer Untersuchung über, welche an sich 
schon interessant und ausserdem für die Folge von der grössten 
Wichtigkeit ist. Denken wir uns einmal alle ganzen Zahlen 

1 , 2 , 3 , 4 ... »» 

bis zu einer beliebigen letzten tn aufgeschrieben, und zählen wir 
ab, wie viele von ihnen relative Primzahlen gegen die letzte m 
sind. Diese Anzahl bezeichnet man in der Zahlentheorie durch- 
gängig mit wo der Buchstabe tp die Rolle eines Functions- ^ 

Zeichens spielt*). Da die Einheit relative Primzahl gegen sich , 
selbst ist, so folgt zunächst — 

durch wirkliches Abzählen findet man ferner 


t *) Gauss: Disquisitiones Ärithmeticae art. 38. 


2 * 
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g>(2) = 1, qp(3) = 2, qo(4) = 2, 9>(5) = 4 

u. 8. w. Allein es kommt daraiif au, einen allgemeinen Ausdruck 
für die Function gp (?n) zu linden, und wir werden sehen, dass man 
zu diesem Zweck nur die sämmtlichen von einander verschiedenen 
rrimzahlcn «, b, c ... zu kennen braucht, welche in m aufgehen. 
Unsere Aufgabe ist nämlich identisch mit dieser: die Anzahl der 
obigen Zahlen zu bestimmen, welche durch keine dieser Primzahlen 
(i, b, c . . . theilbar sind; und diese ist wieder nur ein specieller 
Fall der folgenden: 

Wenn a, b, c . . . relative Primzahlen sind und sämmtlich in 
einer Zahl m aufgehen, so soll die Anzahl deijenigen der Zahlen 

1, 2, 3 . . . 7>i (Äl) 

bestimmt werden, welche durch keine der Zahlen a, b, c . . . theil- 
bar sind. 

Es zeigt sich nun, wie es häufig geschieht, dass die allgemei- 
nere Aufgabe leichter zu lösen ist, als der direct angegriflene spe- 
cielle Fall. Zu diesem Zweck scheiden wir zunächst aus dem 
Zahlencomplex (M) alle diejenigen aus, welche durch die Zahl a 
theilbar sind; es sind dies offenbar die Zahlen 

a, 2a, 3« . . . —a; 

die Anzahl derselben ist m : a; es bleiben daher, nachdem die- 
selben aus dem Complex (M) ausgeschieden sind, nur 

Zahlen übrig, welche nicht durch a theilbar sind, und deren Com- 
plex wir mit (A) bezeichnen wollen. 

Aus diesem Complex (A) sind nun zunächst alle durch iitheil- 
baren Zahlen auszuscheiden; es sind dies offenbar alle diejenigen 
Zahlen des Complexes (M), welche der doppelten Forderung ge- 
nügen, ei-stens dass sie nicht durch a, zweitens dass sie durch b 
theilbar sind. Alle Zahlen nun, welche der zweiten Forderung 
genügen, sind die folgenden 

b, 2b, U,... jb; 

damit aber eine dieser Zahlen, z. B. rb, auch der ersten Forderung 
genüge, ist erforderlich und hinreichend, dass der Coefticient r 
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nicht durch u tlieilljar sei; denn da der Annahme nach a und b 
relative Primzahlen sind, so ist rh tlicilhar oder nicht theilbar 
durch a, je nachdem r durch a theilbar ist odei' nicht (§. 5, 2.). 
Die Anzahl der noch aus dem Complex (A) auszuscheidenden 
Zahlen stimmt daher überein mit der Anzahl derjenigen der Zahlen 


welche nicht durch a theilhar sind. Da nun m durch n und b, 
folglich auch durch ab theilbar ist, so ist die letzte dieser Zahlen 
m : b theilbar durch «; unsere Frage ist also dieselbe für die Zahl 
7H : b wie diejenige, welche wir durch den ersten Schritt für die Zahl 
m gelöst und durch die Formel (1) beantwortet haben. Die An- 
zahl der aus (A) auszuscheidendeu Zahlen ist daher gleich 



und wir erhalten 

= ('-i) 

als Anzahl derjenigen im Complex (A) enthaltenen Zahlen, welche 
nicht durch b theilhar sind, oder, was dasselbe ist, als Anzahl der- 
jenigen in (31) enthaltenen Zahlen, welche weder durch a noch 
durch b theilbar sind. 

Bezeichnen wir den Complex dieser Zahlen mit (H), so kann 
man in derselben Weise fortfahren und gelangt so durch Induction 
zu dem Resultat, dass die Anzahl derjenigen in (31) enthaltenen 
Zahlen (7 l), welche durch keine der Zahlen a,b,c... k theilbar 
sind, gleich 

ist. Um die Allgemeingültigkeit dieses Gesetzes nachzuweisen, 
nehmen wir an, dass die Richtigkeit desselben für die Zahlen 
a, b, c . . . k schon bewiesen sei, und untersuchen, was geschieht, 
wenn zu denselben noch eine andere! hinzukomint, wobei natürlich 
wieder vorausgesetzt wird, erstens dass l in tn aufgeht, zweitens 
dass l relative Primzahl gegen jede der vorhergehenden Zahlen 
a, b, c . . . k ist. 

Um die Anzahl aller in (31) enthaltenen Zahlen zu bestimmen, 
welche durch keine der Zahlen a, b, c . . . k, I theilbar sind, haben 
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wir aus dem Complex (K) derjenigen Zahlen, welche durch keine 
der Zahlen a, b, c . . . k theilhar sind, und deren Anzahl durch 
die Formel (3) gegeben ist, nur noch die auszuscheiden, welche 
durch l theilhar sind; es sind dies alle diejenigen in (M) enthal- 
tenen Zahlen, welche erstens nicht theilhar durch a, b, c . . . k, 
zweitens theilhar durch l sind. Alle durch l theilbaren Zahlen 
des Complexes (31) sind diese 

1,21,31 . 

und damit irgend eine derselben, z. B. rl, durch keine der Zahlen 
a, b ... k theilhar sei, ist erforderlich und hinreichend, dass der 
Coefficient r dieselbe Eigenschaft habe. Die Anzahl der auszu- 
scheidenden Zahlen stimmt daher überein mit der Anzahl derje- 
nigen unter den Zahlen 


welche durch keine der Zahlen a, b ... k theilhar sind; diese ist 
aber nach der als richtig vorausgesetzten Formel (3) gleich 

nach Ausscheidung derselben aus dem Complex (K) bleiben daher 

Zahlen übrig, nämlich diejenigen , welche durch keine der Zahlen 
a, b, c ... k, l theilhar sind. 

Hiermit ist die Allgemeingültigkeit unseres Satzes bewiesen; 
kehren wir nun zu unserer ursprünglichen Aufgabe zurück, so er- 
halten wir das Resultat*): 


*) Euler-. Theoremata arithmetica nova methodo demonstrata, Comm. 
nov. Ac. Petrop. VIII. p. 74. Speculationes circa qua.idam insignes pro- 
prietates numcrorum, Acta Petrop. IV, 2. p. 18. — Eine höchst werthvolle 
Sammlung der arithmetischen Abhandlungen Euler’s ist von den Brüdern 
Fuss unter folgendem Titel herausgegeben: Leonhardi Euleri Commenta- 
tiones Ärithmeticae Collectae. Petropoli 1849. 2 tom. 
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Sind a, b . . . h,l die sämmtlichen von einander verschiedenen 
in m aufgehenden Primzahlen, so ist 

»<”) = ('-{) • • ■ (’-l) ('-!) 

die Anzahl edler derjenigen der Zahlen 

1, 2 . . . m, 

welche relative Primzahlen gegen die letzte m sind. 

Denn damit irgend eine Zahl relative Primzahl gegen m sei, 
ist erforderlich und hinreichend, dass sie durch keine der in m 
aufgehenden absoluten Primzahlen theilbar sei. 

Wir können dem gefundenen Ausdruck eine andere Form 
geben, indem wir m als Product von Primzahl-Potenzen darstellen; 
da a, b, c . . . die sämmtlichen von einander verschiedenen in m 
aufgehenden Primzahlen sind, so hat m die Form 
m = a'^bPe'^ . . ., 

und es wird 

q>(m) = (a — 1) o“—* . (b — 1) b?~^ . (c — 1) ... ’ 

Um unseru Satz an einem Beispiel zu prüfen, wählen wir 
m = 60; die sämmtlichen Zahlen, welche nicht grösser als 60 und 
relative Primzahlen gegen 60 sind, bilden die Reihe 

1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59, 
und ihre Anzahl ist = 16; in der That finden wir nach der obigen 
Formel, da 2, 3, 5 sämmtliche in 60 aufgehende Primzahlen sind, 

<p( 60 ) = 60 . I . I . -i = 16 . 


§. 12 . 

Aus der gefundenen Form der Function fp(m) geht auch noch 
folgender Satz hervor: Sind m und m' zwei relative Primzahlen, 
so ist 

(p(mm') = 9>(w) (»>'). 

Denn sind a, b, c . . . sämmtliche in m, und a', b', c' . . . sämmt- 
liche in m' aufgehende Primzahlen, so stimmt, da m und m' relative 
Primzahlen sind, keine Primzahl der einen Reihe mit einer der 
andern überein, d. h. alle Primzahlen 

a,b,c... a', V, c' . . . 

^ ^ \ ^ I 't- t* V ' w 

1 'I ö Ib 'H 19 bM 'V« 
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sind von einander verscbieden. Sie gehen ferner sämmtlich in 
dem Product mm' auf, und umgekehrt muss jede in mm' aufge- 
hende Primzahl, da sie in einem der beiden Factoren m, m' auf- 
gehen muss, mit einer dieser Primzahlen übereinstimmen. Also 
sind dies die sämmtlichen von einander verschiedenen in mm' 
aufgehenden Primzahlen; hieraus folgt 



Da nun andererseits 

= i)(i— 1 )... 

und 

ist, so ergiebt sich durch den unmittelbaren Anblick die Richtig- 
keit des zu beweisenden Satzes. 

So ist z. B. 

9(00) = 9(4 . 15) = 9(4)9(15) = 2 . 8 = 16. 
Uebrigens leuchtet ein, dass der soeben bewiesene Satz ohne Wei- 
teres auf ein Product aus beliehig vielen Zahlen m, m', m" . . . 
ausgedehnt werden kann, welche sämmtlich unter einander relative 
Primzahlen sind; denn es ist z. B. 

<p(pim'm") = 9(w) <p(m'm") — (p{m) <p(m') q>(m") 
und ähnlich für eine grössere Anzahl von Factoren. 


§. 13. 


Die Aufgabe, den Werth der Function 9 (m) zu bestimmen, 
ist eigentlich nur ein specieller Fall von der folgenden: 

Wenn ä irgend ein Divisor der Zahl m = nS ist, so soll die 
die Anzahl derjenigen der Zahlen 

1, 2, 3 . . . m 

bestimmt teerden, welche mit m den grössten gemeinschaßlichen Di- 
visor d haben. 

Wir können dieselbe sogleich auf den frühem speciellen Fall 
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zurückführen. Zunächst leuchtet nämlich ein, dass die Zahlen, um 
welche es sich handelt, unter den Vielfachen von ö, also unter den 
Zahlen 

8, 2d, 3 3, . . . nS 

zu suchen sind. Damit nun 6 der grösste gemeinschaftliche Divisor 
von m — nd und einer Zahl von der Form rd sei, ist erforderlich 
und hinreichend, dass der Coefficient r relative rrimzahl gegen 
n sei; die gesuchte Anzahl ist daher zugleich die Anzahl derjenigen 
der Zahlen 


1, 2, 3 . . . n, 


welche relative Primzahlen gegen die letzte n derselben sind; diese 
Anzahl ist folglich = cp (n). Offenbar geht diese allgemeinere 
Aufgabe wieder in die frühere über, wenn der Di\isor 3=1 ist. 

Aus der Lösung dieser Aufgabe lässt sich nun ein schöner 
Satz über die Function cp (m) ableiten , der in späteren Unter- 
suchungen eine grosse Rolle spielt. Schreiben ■wir einmal alle Di- 
visoren 


der Zahl 


3', 3", 3'" . . . 

m = «'3' = n"ö" = n"'ö"' = . . . 


auf, und theilen war alle tu Zahlen 
1, 2, 3 . . . m 

in ebenso viele Gruppen ein, als es Di^asoren 3 von m giebt, indem 
wir alle die Zahlen, welche mit m den grössten gemeinschaftlichen 
Divisor 3' haben, und deren Anzahl nach dem Vorliergehenden 
= <p(n') ist, in die erste Gruppe, ebenso alle die cp(n") Zahlen, 
welche mit m den grössten gemeinschaftlichen Divisor 3" haben, 
in die zweite Gruppe aufnehmen u. s. f. So leuchtet ein, dass jede 
der m Zahlen in eine, aber auch nur in eine solche Gruppe auf- 
genommen wird, und es muss daher das Aggregat der Zahlen 
cp(n'), <p(n"), cp(n"') . . . 

welche angeben, wie viele Zahlen der ersten, zweiten, dritten u. s. w. 
Gruppe augehören, mit der Anzahl m der sämmtlichen in diese 
Gnippen vertheilten Zahlen übereinstimmen. Da nun die Zahlen 
n\ n'" , . . die sämmtlichen Divisoren der Zahl m bilden, so er- 
halten wir folgenden Satz*): 


*) Oauss: D. A. art. 39. 
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Durchläuft n alle Divisoren einer Zahl m, so ist die ent- 
sprechende Summe 

2 (n) = m. 

Es wird gut sein, diesen Satz wieder an einem Beispiel zu 
prüfen. Nehmen wir «t = 60, so sind die Zahlen 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60 
die sämmtlichen Divisoren n von 60. Nun ist 

9>(1) =1, <p(2) =1, <P(3) =2, cp(4) =2, 

<)P(5) =4, <p(6) =2, 9(10) = 4, 9(12) =4, 

9 (15) = 8, 9 (20) = 8, 9 (30) = 8, 9 (60) = 16; 

uud die Summe aller dieser Zahlen ist in der That = 60. 


§• 14 . 

Der soeben gegebene Beweis dieses wichtigen Satzes über 
die Function 9 (m) ergab sich unmittelbar aus dem Begriff dieser 
Function ohne HüKe der vorher für dieselbe gefundenen Form 
und ohne alle Rechnung*); es wird aber gut sein, noch einen zwei- 
ten Beweis hinzuzufügen, weicher mehr rechnend zu Werke geht und 
die früher abgeleitete Form der Function und die daraus gezogenen 
Folgerungen voraussetzt. 

Jeder Divisor w der Zahl 

m = a"bßc '>' . . . 

hat die Form 

n = a«'bß'cy . . . 

wo wie früher a, b, c . . . von einander verschiedene Primzahlen 
bedeuten. Da also a’^^bß'^c^ ... unter einander relative Primzahlen 
sind, so ist 

9(w) = 9(a“') 9(6'*') 9(c^) • • • 

Um nun alle Divisoren n der Zahl m zu erhalten, muss man 


*) Dieser Satz charakterisirt umgekehrt die Function ip(m) vollständig, 
so dass aus ihm auch die (in §.11 gefundene) Form derselben abgeleitet 
werden kann; siehe die Supplemente VII, §. 138. 
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/ 


«' die Zahlen 0, 1, 2 . . r « 
ß' r, . 0, 1, 2 ... /3 

/ I. n 0, 1, 2 ... y 

u. s. w. 

durchlaufen lassen. Bildet man nun das Aggregat aller entsprechen- 
den Werthe 9 («), so leuchtet ein, dass dasselbe mit dem Product 
aus den folgenden Summen 

9> (1) + 9 («) + 9> ('«’)+ • • ■ +9>(a") 

9>(l)-l-9(6) -f 9 p(50 + • ■ ■ +(p(bß) 

9 (1) 4- 9p(c) -1- gj (c») -1- • . • -I- 9) (c^) 
u. s. w. 

übereinstimmt. Die erste dieser Summen ist aber gleich 

1 -t-(a — l)4-(a — 1) t»+ • • • +(« — 

= 1 — 1) = a«; 

ebenso ist bß die zweite, die dritte Summe u. s. f. Es ergiebt 
sich daher, dass das Aggregat 

2 <p(n) = a" . bß . . . . = m 

ist, was zu beweisen war. 

§• 15. 

Wir wenden uns nun noch zu einer Aufgabe, deren Lösung 
zu einem rein arithmetischen Beweise eines Satzes führt, welcher 
sonst gewöhnlich durch andere Betrachtungen erwiesen wird. Es 
handelt sich darum, wenn m eine beliebige ganze Zahl und p eine 
beliebige Primzahl ist, den Exponenten der höchsten Potenz von 
p zu bestimmen, welche in der Facultät 

»w.' = 1 . 2 . 3 . . . wi 

aufgeht. Bezeichnen wir mit m' die grösste in dem Bruch m : p 
enthaltene ganze Zahl, so sind unter den m Factoren von m! 
nur die folgenden m' durch p theilbar 

p, 2p, 3p . . . m'p; 

und da die übrigen Factoren bei unserer Frage keine Rolle spielen, 
so stimmt der gesuchte Exponent mit dem Exponenten der höch- 
sten Potenz von p überein, welche in dem Product 
1 . 2 . . . >w' . p”*' 


t 
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dieser Multipla von p aufgeht , und ist daher gleich der Summe 
aus tu' und dem Exponenten der höchsten Potenz von p, welche in 
der Facultät 

m'! =1.2...»»' 

aufgeht. Hieraus ergieht sich unmittelhar, dass der gesuchte Ex- 
ponent gleich 

m'-f 

ist, wo m", m!" . . . die grössten in den Brüchen m' : p, m" : p . . . 
enthaltenen ganzen Zahlen bedeuten. Oifenhar ist die Reihe der 
Zahlen wt', »»",«»"' . . . eine ahnehmonde und folglich eine endliche; 
der gesuchte Exponent wird = 0 sein, wenn p>m ist; denn dann 
ist schon m’ = 0. Es mag heiläufig noch bemerkt werden, dass 
die Zahlen m', >»", >»"' . . . auch die grössten resp. in den Brüchen 
m : p, m : p“-, m : p’ . . . enthaltenen ganzen Zahlen sind; ist näm- 
lich r die grösste in m : «, und s die grösste in r : & enthaltene 
ganze Zahl, so ist s auch stets die grösste in w : aö enthaltene 
ganze Zahl. 

Ist z. B. m =■ 60 und p = 7, so ist die grösste in 
60 

— enthaltene ganze Zahl m' = 8 

und die grösste in 

8 60 

— oder in ^ enthaltene ganze Zahl m" = 1 

und die grösste in 

1 60 

— oder in enthaltene ganze Zahl »«"' = 0; 

i 

also ist 

^8+1 _ 79 

die höchste Potenz von 7, welche in der Facultät CO.' aufgeht. 

Durch das so gewonnene Resultat sind wir in den Stand ge- 
setzt, folgenden Satz zu beweisen: Ist 

m = f y -\- h -{■ • • • , 

so ist 

m! 

f! (j! h! . . . 

eine ganze Zahl. 

Denn wenn p irgend eine im Nenner aufgehende Primzahl ist, 
und wenn wr eine der frühem analoge Bezeichnung beibehalten, 
so sind 
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/'+/"+/'"+ • • • 
!/ + <j" + y"'+ ■ • • 
h' + h" +- h'" d 

U. 8. W. 


die Exponenten der höchsten Potenzen von p, -welche resp. in //, 
in g!, in h! u. s. w. aufgehen, und folglich ist 

(f'+g’ + h'-\- ■ ■ ■) + (f'+9" + h"+ . • •) 

+(r+r+h"'+ ■•■)+••• 

der Exponent der höchsten Potenz von p, welche in dem ganzen 
Nenner aufgeht. Andererseits ist 


»»' + m" + m"' + . . . 

der Exponent der höchsten im Zähler aufgehenden Potenz von p ; 
es ist daher nur zu zeigen, dass die letztere Summe nicht kleiner 
ist als die erstere. Da nun 

= La £,!l + .. . 

p p p p 
ist, so leuchtet unmittelbar ein, dass 

m' ^ g' ■}- h' • 

sein muss; hieraus folgt aber wieder 

P 


also a fortiori 


— pp P 




u. 8. f., woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung erhellt. Da 
nun jede im- Nenner aufgehende Primzahl mindestens ebenso oft 
im Zähler aufgeht, so ist der Zähler theilbar durch den Nenner, 
der Bruch selbst also wirklich eine ganze Zahl. 

Hieraus folgt auch, dass jedes Product von m successiven 
ganzen Zahlen 

(« -f- 1) (a + 2) . . . (a-\-m — 1) (« -)- m) 
stets durch das Product der ersten m ganzen Zahlen 


m! = 1 . 2 . 3 . . . (»» — l)w 
theilbar ist; denn der Quotient 


ist gleich 


f« -h 1) (a-\-‘2) . . . — 1) (a-\-m) 

1 . 2 ... {m — 1 ) »» 

(« -p m) ! 
ul tn! 


und folglich eine ganze Zahl. 
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§• 16. 

Hiermit beschliessen ,wir die Reihe der Sätze über die Theil- 
barkeit der Zahlen; aber es ist wohl der Mühe werth, an dieser 
Stelle noch einen Rückblick auf den Entwicklungsgang dieser un- 
serer bisherigen Untersuchungen zu werfen. Da beobachten wir nun 
vor allen Dingen, dass das ganze Gebäude auf einem Fundament 
ruht, nämlich auf dem Algorithmus, welcher dazu dient, den gröss- 
ten gemeinschaftlichen Thciler zweier Zahlen aufzufinden. Dass 
alle nachfolgenden Sätze, wenn sie sich auch zum Thcil auf erst 
später eingeführte Begrifie , wie die der relativen und absoluten 
Primzahlen, beziehen, doch nur einfache Consequenzen aus dem 
Resultat jener ersten Untersuchung sind, ist so evident, dass man 
unmittelbar zu der Behauptung berechtigt wird : in jeder analogen 
Theorie, in welcher ein dem Algorithmus des grössten gemein- 
schaftlichen Divisors ähnlicher Algorithmus existirt, muss auch ein 
System von Folgerungen Statt finden, welches dem in unserer 
Theorie entwickelten ganz analog ist. In der That giebt es solche 
Theorieen; betrachtet man z. B. alle in der Form 

t uV — o 

enthaltenen Zahlen, in welcher a eine bestimmte positive , t und u 
dagegen unbestimmte reelle ganze Zahlen bedeuten, und nennt 
dieselben ganze complexe Zahlen oder kurz ganze Zahlen, so kann 
man den Begriff des Vielfachen so fassen, dass eine solche Zahl 
ein Vielfaches von einer zweiten heisst, wenn die erste ein Pro- 
duct aus der zweiten und irgend einer dritten solchen Zahl ist. 
Aber nur für gewisse besondere Werthe von a, z. B. für a = 1, 
lässt sich die Frage nach den gemeinschaftlichen Divisoren zweier 
Zahlen durch einen endlich abschliessenden Algorithmus beant- 
worten, der dem in unserer reellen Theorie ganz ähnlich ist; es 
findet daher in der Theorie der Zahlen von der Form t-\~uV — 1 
auch durchgängige Analogie' mit unserer Theorie der reellen Zahlen 
Statt Ganz anders verhält es sich, wen n z. B. a = 11 ist; in der 
Theorie der Zahlen von der Form — 11 findet unter andern 

der Satz nicht mehr Statt, dass eine Zahl nur auf eine einzige 
Weise als Product von nicht weiter zerlegbaren Zahlen dargestellt 
werden kann ; so z. B. lässt sich die Zahl 15 einmal als 3.5, ein 
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anderes Mal als (2-\-V — 11) (2 — V — 11) darstellen, obgleich 
jede der vier Zahlen 

3, 5, 2+^—1!, 2— V— 11 

nicht weiter in Factoren von der Form t -f «V — 11 zerlegbar ist. 
Der Grund dieser interessanten Erscheinung liegt allein darin, 
dass es bei den Zahlen dieser Form nicht mehr gelingt, einen 
nach einer endlichen Anzahl von Operationen abschliessenden Al- 
gorithmus zur Auffindung der gemeinschaftUchen Divisoren zweier 
Zahlen zu bilden*). 


*) Die Einführung der ganzen complexen Zahlen von der Form 
— 1 rührt von Gauss her; eine kurze Darstellung der Elemente 
dieser neuen Zahlentheorie findet man in seiner Abhandlung Theoria resi- 
duorum hiquadraticorum II, oder in einer Abhandlung von Dirichlet : 
Secherches sur les fortiies quadratiques ä coefßdents et ä indeterminies 
complexes (Crelle’s Journal XXIV). Das oben erwähnte abweichende Ver- 
halten anderer Zahlformen hat Kummer zur Einführung der idealen Zahlen 
veranlasst (Crelle’s Journal XXXV). 
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Von der Oongruenz der Zahlen. 


t 

§• 17 . 


Bedeutet k irgend eine positive ganze Zahl, so lässt sich jede 
beliebige ganze Zahl a stets und nur auf eine einzige Weise in die 
Form 

a = SÄ: d-r 

bringen, in welcher s ein^anze Zahl und r eine der k Zahlen 

0, 1, 2 ... (Ä; — 1) 

bedeutet. Denn lässt man zunächst s alle ganzen Zahlwerthe von 
— 00 bis -f 00 durchlaufen, so bilden die Zahlen sk die sämmtli- 
chen Multipla von /»:, und von einem solchen Multiplum sk bis 
zum nächst grossem (s -{- J ) /c excl. giebt es immer nur k Zahlen, 
nämlich 

s Ä:, sk 1 j sk -j~ 2 ...sä: -j~ (k — 1 ) j 

giebt man daher dem s alle denkbaren ganzen Zahlwerthe, und 
dem r jedesmal alle jene bestimmten k Werthe, so durchläuft der 
Ausdruck sÄ:-l-r wirklich alle ganzen Zahlwerthe a; dass ferner 
jede Zahl a auf diese Weise nur ein einziges Mal erzeugt wird, 
leuchtet auf folgende Weise ein. Wenn 

s'k-\-r* = sk-\- r 

ist, so folgt daraus 


r' — r = (s — s')k; 
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wenn nun / ebenfalls eine der h Zahlen 0, 1, 2 ... (fc — 1) ist, so 
ist der absolute Werth von / — r ehenfalls eine dieser Zahlen, 
also kleiner als h\ da aher / — r ein Multiplum von k ist, so 
kann / — r nur = 0 sein, woraus r' = r und s' = s folgt. 

Wir werden nun im Folgenden sagen, dass die Zald r der 
Rest der Zahl a in Bezug auf den Modulus k ist; sobald ferner 
zwei Zahlen a und b in Bezug auf denselhen Modulus k denselben 
Rest r lassen, sollen sie gleichrcstig oder (nach Gaitss) cotujruent 
in Bezug auf den Modulus k heissen; da in diesem Fall a = sk-\-r 
und b = s'fc + r ist, so folgt, dass die Differenz a — b — (s — s')k 
durch den Modulus k theilbar ist; und umgekelirt, ist a — b durch 
k theilbar, so sind die Zahlen a und b auch congruent in Bezug 
auf den Modul k\ denn ist r der Rest von a, F der von ft, also 
a = sk-\-r, b~s'k-\-r', 

so ist 

a — b = (s — s')Ä; + (r — r')\ 

da nun der Voraussetzung nacli a — b ein Multiplum von k ist, so 
muss auch / — r ein solches sein, was, wie wir vorher gesehen 
haben, nicht anders möglich ist, als wenn / = r ist Man könnte 
daher congruente Zahlen auch als solche definiren, deren Differenz 
durch den Modul theilhar ist. (Aus diesem Grunde hat man die 
Bedeutung des Wortes Rest in der Weise erweitert, dass jede von 
zwei einander nach dem Modul k congruenten Zahlen a und b ein 
Rest der andern heisst.) 

Da man sehr häufig die Congruenz zweier Zahlen a und b in 
Bezug auf eine dritte k als Modul auszudrücken hat, so ist von 
Gauss*) für dieselbe folgende Bezeichnung eingeführt: 
a = b (mod.Z;). 

So ist z. B. 

3 = — 25 (mod. 4), 65 = 16 (mod. 7). 

Da die beiden Zalilen a und b in dem Begriffe der Congruenz 
dieselbe Rolle spielen, so darf man oftenbar die zur Linken und 
Rechten des Zeichens = stehenden Zahlen mit einander vertauschen. 
Fernerleuchten aus dem Begriffe der Congruenz leicht die folgenden 
Sätze ein: 

1. Sind a und k zwei beliebige Zahlen, so ist stets 
a = a(mod.Ä). 


*) D. A. art. 2. 

Diriohlet, Z»tüeDtbeorie. 3 
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2. Ist in Bezug auf denselben Modulus Tc eine erste Zahl a 
einer zweiten diese wüeder einer di-itten c congruent, so ist auch 
die erste a der dritten c in Bezug auf h congruent; in Zeichen: ist 

a = b (mod.Ä-), b = c (mod.^;), 

so ist auch 

a = c (mod. it). 

Denn die Reste der drei Zahlen a, &, c sind einander gleich; oder 
auch, da a — b und b — c Multipla von h sind , so ist auch (a — b) 
-j- (6 — c) = a — c Multiplum von h. 

3. Ist 

a = b (mod. h) und m = n (mod. Je), 

so ist auch 

a + m = 6 + « (mod. Je) und a — m = b — n (mod. Je). 

Denn da a — b und m — n Multipla von Je sind, so sind auch 
(a — b) + (m — w) = (a + m) — (& + «) und (o — b) — (m — n) 
= (a — m) — (b — n) Multipla von Je. 

Dies lässt sich für eine beliebige Anzahl von Congruenzen 
erweitern, die sich auf denselben Modulus beziehen; man kann sie 
addiren und subtrahiren wie Gleichungen. 

4. Ist wieder 

a = b (mod. Je) und m = n (mod. Je), 

so ist auch 

am = bn (mod. ft). 

Denn da a — b ein Vielfaches von ist, so ist zunächst auch 
(a — b) m = am — bm ein solches, also 
am = bm (mod.fc); 

da ferner m — n ein Vielfaches von Je ist, so ist auch h{m — n) 
= hm — bn ein solches, also 

bm = bn (mod. fc); 

die beiden Zahlen am und bn sind daher derselben Zahl bm con- 
gruent, folglich sind sie auch unter einander congruent. 

Auch dieser Satz lässt sich dahin verallgemeinern, dass man 
eine ganze Reihe von Congruenzen, die sich auf denselben Modul 
beziehen, mit einander multipliciren kann wie Gleichungen; und 
hieraus folgt wieder, dass gleich hohe Potenzen zweier congruenten 
Zahlen wieder congruent sind in Bezug auf denselben Modulus. 

5. Die bisherigen Sätze kann man folgendermaassen zusam- 
menfassen. Ist f(x,y,e . . .) eine ganze rationale Function der 
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Unbestimmten x, y, z . . deren Coefficienten ganze Zahlen sind, 
und ist in Bezug axif einen und denselben Modulus k 

a = a',b = b',c = d...y 

so ist auch 

f(a,b,c . . .) =f(a',b',d . . .) (mod.fc). 

6. Etwas anders verhält es sich bei der Division. Ist nämlich 

am = bm (moi.k), ■i'-Vd 

so kann man hieraus im Allgemeinen nicht mit Sicherheit schliessen, 
dass auch a = b (mod.A) sein muss; bezeichnen wir mit S den 
grössten gemeinschaftlichen Divisor der beiden Zahlen m = m'S 
und k = kfö, 80 folgt aus der obigen Congruenz nur, dass 

a = b ^mod. 

sein muss. Denn da m(a — b) durch k, also m'(a — b) durch k' 
theilbar, und »»' relative Primzahl gegen k' ist, so muss (a — b) 
durch if theilbar sein. 

7. Ist 

a = b (mod. fc) 

und m irgend ein Divisor von ä, so ist auch 
a = b (mod.m). 

Denn a — b ist ein Multiplum von k, und k ein Multiplum von m\ 
also ist a — b auch ein Multiplum von m. 

8. Ist 

a = b (mod. k) und a = b (mod. l) und a = b (mod. »») u. s. w., 
so ist auch 

a = b (mod. 7»), 

wo h das kleinste gemeinschaftliche Multiplum von k,l,m... be- 
zeichnet. Denn a — b ist ein gemeinschaftliches Multiplum aller 
dieser Zahlen, also auch Multiplum von h. 

Hieraus folgt auch noch als ein besonders bemerkenswerther 
specieller Fall, dass, wenn eine Congruenz richtig ist in Bezug 
auf eine Reihe von Moduln, die sämmlich unter einander relative 
Primzahlen sind, dieselbe auch in Bezug auf einen Modul gilt, 
welcher das Product aus allen jenen Modidn ist. 

Wir bemerken schliesslich, dass auch negative Moduln k zu- 
gelassen werden; das Zeichen a = b (mod. 7;) bedeutet auch dann, 

3* 
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dass die Differenz a — h durch h theilbar ist; ofifenbar behalten die 
vorstehenden Sätze auch nach dieser Erweiterung ihre volle Gül- 
tigkeit 


§■ 18 . 

Da jede beliebige Zahl a ihrem Reste r in Bezug auf den 
(positiven) Modul Ti congruent ist, so ist jede Zahl a einer der 
h Zahlen 

0 , 1 , 2 . . . (&— 1 ) 

congruent; sie kann aber auch nur einer dieser Zahlen congruent 
sein, denn sonst müssten ja auch unter diesen h Resten minde- 
stens zwei einander congruent sein, was ofienbar nicht der Fall 
ist. Theilen wir daher sämmtliche Zahlen in Classen ein nach 
dem Princip, dass wir jedesmal zwei Zahlen in dieselbe oder in 
verschiedene Classen werfen, je nachdem sie in Bezug auf den 
Modulus k congruent sind oder nicht, so ist die Anzahl dieser 
Classen offenbar = k\ die eine enthält sämmtliche Zahlen, welche 
= 0 (mod. Ä'), d. h. durch k theilbar sind; die folgende Classe ent- 
hält alle Zahlen, welche = 1 (mod. k) sind, u. s. f. 

Greift man nun aus jeder dieser Classen nach Belieben ein 
Individuum heraus, so hat das so gebildete System von k Zahlen 
die charakteristische Eigenschaft, dass jede beliebige ganze Zahl 
stets einer und auch nur einer von diesen k Zahlen congruent ist; 
ein solches System, wie es z. B. auch die Zahlen 
0 , 1 , 2 . . . — 1 ) 

bilden, nennt man ein vollständiges System nicht congruenter (oder 
incongruenter) ZaMen oder ein vollständiges Restsystem in Bezug 
auf den Modul k\ offenbar bilden auch die Zahlen 

1, 2, 3 ... fc 

und ebenso je fc successive ganze Zahlen ein solches System. 

Alle Zahlen, welche einer und derselben Classe angehören, 
haben nun mehrere allen gemeinschaftliche Eigenschaften, so dass 
sie in Bezug auf den Modul fast die Rolle einer einzigen Zahl 
spielen. Wir haben schon früher gesehen, dass jede Zahl, welche 
in einer Congruenz als Summand oder als Factor auftritt, unbe- 
schadet der Richtigkeit der Congruenz durch jede andere ihr con- 
gruente, d. h. derselben Classe angehörige Zahl ersetzt werden 
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darf. Ein anderes Element, welches allen in einer Classe enthal- 
tenen Individuen gemeinschaftlich ist, bildet der grösste Divisoi’, 
den sie mit dem Modul k gemeinschaftlich haben; denn sind a 
und b zwei congruente Zahlen, so ist 

u = h -|- s k^ 

und folglich ist jeder gemeinschaftliche Divisor von a und k auch 
gemeinschaftlicher Divisor von b und k. Man kann daher nach 
diesem grössten gemeinschaftlichen Divisor die Classen wieder in 
Gruppen eintheilen, und da die Zahlen 
1, 2 ... Ä 

ein vollständiges System incongruenter Zahlen bilden, so ist (nach 
§.13), wenn 8 irgend einen Divisor von k=nd bezeichnet, fp{n) die 
Anzahl derjenigen Classen, welche solche Zahlen enthalten, die d 
zum grössten gemeinschaftlichen Divisor mit dem Modul k haben. 
Speciell ist also (p(k) die Anzahl derjenigen Classen, welche nur 
Zahlen enthalten, die relative Primzahlen gegen den Modulus k sind. 

Von besonderer Wichtigkeit für spätere Untersuchungen ist 
auch noch folgender Satz: 

Ist a relative Primzahl gegen den Modulus k, und setzt man in 
dem linearen Ausdruck ax-\-b für x der Reihe nach alle k Glieder 
eines vollständigen Systems incongruenter Zahlen ein, so bilden die 
so entstehenden Werthe dieses Ausdrucks wieder ein vollständiges 
System incongruenter Zahlen. 

Da nämlich aus 

aa;-t-ö hh ay-\-b (mod. k) 

auch 

ax = (mod. ft) 

und, da a relative Primzahl gegen k ist, nach §. 17, 6. auch 
X = y (mod. ft) 

folgt, so ergiebt sich, dass alle Werthe des Ausdrucks ax^-b, 
welche incongruenten Werthen von x entsprechen, ebenfalls incon- 
gruent sind; setzt man daher für x alle ft incongruenten Zahlen 
ein, so erhält der Ausdruck ax-Pft auch ft incongruente Werthe, 
welche, da es überhaupt nur ft Classen giebt, ein vollständiges Sy- 
stem incongruenter Zahlen bilden. 
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§• 19- 


Betrachten wir jetzt den Ausdruck ax, in welchem a wieder 
relative Primzahl gegen den Modul fc ist, und setzen wür wieder 
für X der Reihe nach die Glieder eines vollständigen Systems in- 
congruenter Zahlen ein, aber nicht alle, sondern nur diejenigen 

tti, Oj, «3 . . . , 

welche relative Primzahlen gegen den Modul h sind, und deren 
Anzahl nach dem vorigen Paragraphen gleich q>(k) ist, so leuchtet 
erstens ein, dass die Werthe des Ausdrucks ax, d. h. die Producte 
a«!, auj, aa-j . . . 

sämmtlich incongruent sind, ferner, dass dieselben sämmtlich wieder 
relative Primzahlen gegen k sind; es wird daher jedes dieser Pro- 
ducte einem und nur einem Gliede der Reihe 


«1, «i, «3 • ■ . 

congrueut sein. Wir können daher setzen 
nui = \ 

auj = 62 Hmod.Ä-), 

aos = ba I 

u. s. w. 

wo nun die Zahlen 

bl, bi, 63 . . . 

vollständig, wenn auch in anderer Ordnung, mit den Zahlen 

Öl, Ö3 . . . 

übereinstimmen, so dass namentlich 

aiOiOa . . . ^bibih-a . . . 

sein wird. Bezeichnen wir zur Abkürzung dieses Product mit P, 
und multipliciren wir die vorstehenden <p{k) Congruenzen mit ein- 
ander, so erhalten wir daher 

. P = P (mod. k). 

Nun ist aber P ein Product von lauter Zahlen, die relative Prim- 
zahlen gegen den Modul sind, also selbst relative Primzahl gegen 
den Modul k\ es ist daher nach §. 17, 6. gestattet, die vorstehende 
Congruenz durch den gemeinschaftlichen Factor P beider Seiten 
ohne Weiteres zu dividiren. Auf diese Weise erhalten wir die 
Congruenz 
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a9o(*) = 1 (mod. Ä); 
in Worten kann man diesen höchst wichtigen Satz folgendennaassen 
ausspreclien: 

Ist a relative Primzahl gegen die positive Zahl k, und erhebt 
man a zu einer Potenz, deren Exponent g> (k) angiebt, wie viele der 
Zahlen 

1, 2, 3 . . . jfc 

relative Primzahlen gegen k sind, so lässt diese Potenz, durch k di- 
vidirt, stets den Best 1. 

Nehmen wir z. B. = 15, a = 2, so ist a wirklich relative 
Primzahl gegen 7c; nun ist <p(k) = q> (15) = (p (3) 9>(5) = 8; es 
muss daher 2®, durch 15 dividirt, den Rest 1 lassen; in derXhatist 
2» = 256 = 17 . 15 + 1. 

Es kann übrigens verkommen, dass auch Potenzen von a mit 
niedrigerm Exponenten als cp (k) denselben Rest 1 geben. Dies tritt 
wirklich in dem eben gewählten Beispiel ein, denn es ist auch 
2* = 16 = 1 . 15 4- 1. 

Specialisiren wir unsern Satz für den Fall, dass k nur dui-ch 
eine einzige Primzahl p theilbar, also 

k = p”, q>(k) = (p — l)^)"“’ 
ist, so erhalten wir den Satz: 

Ist p eine Primzahl und a irgend eine durch p nicht theilbare 
Zahl, so ist 

= 1 (mod.j)"). 

Nehmen wir ferner hierin jr = 1 , so erhalten wir einen be- 
rühmten Satz, der zuerst von Fermat aufgestellt ist und daher der 
Fermat’sche Satz heisst: 

Ist p eine Primzahl und a irgend eine durch p nicht theilbare 
Zahl; so ist 

af-^ = 1 (mod.jp). 

Man kann diesen Satz so umformen, dass er auch für den 
FaU gültig bleibt, wenn a durch p theilbar ist; zu diesem Zweck 
braucht man nur die vorstehende Congruenz mit a zu multipli- 
ciren, wodurch sie in die folgende ^ 

ar = a (mod.jp) S ^ 

übergeht. Ist nämlich a theilbar durch p, so ‘sind beide Seiten 
dieser Congruenz = 0 (mod. p), also ist sie auch dann noch richtig. 
Umgekehrt kann man aus dieser Form des Satzes auch wieder die 
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frühere ableiten; denn sobald n nicht tbeilbar durch also rela- 
tive Piümzahl gegen p ist, darf man beide Seiten dieser Congruenz 
auch wieder durch a dividiren, ohne den Modul zu ändern. 

Kehren wir zu dem allgemeinen Satz zurück, der zuerst von 
Euler*) bewiesen ist und den Namen des verallgemeinerten Fer- 
mat’schen Satzes führt, so können wir denselben auch in folgender 
Weise aussprechen: Sind p, r, s . . . von einander verschiedene ab- 
solute Primzahlen, und ist a durch keine dieser Primzahlen theil- 
bar, so ist stets 

«(p— . (•— . . . = 1 (mod-p^rPs*^ . . .), 

wo 31, Q, a .. . irgend welche ganze positive Zahlen bedeuten. 

§• 20 . 

Es ist wohl nicht überflüssig, dem vorhergehenden Beweise 
dieses wichtigen Satzes einen zweiten hinzuzufügen, der gradatim 
zu Werke geht und sich zunächst auf den binomischen Satz stützt. 
Ist p irgend eine ganze positive Zahl, so ist zufolge dieses Satzes 
bekanntlich 

(«+i)P = 

«p -b -F • • • H — -f • • • +6 p; 

1 r/(p — r)i 

hierin sind (nach §. 15) alle Coefflcienten ganze Zahlen. Ist aber 
p eine Primzahl, so können \NÜr hinzufügen, dass alle Coefflcienten 
mit Ausnahme des ersten und letzten, welche = 1 sind, durch p 
tbeilbar sind; denn der Zähler des Bruches 

p! 

r!{p — r)! ' 

in welchem r eine der Zahlen 1, 2, 3 ... (p — 1) bedeutet, enthält 
den Factor p, der Nenner dagegen nicht; der Bruch ist also von der 
Form pm : n, wo n nicht tbeilbar durch p, also auch relative Primzahl 
gegen p ist; da wir aber ferner wissen, dass dieser Bruch eine ganze 
Zahl, dass also pm durch n tbeilbar ist, so muss m durch n theil- 
bar sein; der Bruch hat daher die Form ps, wo der zweite Factor 
s eine ganze Zahl ist; und folglich ist jeder dieser (p — 1) Coeffi- 
cienten = 0 (mod.p). Sind daher a und b irgend welche ganze 
Zahlen, so erhalten wir die folgende Congruenz 
(a-)-b)i‘ = aP-f-Jp (mod.p), 

*) Tkeoremata arithüt. nova meth. demonstr., Comm. nov. Ac. Petrop. 
VIII. p. 74. 
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wobei also vorausgesetzt ist, dass p eine Primzahl ist. OlFenbar 
folgt hieraus weiter 

(a + 6 -f- c)’’ = (a + -P c? = af -j- -P ce (mod. p) 
und allgemein für eine beliebige Reihe von n ganzen Zahlen a, 
h ...h: 

(a + i + • • • -|- Ä)p = «p Jr + • • ■ + ÄP (mod.p). 

Setzen wir liierin a=l, J=:1...7t=l, so erhalten wir für 
* jede beliebige positive ganze Zahl « den Satz: 
nP — n (mod.p). 

Da ferner für jede ungerade Primzahl ( — 1)p = — 1, und für die 
einzige gerade Primzahl p = 2 ebenfalls ( — 1)p = 1= — 1 (mod. p) 
ist, so erhalten wir durch Multiplication der vorstehenden Cou- 
gruenz mit der andern 

( — 1)P = — 1 (mod.p) 

die neue 

( — «)P = — n (mod.p). 

Also ist der Fermat’sche Satz 

aP = « (mod.p) 

für jede positive und negative Zahl a bewiesen, während er für 
a = 0 unmittelbar evident ist. Wenn nun a nicht durch p theil- 
bar ist, was wir von jetzt annelunen wollen, so folgt hieraus , dass 
aP— 1=1 (mod.p), d. h. 1+Ap 

ist, wo h eine ganze Zahl bedeutet. Erheben wir diese Gleichung 
zur pten Potenz und entwickeln die rechte Seite wieder nach dem 
binomischen Satze, so zeigt sicli, dass alle Glieder mit Ausnahme 
des ersten Multipla von p* sind ; wir erhalten daher 
«(p-i)p = 1 h'pt oder a<p— = 1 (mod.p*), 
wo wieder h' eine ganze Zahl bedeutet. So kann man fortfahren, 
indem man jedesmal wieder zur pten Potenz erhebt, und gelangt 
auf diese Weise zu der Congruenz 

1 (mod.p"), 

deren Allgemeingültigkeit sieb in derselben Weise durch den Schluss 
von n auf w -f- 1 naclnveisen lässt. 

Sind nun r, s . . . ebenfalls Primzahlen, welche nicht in a auf- 
gehen, BO ist nach demselben Satze 

ß(r-i)r(?— * = i (tnod. re), = 1 (mod. s®) . . . 

Setzen wir ferner zur Abkürzung 
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h = (p — . (r — 1) . (s — 1) . . . 

und berücksichtigen wir, dass aus jeder Congruenz von der Form 
a" = 1 (mod.m) 

auch die Congruenz 

a* = 1 (mod. m) 

folgt, sobald h ein Multiplum von u ist, so ergiebt sich, dass die 
Congruenz 

a* = 1 

für jeden der Moduln j)", re, s<^ . . . und folglich, da dieselben re- ’ 
lative Primzahlen sind, auch für den Modul 
k — p" re s” .. . 

gilt. Hiermit ist also von Neuem der verallgemeinerte Fermat’sche 
Satz erwiesen. 


§. 21 . 

Es kommt häufig vor, dass eine oder beide Seiten einer Con- 
gruenz eine oder mehrere unbestimmte Zahlen x,y... enthalten, 
und es wird dann die Aufgabe gestellt, alle ganzzahligen Werthe 
von X, y . . . za suchen, durch welche die beiden Seiten der Con- 
gruenz wirklich einander congruent werden. Je nach der Anzahl 
der Unbestimmten x, y . . . heisst dann eine solche Congruenz eine 
Congruenz mit einer, zwei oder mehreren Unbekannten, ähnlich wie 
dies bei Gleichungen zu geschehen pflegt. Auch hier nennt man 
dann solche specielle Werthe von x, y . . ., welche die Congruenz 
zu einer identischen machen, Wurzeln der Congruenz, und das 
Problem der Auflösung einer Congruenz besteht in der Auffindung 
ihrer sämmtlichen Wurzeln. Wir werden im Folgenden nur solche 
Congruenzen betrachten , welche eine einzige Unbekannte x ent- 
halten und ausserdem sich auf die Form 

-\-bx”'~^ -f- • • • + -j-Ä = 0 (mod.fc) 
bringen lassen, worin m eine positive ganze Zahl und a,b ... g,h 
ebenfalls gegebene ganze Zahlen bedeuten. Jeder Werth von x, 
/der, in die linke Seite eingesetzt, dieselbe durch den Modul k theil- 
bar macht, heisst also eine Wurzel dieser Congruenz. Kennt man 
irgend eine solche Wurzel x, so sind offenbar nach §. 17, 5. alle 
ihr nach dem Modul k c.ongruenten Zahlen, d. h. alle Individuen 
der Classe, welcher diese Zahl x angehört, ebenfalls Wurzeln der- 
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selben Congruenz; man sieht alle solche einander congruenten 
Wurzeln daher nur wie eine einzige Wurzel an, und das Problem 
der vollständigen Auflösung der Congruenz kommt daher darauf 
zurück, alle unter einander incongruenten Wurzeln derselben auf- 
zufinden. 

Ferner leuchtet ein, dass jede Wurzel der obigen Congruenz, 
sobald 

a = a', b = V . . . g = ^, h = h' (mod. k) 
ist, auch eine Wurzel der Congruenz 

a'x”‘ -F b'x”*-^ + • • • + </x-\- h' = 0 (mod.fe) 
sein wird, und umgekehrt. Beide Congruenzen sind daher auch 
nur wie eiue und dieselbe anzusehen; denn beide stellen an die Un- 
bekannte X genau dieselbe Forderung. Hieraus erhellt unmittel- 
bar, dass man aus jeder Congruenz von der obigen Form ohne ' 
Weiteres alle diejenigen Glieder fortstreichen darf, deren Coeffi- 
cienten durch den Modul theilbar sind; der Exponent der höchsten 
Potenz von x, welche nach dieser vorläufigen Ausscheidung zurück- 
bleibt, heisst dann der Grad dieser Congruenz; ist z. B. in der 
obigen Congruenz der erste Coefficient a nicht durch den Modul k 
theilbar, so heisst dieselbe eine Congnienz »iten Grades. 

Wenden wir diese Benennungen z. B. auf die Congruenz 
= 1 (mod.Ä) 

an, so müssen wir sagen, dass dieselbe genau ebenso viele (incon- 
gruente) Wurzeln besitzt, als ihr Grad g>(k) Einheiten enthält; 
denn erstens genügen alle relativen Primzahlen gegen den Modul 
der Congruenz, und diese zerfallen in q>{k) Classen; und zweitens 
kann die Congruenz keine andern Wurzeln haben als diese; denn 
der grösste gemeinschaftliche Divisor 6 einer W'urzel x und des 
Modul k ist auch gemeinschaftlicher Divisor der Zahlen und 
k, folglich auch (§. 18) der Zahlen 1 und k] folglich kann d nur 
= 1 sein. / 

§. 22 . 

Wir wenden uns nun nach den vorhergehenden allgemeinen 
Erörterungen zu dem einfachsten speciellen Fall, nämlich zu der 
Congruenz ersten Grades, welcher man ofifenbar durch Trans- 
position des bekannten Gliedes stets die Form 
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aa; = 6 (mod. Ä) (1) 

geben kann. Betrachten wir auch hier zunächst nur den speciellen 
Fall, in welchem der Coefficient a relative Primzahl gegen den 
Modul k ist, so ergiebt sich unmittelbar, dass diese Congruenz stets 
eine, aber auch nur eine Wurzel hat. Denn wir haben früher 
(§. 18) gesehen, dass die Werthe des Ausdrucks ax, welche man 
erhält, wenn man für x sämmtliche k Individuen eines vollständi- 
gen Systems incongruenter Zahlen einsetzt, wieder ein solches 
System bilden; unter den Werthen dieses Ausdrucks wird sich 
daher auch einer und nur einer finden, welcher derselben Classe 
angehört wie 6, d. h. welcher = b ist. Der verallgemeinerte Fer- 
mat’sche Satz giebt nun auch ein Mittel an die Hand, die Wurzel 
dieser Congruenz nnmittelbar zu bestimmen; offenbar genügt jede 
Zahl 


X = b . (mod.fc) 

der obigen Congruenz. So findet man z. B., dass alle Wurzeln der 
Congruenz 

2x = — 3 (mod. 15) 

durch die Formel 

jc = — 3 . 2^ = 6 (mod. 15) 

gegeben werden. 

Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu und nehmen 
wir an, es sei d der grösste gemeinschaftliche Divisor des Coeffi- 
cienten a und des Modul k , so leuchtet zunächst ein , dass , wenn 
die Congruenz überhaupt eine Wurzel x besitzt, auch b durch d 
theilbar sein muss; denn da. ax mit dem Modul k den gemein- 
schaftlichen Divisor d hat, so muss auch b = ax durch ö theilbar 
sein. Dies ist also eine unerlässliche Bedingung für die Möglich- 
keit der Congruenz; dass sie auch hinreichend für dieselbe ist, 
wird sich sogleich zeigen. 

Gesetzt nun, es sei x eine Wurzel der Congruenz, also 
ax = b-\-mk, 

wo m irgend eine ganze Zahl, so folgt hieraus, wenn a = a' 5, 
b = b'd, k = k'd gesetzt T\ürd, a'x = b' -\-rnk'., d. h. jede Wurzel 
der ursprünglichen Congruenz ist auch Wurzel der Congruenz 

a'x = V (mod. k') (2) 

und umgekehrt überzeugt man sich sogleich, dass jede Wurzel 
dieser letztem Congruenz auch eine Wurzel der erstem sein wird. 
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Die beiden Congruenzen (1) und (2) stimmen daher hinsichtlich 
ihrer Wurzeln vollständig mit einander überein; da nun in der 
letztem der Coefficient «' relative Primzahl gegen den Modul fc' 
ist, so haben wir wieder denfrüliern Fall: diese Congruenz ist stets 
lösbar , und alle ihr genügenden Zahlen bilden in Bezug auf ihren 
Modul nur eine einzige Classe, in der Weise, dass, wenn u eine 
bestimmte derselben ist, alle andern in der Form 

X = (3) 

enthalten sind, wo e jede beliebige ganze Zahl bedeutet. Da nun 
alle diese Zahlen auch die sämmtlichen Wurzeln der Congruenz 
(1) bilden, so fragt es sich nur noch, wie viele in Bezug auf den 
Modul Je incongruente Zahlen unter ihnen sich vorfinden. Irgend 
zwei in der Reihe (3) enthaltene Zahlen « -|- zlif und « + z'Jc' werden 
offenbar stets und auch nur dann congruent in Bezug auf den Mo- 
dulus Je sein, sobald (g' — e) Je' durch Je = Je'd, und also e' — e durch 
d theilbar ist; diese beiden Zahlen werden also einer und derselben 
Classe, oder verschiedenen Classeü in Bezug auf den Modul Je an- 
gehören, je nachdem die beiden Zahlen e und 2 ' einer und derselben 
Classe, oder verscliiedenen Classen in Bezug auf den Modulus d ^ 

angehören; woraus unmittelbar folgt, dass die Reihe (3) sämmtliche 
Individuen von ö verschiedenen Classen in Bezug auf den Modul Je 
enthält, und es leuchtet ein, dass die folgenden S Zahlen 
«, a -f A:', « + 2 Ä/ . . . « -F (5 — l)Jc' 
aus jeder dieser 6 Classen einen Repräsentanten enthalten. Wir 
haben mitbin folgendes allgemeine Resultat gewonnen: 

Damit die Congruenz 

ax = J) (mod.A) 

überhaupt Wurzeln besitze, ist erforderlich, dass i durch den grössten 
gemeinschaftlichen Divisor 8 der beiden Zahlen a und Je theilbar 
sei] ist diese Bedingung erfüllt, so hat die Congruenz genau 8 in- 
congruente Wurzeln. 

Es ist zu bemerken, dass in dem früher behandelten Fall, in 
welchem d = 1 ist, die erforderliche Bedingung stets erfüllt ist, 
ferner, dass dieser Satz auch noch für den Fall 8 = Je, in welchem 
also a = 0 (mod. A:) ist, seine Gültigkeit behält, indem, sobald b 
ebenfalls = 0 (mod.A:) ist, jede beliebige Zahl x dieser identischen 
Congruenz Genüge leistet. 

Um auch ein Beispiel für den allgemeinen Fall zu behandeln, 
nehmen wir die Congruenz 


Digiiized by Google 


4G 


Zweiter Abschnitt. 


8a; = — 12 (mod. 60); 

der grösste gemeinschaftliche Divisor des Coefficienten 8 und des 
Modul 60 ist hier = 4; da die rechte Seite — 12 durch denselben 
theilbar ist, so ist sie möglich und wird 4 nach dem Modul 60 in- 
congruente Wurzeln haben. Wir finden dieselben, indem wir zu- 
nächst die Wurzeln der entsprechenden Congruenz 

2 a; = — 3 (mod. 15) 

suchen; wir haben oben gesehen, dass dieselben in der Form 

X = 6 (mod. 15) 

enthalten sind, und schliessen daraus, dass 

a; = 6, = 21, = 36, = 51 (mod. 60) 
die vier Wurzeln der ursprünglichen Congruenz sind. 


§. 23. 

Obgleich im Vorhergehenden das Problem, zu entscheiden, ob 
eine vorgelegte Congruenz ersten Grades Wurzeln hat oder nicht, 
und im erstem Fall dieselben aufzufinden, eine vollständige Lösung 
gefunden hat, so ist dieselbe, sobald der Modul k eine grosse Zahl 
ist, wegen der erforderlichen Potenzirung für prakftsche Zwecke 
nicht wohl anwendbar; wir wollen daher im Folgenden eine ein- 
fachere Methode angeben. Offenbar können wir uns auf den Fall 
beschränken, in welchem der Coefficient der Unbekannten relative 
Primzahl gegen den Modul ist; ausserdem können wir annehmen, 
dass die rechte Seite == 1 ist; denn um aus der Wurzel einer' 
solchen Congruenz diejenige einer andern zu finden, in welcher die 
rechte Seite eine andere Zahl ist, genügt es offenbar, dieselbe mit 
dieser Zahl zu multipliciren. Nennen wir der Bequemlichkeit 
halber den Modul nicht k^ sondern &, so reducirt sich also unsere 
Aufgabe auf die Auflösung der Congruenz 

ax — 1 (mod. h) 

oder, was dasselbe ist, auf die Auflösung der unbestimmten Glei- 
chung ersten Grades*) 

ax — hy = 1. 


*) Die erste Lösung dieser Aufgabe findet sich bei Backet de Meziriac: 
Problimes plaisans et dilectables quisefont par lesnombres. 2« ed. 1624. 




'I III 


Digilized by Google 


47 


Congruenz der Zahlen. 

Wir schicken derselben einige Sätze über einen Algorithmus 
voraus, der zuerst von Euler*) behandelt und für die Theorie der 
Kettenhrüche, sowie auch für unsere spätem Untersuchungen von 
Wichtigkeit ist. Es seien 

o. b (1) 

irgend zwei unbestimmte Grössen, und ebenso 

y, d, s . . . X, (i, V (2) 

eine Reihe von beliebig vielen unbestimmten Grössen. Aus diesen 
bilden wir nun successive eine neue Reihe c, d, e . . . l, w, n nach 
folgendem Gesetz: 

c = yj -h a \ 

d = dc +b ‘ '• ■ 

c = £d -f c { ■ (3) 

J • 

n = vm + l 

Substituirt man den Ausdruck für c in den für d, so wird der 
letztere eine ähnliche Form annehmen wie der erstere, nämlich 
d = do4- (yd-|-l)J; 

er besteht also aus einem Gliede, welches den Factor a, und aus 
einem zweiten, welches den Factor b enthält. Substituirt man 
nun diesen Ausdruck für d, und den ersten für c in den Ausdrack 
für c, so nimmt auch dieser letztere dieselbe Form an. So kann 
man fortfahren, und aus dem Ausdruck für n erkennt man, dass 
dieses Gesetz allgemein ist; denn sobald l und w» schon diese Form 
erhalten haben, so nimmt auch n dieselbe an. Wir können daher 

n = Ga 4- Hb \ • 'i i ' 

setzen, wo nun G und H unabhängig von a und b sein werden. 

Man bezeichnet den Coefficienten FT, der nur von den in der 
Reihe (2) befindlichen Grössen abhängt, durch das Zeichen**) 

[y, d, £ . . . X, n, v], (4) 

und wir werden im Folgenden einige interessante Sätze beweisen, 
die sich auf dasselbe beziehen. 

•) Solutio prohlematis arithmetici de inveniendo numero, qui per datos 
numeros divisus, relinquat data residua, Comm. Ac. Petrop. VII, p. 46. — 

De usu novi algorithmi in problemate Pelliano solvendo, Kov. Comm. 

Petrop. XI, p. 28. — Vergl. Oauss: D. Ä. art. 27. 

**) Oauss: D. A. art. 27. 
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Zunächst leuchtet ein, dass, wenn man mit den Anfangsgliedem 
6, c = yh -\-a (1') 

und der Reihe 

d, £ . . . V (2') 

in derselben Weise verfährt wie oben, man genau dieselben Glieder 
d, e . . .1, in, n erhalten wird. Wir können daher gleichzeitig 
n = Ga 4- [y, d, £ ... ft, i>]& 

und 


n = G'b + [d, £ . . . ft, v]c 

setzen; ersetzen wir hierin c durch yh-\-a, so erhalten wir 
n = [d, £ . . . ft, v] o + (y[d, £ . . . ft, v] 4- G')b, 
woraus, durch Vergleichung der Coefficienten von a in den beiden 
Formen für n, zunächst 


G = [d, £ . . . ft, v] 


folgt. Der Coefficient G lässt sich daher durch dasselbe Zeichen 
ausdrücken wie H. Wir können also von jetzt an schreiben 
« = [d . . . fl, i/]a + [y, d . . . ft, v]6; 

da nun auch 

G' = [£... ft, r] 

sein muss,- so erhalten wir durch Vergleichung der Coefficienten von 
b in den beiden Formen für n den Satz 


[y, d, £ . _ . v] = y [d, £ . . . v] 4- [£ . . . v], (5) 

in welchem das Gesetz ausgedrückt ist, nach welchem die Fort- 
bildung der Ausdrücke von der Form (4) nach links hin gescliieht. 

Einen ganz analogen Satz für die Fortbildung nach rechts 
hin erhält man durch die einfache Bemerkung, dass durch die An- 
nahme a = 0, d = 1 die drei Grössen l, m, n resp. in 
[y ... X], [y ... X, ft], [y . . . A, fl, v] 
übergehen, so dass zwischen diesen drei consecutiven Ausdrücken 
die Relation 


[y . . . A, ft, v] = [y . . . A, ft]v + [y . . . A] (6) 

besteht. 

Verbindet man diese beiden Sätze mit einander, so überzeugt 
man sich leicht von der Richtigkeit des folgenden: 

[v, ft . . . d, y] = [y, d . . . ft, v]. (7) 

Nimmt man nämlich an, dieser Satz sei für alle Ausdrücke dieser 
Art bewiesen, welche eine kleinere Anzahl von Grössen enthalten, 
so dass also z. B. 
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[Ä, £ . . . v] = [v . . . £, d] und f£ . . . v] = [v . . . £] , 
so folgt aus (5); 

[y, d, £ . . . v] = [v . . . £, d]y + [v . . . £]; 
verbindet man dies mit dem Satz (6), so ergiebt sich unmittelbar 
die Richtigkeit der Gleichung (7). In der That gilt aber der Satz 
wirklich für die ersten Fälle; enthält nämlich der Ausdruck nur 
eine einzige Grösse y, so versteht sich dies von selbst; und ausser- 
dem ist 

[y, dj = yd 4- 1 = [d, y]. , 

Hieraus folgt also, dass der Satz auch für jede beliebige Anzahl 
der Grössen y, ö ... (t, v gilt. 

Wir können die Gleichungen (3), durch welche das Bildungs- 
gesetz der Grössen c, d ... n ausgedrückt wird , auch in folgendei 
Weise schreiben; 

— c = (— y)d + (— a) 

-hd = (-d) (-c)-}-6 

— e = (—s)d + (—c) 


■ ± « = (— v ) ( Tw ) -}-(±0 

wo in der letzten Gleichung das obere oder untere Zeichen zu 
nehmen ist, je nachdem die Anzahl der Grössen y, d ... [i, v 
gerade oder ungerade ist. Hieraus geht hervor, dass aus den An- 
fangsgliedem 

- a, b (1") 

und der Reihe 

— y, — d, — £... — A, — ft, — r (2") 

durch dasselbe frühere Verfahren die Reihe 
— c, -h d, — e ... +n 
entsteht. Es wird daher auch 

+ n = [— d, — £ . . . — v] (—a) + [—y, — d, — £ . . . — v]d 
und folglich 

[— y, — d . . . — v] = ±[y, d . . . v] (8) 

sein, worin wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, 
je nachdem die Anzahl der Grössen y, d . . . v gerade oder un- 
gerade ist 

Endlich kann man die Gleichungen (3) auch in umgekehrter 
Folge so schreiben: 

Ofllriohlat, ZatUaotheoffle. 4 
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l = ( — v)m n 
k z= 


b = (— ö)c + d 
a = (—y)b + c 

Es wird dalier 

a — \—(i . . . — y]w+ [—V, —ft ... — y]in 
oder mit Hülfe des Satzes (8): 

+ a = — [ft . . . y] n + [r, ft . . . y] »» 
oder mit Berücksichtigung des Satzes (7): 

+ a = — [y, 5 . . . ft]« + [y, Ä . . . fl, v]wi. 

Wenn man nun a = 1, i = 0 setzt, so gehen «t, n resp. in 
[d ... ft], [Ä ... ft, v] 
über, und man erhält das Resultat: 

[d ... ft] [y, d ... ft, v] — [d ... ft, v] [y, a ... ft] = + 1, (9) 

wo wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach- 
dem die Anzahl der Grössen y, d ... (i, v gerade oder ungerade ist. 

Zum Schluss wollen wir bemerken, dass diese Ausdrücke in 
der Theorie der Kettenbrüche von der grössten Wichtigkeit sind; 
bezeichnen wir nämlich einen gewöhnlichen Kettenbruch, in wel- 
chem die Zähler sämmtlich=l, und dessen sogenannte Quotienten 
y, d...ft, V sind, kurz durch das Symbol (y, d...ft, «), so dass also 

(y, d . . . A, ft, v) = y + ^ ^ 


= (y,d... A, ft-l-i) 


(d . . . A, ft, v) 

ist, so ergiebt sich allgemein durch Reductjon desselben 

[y, d . . . ft, v ] 

[d . . . ft, v] 

Denn gesetzt, dieser Satz sei schon für jede kleinere Anzahl der 
Grössen y, d, t . . . f<, v bewiesen, so dass also namentlich 

[^1 t • • • ft. v] 


(y, d . . . ft, v) = 


( 10 ) 


(d, £ . . . ft, «) = 


[£ . . . ft, V] 


ist, so folgt liieraus 

(y, d, £ . . . ft, v) = y-[ 






(d, £ ... ft, v) 

. ft, v] _ y [d, £ . . . ft, t;] 4- [£ . . . ft, v] 


ft. v] 


[d, £ ... ft, v] 
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und hieraus ergiebt sich mit Berücksichtigung des Satzes (5) die 
Gleichung (10). In der That ist aber 


/ I 1 yö + 1 [y, d] 

(y,ö) = y + -=—^=L^-, 

da also der Satz für zwei Grössen y, d richtig ist, so ist er auch 
für jede beliebige Anzahl der Grössen y, d ... fi, v richtig. 

Sind die Elemente y, S ... fi, v ganze Zahlen, so gilt dasselbe 
von den Zählern und Nennern der Brüche 


[y] [y^ [y, d . . . fi, v] 

1 ’ [dj • • ■ [d . . . g, ,/] ’ 

ferner ist jeder dieser Brüche irreductibel , d. h. durch die klein- 
sten Zahlen ausgedrückt; denn es folgt z. B. aus der Relation (9), 
dass Zähler und Nenner des letzten der obigen Brüche ohne ge- 
meinschaftlichen Divisor sind. 


§• 24. 

Die vorstehenden Sätze, welche eigentlich in die Theorie der 
Ditferenzen-Gleichungen zweiter Ordnung*) gehören, sind deshalb 
gleich in solcher Vollständigkeit aufgestellt, damit wir bei einer 
spätem Untersuchung nicht nöthig haben, von Neuem auf denselben 
Algorithmus zurückzukommen; für unsera »iehstea Bedarf, nämlich 
für die Lösung der unbestimmten Gleichung 
ax — by = 1 , 

in welcher wir nun wieder a und b als zwei gegebene relative 
Primzahlen ansehen, genügt schon ein kleiner Theil der vorher- 
gehenden Resultate. Zu dem Zweck verfahren wir nun, wie es 
hei der Aufsuchung des grössten gemeinschaftlichen Divisors der 
beiden Zahlen (oder hei der Verwandlung des Bruches a:b in einen 
Kettenbruch) geschieht, indem wir das System der folgenden Glei- 
chungen bilden VT 

a = yb c 
b = öc+d 

I = vm -p 1 

wobei zuletzt der Rest 1 auftreten muss (§. 5); diese Gleichungen 
können ■wir auch so schreiben 

*) VergL Jacohi: Allgemeine Theorie der ketteniruchShnlichen Algo- 
rithmen, in welchen jede Zahl aus Drei vorhergehenden gebildet wird, 
Crelle’B Journal Bd. LXIX. 

4 * 
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c = (— y)6 + a 
d = (— d)c + t 


1 = ( — 

und hieraus folgt, dass 

1 — [— Ä, —e ft, —v]a+[—y, —d, — e ft, — v]& 

oder nach §.23, (8) 

1 =+[d, e ... ft, v]«±[y, 9, s . . . ft, v]h 
ist, worin das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach- 
dem die Anzahl der Grössen y, 8 ... ft, v gerade oder ungerade 
ist. Wir erhalten daher folgende Auflösung der unbestimmten 
Gleichung: 

a: = + [5, £ . . . ft, v], y = If [y, d, £ . . . jt, v]. 

Hiermit ist also auch eine W'urzel x der Congruenz 
ax = l (mod. 6) 

gefunden, und dies genügt vollständig, da alle anderen dieser einen 
nach dem Modul b congruent sind*). 

Wenden wir diese Methode auf unser Beispiel 
, 2 a; = 1 (mod. 15) 

an, so erhalten wir 

2 = 0 . 15 -1- 2, 15 = 7.2-1-1 

also 

, y = 0, d = 7, a; = — [3]=— 7=8 (mod. 15) 
und hieraus folgt, dass 

a: = — 7 . (— 3) = 21 = 6 (mod. 15) 
die Wurzel der Congruenz 

2a: = — 3 (mod. 15) 
ist. 

Als zweites Beispiel wählen wir die Congruenz 
37 a; = 1 (mod. 100); 
indem wir ebenso verfahren, erhalten wir 
37 = 0 . 100 -I- 37; 100 = 2 . 37 -f 26; 37 = 1 . 26 + 11; 

26 = 2.11-1-4; 11=2. 4-f3; 4 = 1 . 3 -H 1 

*) Man überzeugt sich leicht, dass aus einer Lösung «o, j/o ‘die anderen 
sich durch die Gleichungen x = Xg-}-be, y = yg-^ag ableiten lassen, wo 
g eine willkürliche ganze Zahl bedeutet. Vergl. §. 60. 
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und also 

X = — [2, 1, 2, 2, 1] (mod. 100). 

Nun ist, wenn wir von rechts nach links rechnen, 

[IJ = 1, [2, 1 ] = 3, [2, 2, 1] = 7, [ 1 , 2, 2, 1 ] = 10, 

[2, 1, 2, 2, IJ = 27, 

also 

a: = — 27 = 73 (mod. 100). 

Da 9 ? ( 100 ) = 9 >( 4 ) 93 (25) = 2 . 20 = 40 ist, so hätten wir nach 
unserer früheren Methode die Auflösung 

a; = 37»« (mod. 100) 

erhalten; die hierin angedeutete Rechnung würde sich zwar durch 
einige Kunstgriffe bedeutend abkürzen lassen, allein doch viel 
langwieriger sein als die nach der zweiten Methode ausgeführte 
Rechnung. 

Kommt es darauf an, auch den Werth von 


y = + bl • f*) «'] 

zu berechnen, so ist es vortheilhaft, die Berechnung des Werthes 
^ = + [^. « • • • «'] 

von rechts nach links vorzunehmen; man findet dann nach der 
Formel (5) des §. 23 aus 

[e . . . ft, v] und [5, £ . . . fi, v] 

unmittelbar den Werth von y. So oft y = 0, also a < 6 ist, re- 
ducirt sich y auf 

y = q: [£ . . . ft, v]. 

Dies ist in unseren Beispielen derFaU; in dem zw'eiten erhält man 
auf diese Weise 

y = - [0, 2, 1, 2, 2, 1] = - [1, 2, 2, 1] = — 10, 

und in der That ist 

37 . (—27) — 100 . (— 10) = 1. 

Bei dieser Lösung der unbestimmten Gleichung ax — by = 1 
in ganzen Zahlen x, y war stillschweigend vorausgesetzt, dass die 
beiden gegebenen relativen Primzahlen a, b positive Zahlen sind; 
doch erkennt man leicht, dass hierdurch die Allgemeinheit der 
Lösung nicht beeinträchtigt wird. 

Wir bemerken ferner, dass durch wiederholte Anwendung des- 
selben Verfalu-ens folgende allgemeinere Aufgabe gelöst werden 
kann: Sind a, b, c . . . gegebene ganze Zahlen, deren grösster ge- 
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meinschaßlicher Divisor m ist, so sollen cbensovicle ganze Zahlen 
y> ^ • gefunden werden, icelche der Gleichung 

ax by cz ^ 

genügen. Denn gesetzt, man habe für die Zahlen b, c . . deren 
grösster gemeinschaftlicher Divisor m' nothwendig ein Multiplum 
von ni ist, schon ganze Zahlen y', z' . . . gefunden, welche der Be- 
dingung 

by' cz^ = m' 

genügen, so löse man, da m der grösste gemeinschaftliche Divisor 
von a und m' ist, nach der obigen Methode die Gleichung 
ax d- in' x' = m 

in ganzen Zahlen x, x', so wird die vorgelcgte Gleichung durch 
die Zahlen x, y = x'y', z = x' ^ . befriedigt. 


§. 25 . 

Auf das im Vorhergehenden behandelte Problem der Auf- 
lösung der Congruenzen ersten Grades lässt sich das folgende 
zurückführen : 

Alle Zahlen x zu finden, welche in Bezug auf zwei gegebene 
Moduln a,b gegebenen Zahlen resp. «, ß congruent sind, d.h. icelche 
den beiden Forderungen 

X = a (mod. a), x = ß (mod. b) 

genügen. 

Da nämlich alle Zahlen x, welche die erste dieser beiden For- 
derungen erfüllen, in der Form x = a-\-at enthalten sind, wo t 
jede beliebige ganze Zahl bedeutet, so kommt es nur noch darauf 
an, dieses t näher so zu bestimmen, dass 

at = ß — « (mod. 6) (1) 

wird. Bezeichnet man nun mit d' den grössten gemeinschaftlichen 
Di\’isor der beiden Moduln a und b, so muss, wenn diese Congruenz 
möglich sein soll, ß — a durch Ö theilbar, d. h. cs muss 

a = ß (mod. 8) (2) 

sein. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so existirt keine Zahl, 
welche der Aufgabe genügt; ist sie aber erfüllt, so sind sämmt- 
liche der Congruenz (1) genügende Zahlen t in der Form 
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t ~ y ^mod. oder t ="y + 'y “ 

enthalten, wo y eine bestimmte von ihnen, und m jede beliebige 
ganze Zahl bedeutet. Hieraus folgt, dass die gesuchten Zahlen 
durch die Formel 

X = tt ya-\-^ u oder x = x^ ^mod. 


gegeben werden, wo Xo = u yu selbst eine der gesuchten Zahlen, 
und der Modulus offenbar das kleinste gemeinschaftliche Multiplum 
der beiden gegebenen Moduln «, b ist. 

Werden z. B. die Zahlen gesucht, welche durch 12 dividirt 
den Rest 7, durch 15 dividirt den Rest 4 lassen, so hat man die 
Congruenzen 

X = 7 (mod. 12), a: = 4 (mod. 15). 

Man setzt also x = 7 + 12 f, und erhält für t die Congruenz 
12 1 = — 3 (mod. 15), 

welche (da hier die Bedingung (2) erfüllt ist) sich auf 
4 i = — 1 (mod. 5) 
reducirt. Hieraus folgt 


t = 1 (mod. 5) 

und also 

X = 7 + I2t= 19 (mod. 60). 

Besonders bemerkenswerth ist der besondere Fall, in welchem 
die beiden gegebenen Moduln o, b relative Primzahlen sind; da 
gleichzeitig d = 1 wird, so fällt die Bedingung (2) ganz fort; 
die Auflösung ist stets möglich und liefert ein Resultat von der Form 
X ~ Xa (mod. ab). 

Die ursprüngliche Aufgabe lässt sich auch leicht für den Fall 
verallgemeinern, in welchem eine Reihe von beliebig vielen Mo- 
duln und eine Reihe ihnen entsprechender Reste gegeben ist; für 
uns ist indessen nur der Fall von Wichtigkeit, in welchem die ge- 
gebenen Moduln o, 5, c . . . relative Primzahlen sind; wir beschrän- 
ken uns daher auf denselben, und stellen uns unter dieser Voraus- 
setzung die Aufgabe, alle Zahlen x zu finden, welche dem System 
von Congruenzen 

X = a (mod. a), x = ß (mod. b), x = y (mod. c) . . . 
genügen. Da wir nun schon wissen, dass alle Zahlen, welche die beiden 
ersten dieser Forderungen erfüllen, in der Form x = ßi (mod. ab) 
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enthalten sind, wo die Zahl ßi nach dem Vorhergehenden gefun- 
den werden kann, so kommt unsere Aufgabe offenbar auf die ein- 
fachere zurück, alle Zahlen x zu finden, welche dem folgenden Sy- 
stem von Congruenzen genügen: 

a? “ ^1 (mod. aA), x = y (mod. c) . . . 

Da nun der Modul ah der ersten dieser Congi-uenzen wieder relative 
Primzahl gegen jeden folgenden Modul c ... ist, so kann man in 
derselben Weise fortfahren und gelangt so zu dem Resultat, dass 
sämmtliche Zahlen x in der Form 

X = Xt (mod. m) 

enthalten sind , wo Xo eine bestimmte von ihnen , und m das Pro- 
duct abc . .”. aus allen gegebenen Moduln bedeutet 

Statt eine solche Zahl x» in der eben angegebenen Weise 
durch successive Auflösung einer Reihe von Congruenzen ersten 
Grades in Bezug auf die Moduln 6, c ... zu suchen, kann man 
auch'Auf folgende Art symmetrisch verfahren. 

Man setze tn = aA — bB = cC... und bestimme (nach 
§. 24) zunächst Zahlen b\ cf welche den Congruenzen 

Aa' = 1 (mod. a), Bb' 1 (mod.6), Cc' = 1 (mod.c) . . . 
genügen ; so wird 1 

X = Aa' ct -{■ Bb' ß -F Cc'y ■+•••• (mod. m); 
denn’da jB, C . . . durch « theilbar sind, so ist a: = Aa'« = «(mod.a), 
und'ebenso = ß (mod. b), = y (mod. c) u. s. w. 

Ein besonderer Vortheil dieser Methode besteht darin, dass 
die Hülfszahlen a', b', (f . . . ganz unabhängig von a, ß, y . . . sind, 
und daher stets dieselben bleiben, wie auch die letzteren varüren 
mögen, vorausgesetzt natürlich, dass das System der Moduln a, 6, c... 
unverändert bleibt. 

Es folgt ferner hieraus, dass x ein vollständiges Restsystem 
nach dem Modul m durchläuft, sobald die Reste a, ß, y . . . voll- 
ständige Restsysteme rcsp. in Bezug auf die Moduln a, b, c . . ■ 
durchlaufen; denn wenn ß', y' ■ . . irgend ein zweites System 
gegebener Reste ist, so wird 

Aa'u' + Bb'ß' + Cc'y' -| 

stets und nur dann 

= Aa'a + Bb'ß -|- Cc'y -|- • • • 
nach dem Modulus m sein, wenn gleichzeitig 
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«' = « (mod. a), ß' = ß (mod. J), / = y (mod. c) 
u. s.w. ist; da ferner «. ß, y... resp. a, b, c... verschiedene Werthe 
durchlaufen, so ist die Anzahl aller verschiedenen Restsysteme, 
also auch die Anzahl der resultirenden nach dem Modul m incon- 
gruenten Werthe von x gleich ab c . . . = m\ d. h. x durchläuft 
ein vollstätidiges Restsystem nach dem Modul m. 

Ist ferner a relative Primzahl zu «, /3 zu 5 u. s. f., so ist x 
auch relative Primzahl zu m, und umgekehrt; hieraus folgt leicht 
ein neuer Beweis des Satzes, dass <p (ab) = <p(a) q> (b) ist. 

Endlich ergieht sich, dass, wenn x irgend eine ganze Zahl be- 
deutet, stets 


X 

m 


^ + ä+ 6 +7 + 


gesetzt werden kann, wo h, u, v, w . • ■ ganze Zahlen bedeuten. 
Denn lässt x in Bezug auf die Moduln a, b, c . . . resp. die Reste 
a, /3, y . . ., so ist nach dem Obigen 

X — hm -t- Aa'a, -|- Bb'ß Cc'y -}-•••> 
wo h eine ganze Zahl bedeutet, und folglich 

£ = ... 
m abc 


§. 26. 

Wir wenden uns nun zu der Betrachtung der Congruenzen 
höherer Grade, beschränken uns aber dabei auf den einfachsten 
Fall, in welchem der Modul p eine Primzahl ist. Die allgemeinste 
Form einer Congruenz nten Grades ist die folgende: 

ox" -p bx”-^ + ex"-® ^ ^ 0 (mod.^)), 

in welcher der höchste Coefficient a als nicht theilbar durch die 
Primzahl p vorausgesetzt wird, j Ebenso wie man jede Gleichung 
leicht auf den Fall zurückfiihren kann, in welchem der höchste 
Coefficient = 1 ist, so erreicht man auch hier dasselbe, wenn man 
die Congruenz mit einer Zahl a' multiplicirt, welche der Bedingung 
aa' = 1 (mod.j)) genügt und also eine Wurzel der stets lösbaren 
Congruenz ax = 1 (mod.j?) ist. Doch hängt hiervon die Gültig- 
keit der folgenden Sätze nicht im Mindesten ab. 

Wir hezeiohnen der Einfachheit halber das auf der linken 
Seite der obigen Congruenz befindRche Polynom nten Grades kurz 
mit f(x). Hat nun eine solche Congruenz 
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f{x) = 0 (mod.jp) (1) 

eine Wurzel x = a und dividirt man f (x) durch x — « , so wird 
der Divisionsrest eine durch p theilbare Zahl sein; denn be- 
zeichnet man den Quotienten der Division, welcher eine ganze 
Function vom {n — l)ten Grade mit ganzzahligen Coefficienten 
ist, mit fl (x), so ist 

/(x) = (x — tt) fl (x) + r, (2) 

und hierin ist ri = /(«) der Voraussetzung nach = 0 (mod.p). 

Hat nun die Congruenz (1) noch eine zweite von a verschiedene, 
d. h. nicht mit cc congruente Wurzel /5, so folgt aus (2), dass 

(ß — «)/i (ß) ^ 0 (mod.jp) 

und also , da ß — a nicht durch p theilbar ist , dass /, (ß) = 0, 
d. h. dass ß eine Wurzel der Congruenz fi(x) = 0 (mod.^) sein 
muss. Man kann daher wieder 

/, (x) = (x — ß) fi (x) 4- rj 

setzen , wo der liest wieder eine durch p theilbare Zahl , und 
der Quotient /a(a:) eine ganze Function (n — 2)ten Grades mit 
ganzzahligen Coefficienten ist. Setzt man aber diesen Ausdruck 
für fl (x) in die Gleichung (2) ein, so nimmt dieselbe die Form 

f(x) = (x — ci) {x — ß) f 2 {x)-\-r. 2 (x — a)-]-ri 

oder, da Vi und durch p theilbar sind, die Form 

f{x) — (x — ct) (x — ß) fiix) p{lx -\- m) 

an, in welcher l und m ganze Zahlen sind. 

Besitzt nun die Congruenz (1) noch eine dritte von a und ß 
verschiedene Wurzel y, so ergiebt sich, da weder (y — a) noch 
(v — ß) durch p theilbar ist, dass y eine Wurzel der Congruenz 
f 2 (x) = 0 ist; verfährt man daher wie früher, so erhält man eine 
Gleichung von der Form 

f(x) = {x — cc) {x — ß) {x — y) /a {x) ^p{rx^ sx Q, 

wo r, s, t ganze Zahlen bedeuten. Setzt man diese Schlussweise 
fort, so gelangt man offenbar zu folgendem Satze: Besitzt die 
Congruenz ntcn Grades 

f(x) = 0 (mod.^), 

deren Modulus p eine Primzahl ist, n incongruente Wurzßln 
oc, ß, y X, so ist ihre linke Seite von der Form 

f{x) = a(x — a) (x — ß) (x — y) . . . (x — X)^- pil>(x), (3) 
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wo a den höchsten Coefficienten von f{x), und ein Polynom 
bedeutet, dessen Coefficienten ganze Zahlen sind. 

Und aus diesem ersten Satze folgt sogleich der zweite*): Eine 
Congrumz vom Grade n, deren Modulus eine Primzahl ist, Tcann 
niemals mehr als n incongruente Wurzeln haben. Denn hätte die 
Congruenz (1) ausser den n Wurzeln a, ß . . . X noch mindestens 
eine solche (i, die mit keiner der vorhergehenden congruent ist, so 
würde" aus der Gleichung (3) folgen, dass das Product 

a(fi — cc) ((i — ß) (ii — r) . • . (/i — A) 
durch p theilbar wäre, was unmöglich ist, da der Voraussetzung 
nach keiner der Factoren durch p theilbar ist. 

Man hätte diese beiden Sätze, welche für die Folge von der 
grössten Wichtigkeit sind, auch in umgekehrter Folge aus dem in der 
Gleichung (2) ausgesi^rochenen Resultat schliessen können. Da 
nämlich jede von a verschiedene Wurzel ß der Congruenz (1) eine 
Wurzel der Congruenz nächst niedrigem Grades 

fl (X) = 0 (mod. j)) 

ist, so folgt hieraus unmittelbar, dass die erstere Congruenz höch- 
stens eine Wurzel mehr besitzt, als die letztere; da nun eine Con- 
gi'uenz ersten Grades (sobald der Modulus eine Primzahl ist) nur 
eine Wurzel besitzt, so kann eine Congruenz vom zweiten Grade 
höchstens 2, folglich eine Congruenz dritten Grades höchstens 3 
u. s. f., allgemein eine Congruenz wten Grades höchstens n incon- 
gruente Wurzeln besitzen. Und nachdem so der zweite Satz be- 
wiesen ist, ergiebt sich auch der erste leicht auf folgende Weise. 
Gesetzt, die Congruenz (1) vom wten Grade hat wirklich n incon- 
gruente Wurzeln a, ß, y . . . X, so bilde man die Differenz 

f(x) — a(x — a) (x — ß) (x — y) ... {x — X) = q)(x) 

wo a den höchsten Coefficienten in f (x) bezeichnet, und denke sich 
dieselbe nach Potenzen von x geordnet ; dann ist zu zeigen , dass 
alle Coefficienten dieses Polynoms (p (x) , dessen Grad höchstens 
= n — 1, also jedenfalls kleiner als n ist, durch p theilbar sind. 
Gesetzt, dies wäre nicht der Fall, und es wäre die höchste in 
(p{xi) vorkommende Potenz von x, deren Coefficient nicht durch j> 
theilbar wäre, so wäre 

cp (x) = 0 (mod.^) 


*) Lagrange: Nouvelle mithode pour resoudre les prohUmes indeter 
mines en nomhres entiers, Mem. de l’Ao. de Berlin. T. XXIV. 
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eine Gongruenz vom rten Grade, welche, wie man unmittelbar 
einsieht die n incongruenten Zahlen «, (3 . . . A zu Wurzeln hätte, 
also, da r<w ist, mehr Wurzeln hesässe, als ihr Grad Einheiten 
enthält. Da dies gegen den schon bewiesenen Satz streitet, so 
müssen wirklich alle Coefficienten von (p{x) durch p theilbar sein, 
d. h. es muss 

q,(x) =pi>(x) 

sein, wo sämmtliche Coefficienten des Polynoms ^ (x) ganze Zahlen 
sind. Dies war aber der Inhalt des ersten Satzes. 

Wir können zu diesen beiden Sätzen noch den folgenden dritten 
hinzufugen : Wenn 

f{x) = <p(x) t(x) 

ist, wo die Coefficienten der Tdlynmne <p(x) und i>{x) sämmtlich 
ganze Zahlen sind, und wenn die Gongruenz 

f(x) = 0 (mod.^)), (4) 

(wo p wieder eine Primzahl bedeutet) ebenso viele incongruente 
Wurzeln besitzt, als ihr Grad Einheiten enthält, so gilt dasselbe von 
jeder der beiden Congruenzen 

tp(x) = 0 (mod.j)), y>(x) = 0 (mod.^)). (5) 

Zunächst leuchtet nämlich ein, dass jede Wurzel « der Gongruenz 

(4) auch eine Wurzel von mindestens einer der beiden Congruenzen 

(5) sein muss ; denn aus 

9 («) t («) = /(«) = 0 (mod.jj) 

folgt dass mindestens eine der beiden Zahlen 9>(«), i>(«) durch p 
theilbar sein muss. Hätte nun eine der beiden Congruenzen (5) 
weniger incongruente Wurzeln als ihr Grad Einheiten enthält, so 
müsste nothwendig die Anzahl der Wurzeln der andern Gongruenz 
d. h. der übrigen Wurzeln der Gongruenz (4) ihren Grad über- 
steigen, da die Summe der Grade der beiden Polynome q> (x) und 
‘il>(x) genau dem Grade des Polynoms /(x) gleich ist. Da dies 
gegen den zweiten Satz verstossen würde, so muss die Anzahl der 
incongruenten Wurzeln einer jeden der beiden Congruenzen (5) 
genau ihrem Grade gleich sein *). 


*) Eine weitere Entwicklung dieses Gegenstandes findet man in des 
Herausgebers Abhandlung: Abriss einer Thecfrie der höheren Congruenzen 
in Bezug auf einen reellen Primzahl-Modulus , Crelle’s Journal Bd. LIV. 
— Vergl. die nachgelassene Abhandlung von Gauss : Analysis Besiduorum, 
Gauss’ Werke Bd. II. 1863. 
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§• 27. 

Von diesen wichtigen Sätzen machen wir sogleich eine An- 
wendung. Zufolge des Fermat’schen Satzes genügt jede der 
(jp — 1) unter einander nach dem Modul p incongruenten Zahlen 
1, 2, 3 . . . {p-\) 

der Congruenz 

— 1 = 0 (mod.|)), 

und diese Zahlen bilden auch ihre sämmtlichen incongruenten 
Wurzeln. Es ist daher nach dem ersten der vorhergehenden drei 
Sätze 

— 1 = {x — 1) (a: — 2) (x — 3) . . . (x — p -f 1) -\-pit’{x), 
worin ii (x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bezeichnet. Ent- 
wickelt man daher das rechter Hand befindliche Product nach Po- 
tenzen von X, so muss der Coefficient einer jeden Potenz von x dem 
entsprechenden linker Hand in Bezug auf den Modul p congruent 
sein. Wir wollen hier nur den interessantesten Fall betrachten 
der sich durch die Vergleichung der Glieder ergiebt, welche von 
X unabhängig sind. Ist zunächst p eine ungerade Primzahl , so ist 
dieses Glied rechter Hand , da die Anzahl p — 1 der negativen 
Factoren gerade ist, 

= 1 .2.3...(p-l), 

linker Hand dagegen = — 1 , und hieraus ergiebt sich der nach 
Wilson benannte Satz: 

Wenn p eine Primeahl bedeutet, so ist das um eine Einheit 
vergrösserte Product aller kleineren Zahlen als p durch p {heilbar 
in Zeichen 

1.2...(p — 1)= — 1 (mod. p). 

So ist z. B. 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 -F 1 = 721 

theilbar durch 7. 

Der Wilson’sche Satz gilt aber auch für die Primzahl 2, da in 
diesem’^Fall -F 1 und — 1 einander congruent sind. 

Dieser Satz ist dadurch bemerkenswerth, dass er sich umkehren 
lässt und deshalb ein charakteristisches Merkmal für eine Primzahl 
abgiebt Denn n imm t man umgekehrt an, es sei 


Digitized by Google 



62 


Zweiter Abschnitt 


1.2.3 . .. (p_l)+l 

durch p theilbar, so muss p eine Piümzalil sein ; wäre nämlich p 
eine zusammengesetzte Zahl, also ausser durch 1 und durch sich 
selbst auch noch durch eine andere Zahl a theilbar, so würde a 
nothwendig eine der Zahlen 2, 3 . . tj» — 1) sein müssen; da nun 
die obige Summe und ihr erstes Glied durcli a theilbar ist, so 
müsste auch das zweite Glied 1 durch a theilbar sein, was nicht 
möglich ist. 

Einen andern interessanten Satz erhält man durch Anwen- 
dung des dritten der vorhergehenden Sätze auf dasselbe Beispiel. 
Bezeichnet nämlich 8 irgend einen Divisor von p — 1 , so ist be- 
kanntlich 

xP-^ — 1 = — 1) (x), 

wo ^{x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet. Hieraus 
folgt also: Die Coiigrucnz 

x'f = 1 (mod.p), 

deren Grad 8 ein Divisor von p — 1 ist, besitzt stets 8 incongruente 
Wurzeln. 


§. 28 . 

Der zuletzt abgeleitete Satz gehört seinem Inhalte nach eigent- 
lich in eine allgemeinere Theorie, nämlich in die Theorie der bi- 
nomischen Congruenzen von der Form 
ax^ = b (mod.k). 

Dieselbe stützt sich auf die Betrachtung der sogenannten Potenz- 
reste, d. h. der Reste der successiven Potenzen einer Zahl, und wir 
beschäftigen uns daher zunächst mit der Untersuchung der inter- 
essanten Gesetze, welche hier hervortreten. 

Es sei also h ein beliebiger Modul, und a relative Primzahl 
gegen denselben; bilden wir nun die Reihe 

1, a, a‘‘, a’ . . . 

der successiven Potenzen von o und setzen dieselbe hinreichend 
weit fort, so muss es einmal geschehen, dass zwei verschiedene 
GReder o' und a*+* einander nach dem Modul h congruent werden; 
denn es giebt ja nur eine endliche Anzahl incongruenter Zahlen. 
Aus der Congnienz 
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a'+’’ — a‘ . a” = a‘ (mod. h) • 
folgt aber, da a’ relative Primzahl gegen den Modul Ti ist, dass 

a" = 1 (mod. Z;) 

ist. Es giebt daher , was wir auch schon durch den verallgemei- 
nerten Fermat’schen Satz (§. 19) wussten, stets eine Potenz von «, 
welche durch Ti dividirt den Rest 1 lässt. Unter allen Potenzen 
von a, welche dieselbe Eigenschaft haben, ist aber besonders die- 
jenige bemerkenswerth, welche den kleinsten Exponenten hat; 
doch versteht sich von selbst, dass der Exponent Null hier nicht 
in Betracht kommt, für welchen die entsprechende Potenz ja stets 
= 1 sein würde. Bezeichnen wir mit ö diesen kleinsten positiven 
Exponenten, für welchen 

= 1 (mod. k) 

wird, so wollen wir sagen , die Zahl a gehöre zu dem Exponenten 
d oder zu der Zahl d. Dann leuchtet zunächst ein, dass die ersten 
d Glieder der obigen Potenzreihe, d. h. die Zahlen 
1, a, a* . . . 

sämmtlich incongruent unter einander sind; denn aus einer Con- 
gruenz von der Form 0 *+" = a‘, wo s und s-|-w kleiner als 8 
sind, würde wieder a" = 1 folgen, was mit der Voraussetzung im 
Widerspruch steht, dass keine niedrigere Potenz als den Rest 
1 lässt. 

Die folgenden Glieder der Reihe geben nun genau dieselben 
Reste, und auch in derselben Reihenfolge, denn es ist 
= 1, = a, a'^+* = a’ . . . 

1, a®'^+' = a, a* . . . «ätf — 1 = 

(j8(f= = a, o®‘f+^= a* . . . 

u. s. w. 

Um daher zu erfahren, welchen Rest eine beliebige Potenz a’ lässt, 
dividire man den Exponenten s durch 3 und bringe dadurch s in 
die Form s = md-t-r, wo r eine der Zahlen 0, 1, 2 . . . (3 — 1) 
bezeichnet. Daun ist 

' o* = = a’’ (mod. Ti). 

Hieraus geht ferner hervor, dass zwei solche Potenzen wie a* und 
a*' stets? aber auch nur dann congruent sein werden in Bezug auf 
den Modul Ti, wenn s = s' (mod. 3); 'denn ist r* der bei der Divi- 
sion von s' durch 3 hervorgehende Rest, so ist a*' = (mod. Ti). 
Ist daher 
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so muss auch 

a’’ = a'' (mod. l') 

sein; da aber r und r’ kleiner als d sind, so ist dies nur dann mög- 
lich, wenn r = t’ ist, woraus s = s' ("mod. d) folgt; und umgekehrt 
leuchtet ein, dass, sobald s = s' (mod. Ö), also r = r' ist, auch 
n* = a*' (mod. Ä') sein muss. 

Ein specieller Fall ist der, dass, sobald a' = 1 , also a* = o° 
ist, nothwendig s = 0 (mod. d), d. h. dass s theilbar durch d sein 
muss. Nun wissen wir schon aus dem verallgemeinerten Fermat’- 
schen Satz, dass stets 

= 1 (mod. k) 

ist; hieraus folgt also, dass die Zahl d, zu welcher eine Zahl a ge- 
hört, stets ein Divisor von sein muss*). 


§. 29. 

Beschränken wir uns jetzt wieder auf den Fall, in welchem 
der Modul eine Primzahl p und also a irgend eine durch p nicht 
theilbare Zahl ist, so folgt aus der letzten Bemerkung, dass die 
Zahl d, zu welcher a gehört, jedenfalls ein Divisor von <p(p) = 
p — 1 sein muss. Man kann nun umgekehrt fragen: wenn d irgend 
ein Divisor von|) — 1 ist, giebt es dann jedesmal auch Zahlen a, 
welche zu d gehören? und wie viele? Nehmen wir zunächst einmal 
ein Beispiel, indem wir p — 7 setzen. Da aus a = a' (mod.p) 
auch stets a‘ = a" (mod.^)) folgt, so^gehören je congruente 
Zahlen auch stets zu demselben Exponenten j und wir brauchen 
daher in unserm Beispiel nur die Zahlen o = 1, 2, 3, 4, 5, 6 zu 
betrachten; durch wirkliches Potenziren, welches man dadurch 
abkürzt, dass man statt jeder Potenz immer ihren kleinsten Rest 
substituirt, findet man nun das in der folgenden Tabelle ausge- 
drückte Resultat: 


a 1 

1 1 1 2 

3 1 4 1 5 1 6 

^ 1 

1 1 1 3 

6 13 16 12 


Es gehört daher zu dem Divisor d = 1 nur die einzige Zahl 
1, zu d = 2 nur die einzige Zahl 6; zu d == 3 gehören zwei Zah- 


*) Ein anderer Beweis dieses Satzes findet sich in den Supplementen 
V. §. 127. 


Digitized by Google 


Congruenz der Zahlen. 65 

len, nämlich 2 und 4, und zu d = 6 gehören die beiden Zahlen 
3 und 5. 

Nehmen wir nun vorläufig einmal an, dass mindestens eine 
Zahl a existirt, welche zu dem Exponenten 3 gehört, so sind die 
8 Zalilen 

1, a, tt* . . . {Ä) 

nach dem Vorhergehenden sämmtlich incongruent; da ferner 
= 1, so ist auch 

= {a^y = 1 (mod.p), 

d. h. die 8 Zahlen (A) sind Wurzeln der Congruenz 

= 1 (mod.p), 

und da sie unter einander mcongruent sind, und der Modulus eine 
Primzahl ist, so bilden sie auch die sämmtlichen Wurzeln dieser 
Congruenz vom Grade 8. Jede Zahl aber, welche zum Exponenten 
8 gehört, muss vor Allem eine Wurzel dieser Congruenz sein , und 
wir haben daher alle etwa existirenden Zahlen, die zu 8 gehören, 
unter den Zahlen {A) zu suchen. Wir fragen daher: zu welchem 
Exponenten h gehört irgend eine dieser Zalilen, z. 13. a’^'i d. h. welclies 
ist die kleinste positive Zahl 7i, für welche ^ 

(W)* = a''*' = 1 (mod. p) 

ist? Offenbar muss rli (da a zum Exponenten 8 gehört) durch d' 
theilbar sein; ist daher £ der grösste gemeinschaftliche Divisor 
von r und 8 = s8', so muss h durch 8' theilbar sein; die kleinste 
Zahl Ä, welche diese Bedingung erfüllt, ist ofienbar 8' selbst, und ^ 
dann ist auch wirklich ^ • 

(a’')'' = («'*')« = 1 (mod.p); . ' 

also ist 8' die Zahl, zu welcher a'" gehört. Soll also zum Ex- 
ponenten 8 gehören, so muss £ = 1, also r relative Primzahl gegen ;■ 

8 sein ; und umgekehrt, sobald dies der Fall, also £ = 1 ist, gehört ' 
auch «'■ wirklich zum Exponenten 8. Wir erhalten so dasEesultat, 
dass unter den Zahlen (A) genau ebenso viele zu dem Exponenten 
8 gehören, als es unter den Exponenten 
0, 1, 2...(d-l) 

relative Primzahlen zu 8 giebt; es giebt daher tp(8) solche Zahlen. ; 

Da wir angenommen hatten, dass mindestens eine solche Zahl 
a existirte, so können wir das Bisherige so zusammenfassen: Ist 
p eine Primzahl und 8 ein Divisor von p — 1 , so ist die Anzahl 

Dirichlet, Zahlonthoorie. 5 
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der incongruenten Zahlen, die zu d gehören , entweder = 0 , oder 
= 9 >(ö). Um nun über diese Alternative zu entscheiden, betrach- 
ten wir die Totalität aller p — 1 nach dem Modul p incongruenten 
und durch p nicht theilbaren Zahlen; wir theilen dieselben in 
Gruppen ein, indem wir je zwei incongruente Zahlen in dieselbe 
oder in verschiedene Gruppen werfen, je nachdem sie zu demselben 
Divisor d von p — 1 gehören oder zu verschiedenen. Bezeichnen 
wir mit die Anzahl der Individuen, welche in die dem Divi- 
sor ö entsprechende Gruppe gehören, so muss, da jede der p — 1 
vertheilten Zahlen in eine , aber auch nur in eine solche Gruppe 
gehört, 

z= p—1 

sein, wo sich das Summenzeichen auf sämratliche Divisoren 6 von 
p — 1 bezieht; wir wissen ferner schon, dass 

rl> (ß) entweder = 0 , oder = <p (d) 
ist. Da nun früher bewiesen ist (§. 13), dass auch 
Sqpfd) =i> — 1 

ist, so folgt hieraus mit Noth Wendigkeit, dass 

niemals = 0 , sondern stets = 9 p (d) 
ist. Denn da jedes Glied (d) der erstem Summe dem entsprechen- 
den der letztem höchstens gleich sein, aber niemals dasselbe über- 
treffen kann, so würde, sobald nur ein einziges Mal oder öfter 
^(d) = 0 wäre, die erstere Summe nothwendig kleiner ausfallen 
müssen als die letztere, während sie in der That einander gleich 
sind. Wir haben so den wichtigen Satz*) gewonnen; 

Die Anzahl der sämmtlichen incongruenten Zahlen, welche zu 
einem bestimmten Divisor d von p — 1 gehören ist stets — <p (d). 

Es genügt, einen Blick auf das obige Beispiel zu werfen , in 
welchem p = 7, um diesen Satz bestätigt zu sehen. 

§. 30. 

Am interessantesten und folgenreichsten ist der in diesem Re- 
sultat enthaltene specielle Fall, in welchem d = jj — 1 ist: 

Es giebt stets q>(p — 1) incongruente Zahlen g, welche zu dem 
Exponenten p — 1 gehören, welche also die charaMeristische Eigen- 
schaft haben, dass die p — 1 Potenzen 

*) Gauas: D. A. art. 64. 
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h g, g\ g^ ■ ■ ■ g^~^ 

sämmtUch’’_incongriient (niod. p) sind. 

Da es überhaupt nur p — 1 incongruente und durch p nicht 
theilbare Zahlen c giebt, so folgt, dass jede solche Zahl c einer, 
und natürlich auch nur einer der Potenzen (G) congruent ist. 
Jede solche Zahl g., welche zum Exponenten p — 1 gehört, heisst 
eine primitive Wurzel der FrimzahJ p*), und man kann daher sagen: 
wenn g eine primitive Wurzel von p ist, und c irgend eine durch 
p nicht theilbare Zahl, so existirt stets eine Zahl y in der Reihe 
0, 1, 2 ... p — 2 und nur eine von der Beschaffenheit, dass 
c = g'^' (mod. p) 

ist. Wenn man in dieser Weise alle incongruenten und — was 
im Folgenden immer hinzuzudenken ist — durch p nicht theilbaren 
Zahlen als Potenzen einer Basis g darstellt, so heissen die Expo- 
nenten y die Indices der zugehörigen Zahlen c in Bezug auf die 
Basis g, und man schreibt z. B. 

lud. c = y, 

indem man die Basis g, so lange sie unverändert bleibt, in der Be- 
zeichnung unterdrückt. 

Nehmen wir z. B. = 13, so überzeugt man sich leicht, dass 
2 eine primitive WurzeHst; denn durch Potenziren erhält man 
2« =1, 2' = 2, 22 = 4, 2» = 8, 2* = 3, 2’ = 6, 
26=12,22=11,28 = 9, 28 = 5, 2‘o= 10, 2”= 7. 
Nehmen wir daher 2 zur Basis eines Systems von Indices, so er- 
halten wir folgende Tabellen 


c 

1 1 

2 

1 3 1 

4 1 

1 5 1 

6 1 

7 1 

8 1 9 1 

10 1 

11 1 

12 1 

Ind. c 

und 

0 ! 

1 

1 4 1 

2 

1 9 1 

5 1 

1 11 1 

3 1 

8 1 

10 1 

l 7 1 

6 1 

Ind. c 

1 0 1 

1 1 

1 2 1 

3 1 

1 4 1 

5 1 

6 1 

7 

1 8 

1 9 1 

10 1 

11 

c 1 

1 1 1 

1 2 

|4l 

8 ! 

1 3 1 

6 1 

1 12 1 

11 1 9 

1 5 1 

10 1 

7 


deren erstere dazu dient, zu einer Zahl c den Index zu finden, 
während die zweite den entgegengesetzten Zweck hat**). 

Offenbar hat dieses ganze Verfahren die grösste Analogie mit 

*) Euler: Demonstrationes circa residua ex divisione potestatum per 
numeroe primos resuUantia, Nov. Comm. Petrop. XVIII, p. 85. 

••) Im Canon Arithmeticus von Jacobi (1839) findet mau solche Tabellen 
für alle dem ersten Tausend angehörenden Primzahlen. 

6 * 


Digitized by Googk 


68 


Zweiter Abschnitt. 


der Constniction von Logarithmentafeln , die ja auf dem ähnlichen 
Gedanken beruhen, alle positiven Zahlen als Potenzen einer ein- 
zigen Basis darzustellen; und es zeigt sich nun auch, dass in der 
Zahlentheorie die ludices ähnliche Gesetze befolgen und für prak- 
tische Zwecke ebenso brauchbar sind, wie die Logarithmen. Zu- 
nächst leuchtet ein, dass zwei congruente Zahlen auch stets den- 
selben Index haben, in Zeichen: wenn o = i (mod. j)), so ist auch 
Ind. a = Ind. h. Ist ferner c ^ ab (mod. p ) , so ist Iiid. c = 
Ind. o -t- Ind. b (mod. p — 1), oder kürzer, es ist stets 
Ind. (ab) = Ind. a Ind. b (mod. p — 1). 

Denn es ist ja 

a = (mod.p) ; b = (mod. p), 

also 


ab = ^“d.o+indA (mod.p); 

nun israber aucli 


ab = (niod.^). 


folglich 


^Ind.W = (^Ind.o4-Ind.6 (mod. p). 

Da nun g eine primitive Wurzel von p, also eine zum Exponenten 
d = (p — 1) gehörende Zahl ist, so folgt aus §. 28 die Richtigkeit 
der zu beweisenden Congruenz nach dem Moduls — 1. Nehmen 
wir unser obiges Beispiel, in welchem p = 13, so ist z. B. 

Ind. (7) = 11, Ind. (9) = 8, 


folglich 

Ind. (63) = 19 (mod. 12) 

oder 


Ind. (63) = 7. 

In der That ist aber 63 = 11 (mod. 13), und Ind. (11) = 7. Man 
sieht aus diesem Beisjiiel, wie eine solche Doppeltafel der Indices 
dazu benutzt werden kann, mit Leichtigkeit die Classe (11) zu 
finden, welcher das Product (63) aus zwei Zahlen (7 und 9) an- 
gehört. 

Natürlich lässt sich der vorstehende Satz auf ein Product aus 
beliebig vielen Factoren in folgender Weise ausdehnen : 


Ind. (abc . . .) = Ind. a -f Ind. b -h lud. c -f- • • ■ (mod. — 1). 

Nimmt man hierin alle Factoren einander congruent, so erhält 

man ; 
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Ind. (a") = M Ind. a (mod. p — 1), 
wo n irgend eine positive ganze Zahl bedeutet 

Es Hesse sich hieraus auch leicht nachweisen, dass der Ueber- 
gang von einem System von Indices zu einem andern, dessen Basis 
eine andere der q> (p — 1) primitiven Wurzeln ist, ganz ähnlichen 
Gesetzen unterliegt, wie der Uebergang von einem Logarithmen- 
system zu einem andern; wir beschi'änken uns indessen auf fol- 
gende einfache Bemerkungen. Wie auch die Basis p gewählt sein 
mag, der Index von 1 ist stets = 0; denn es ist hnmer = 1. 
Ferner ist (den Fall p = 2 ausgenommen) der Index von — 1 stets 
= \{p — 1); denn da nach §.19 

(/P-i — 1 — {g~ — 1) {ß~ -F 1) = 0 (mod.p) 
ist, so muss mindestens eine der beiden Zahlen 

— 1, <7 +1 

durch p theilbar sein ; cHe erstere ist es aber nicht, denn sonst wäi-e 
(j ^ =\ (mod.i)), 

was mit der Voraussetzung im Widerspruch ist, dass g zum Ex- 
ponenten p — 1 gehört; es ist daher stets 

p— 1 

g ^ = — 1 (mod.j>) 

und folgUch 

Ind. (-1)=^. 

Es verdient cndUch noch bemerkt zu werden, dass man die 
Indices, statt aus den Zahlen 0, 1, 2 . . . — 2), ebenso gut aus 

jedem andern vollständigen System iiicongruenter Zahlen in Be- 
zug auf den Modul p — 1 wählen kann ; die so eben bewiesenen 
Fundamentalsätzo erleiden dadurch nicht die geringste Aenderung. 

Man kann nun die Indiens benutzen, um eine Congruenz ersten 
Grades 

ax = b (mod. 2 >), 

die liier die Stelle eines Divisionsproblcms vertritt, mit Leichtigkeit 
aufzulösen; denn es muss offenbar 

Ind. X = Ind. b — Ind. a (mod. p — 1) 
sein. Ist also z. B. die Congruenz 

hx = Q (mod. 13) 
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zu lösen, so wird man, indem man wieder die primitive Wurzel 2 
zur Basis des Indexsystems wählt, 

Iiid. X = Ind. 6 — Ind. 5 =5 — Ü = 8 (mod. 12) 


und folglich 


X = 9 (möd. 13) 


finden. 

Diese Methode, Congrueuzen ersten Grades aufzulösen, scheint 
auf den ersten Blick nur dann anwendbar, wenn der Modul eine 
Primzahl ist; allein man kann leicht zeigen, dass jede beliebige 
Congruenz ersten Grades 

ax = b (mod. Ic), 

deren Modul eine zusammengesetzte Zahl ist, auf eine Kette von 
Congruenzen reducirt werden kann, deren Moduln Primzahlen 
sind. Wir können uns hierbei auf den Fall beschränken, in wel- 
chem a relative Primzahl gegen k ist. Man löse nun zuerst die 
Congruenz 


ax = b (mod. p), 

wo jp irgend eine in k = pk' aufgehende Primzahl ist, nach der 
neuen Methode, so erhält man ein Resultat von der Form 


X = u (mod. p) oder x = a -\-px', 
wo a/eine beliebige ganze Zahl ist; substituirt man diesen Ausdruck 
in die gegebene Congruenz, so nimmt sie die folgende Form an: 
paxf = b — au (mod. k). 

Da nun b — aa durch p theilbar, also von der Form b' p ist, so 
stimmen sämmtliche Wurzeln der vorstehenden Congruenz mit den 
sämmtlichen Wurzeln der Congruenz 

aaf = b' (mod. k') 

überein. Auf dieselbe Weise kann man nun fortfahren, indem man 
diese Congruenz zunächst nur in Bezug auf eine in k' aufgehende 
Primzahl p' löst, u. s. f.; man braucht dann zuletzt nur noch von 
der Wurzel der letzten dieser Congruenzen durch successive Sub- 
stitution zu der der ursprünglichen überzugehen. 


§. 31. 


Wir benutzen nun noch die Theorie der Indices, um auf sie 
die Theorie der binomischen Congruenzen für einen Primzahl- 
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modulus p zu stützen ; nach einer frühem Bemerkung kann man 
einer jeden solchen binomischen Congruenz die Form 

X" = D (mod. p) (1) 

geben, in welcher der Coefficient der Potenz der Unbekannten 
= 1 ist; da ferner der Fall, in welchem 2) = 0 (raod.p) und folg- 
lich auch a: = 0 (niod.j)), ohne Interesse ist, so schliessen wir den- 
selben aus. 

Bezeichnen wir nun zur Abkürzung die Indices von D und x 
resp. mit y und | (wenn irgend eine primitive Wurzel g von p zur 
Basis genommen ist), so reducirt sich die Auflösung der Congruenz 
(1) auf die Bestimmung aller Wurzeln | der Congruenz ersten 
Grades 

n| = y (mod.^ — 1); (2) 

denn oflFenbar entspricht jeder Wurzel der einen dieser beiden 
Congruenzen (1) und (2) auch stets eine und nur eine Wurzel der 
andern. 

Es sei jetzt d der grösste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen 
p — 1 und M, so ist (§. 22) die Congruenz (2) nur dann möglich, 
wenn die Bedingung 

y = 0 (mod. 8) (3) 

erfüllt ist, und dann hat sie d nach dem Modul p — l incongruente 
Wurzeln Wir schliessen hieraus unmittelbar den Satz; 

Ist d der grösste gemeinscha/tliehe Divisor des Grades n der 
Congruenz (1) und der Zahl p — 1, so ist diese Congruenz nur 
dann möglieh, wenn die Bedingung 

Ind. D = 0 (mod. S) (4) 

erfüllt ist, und dann besitzt sie ä nach dem Modul p incongruente 
Wurzeln x. 

Liegt z. B. die Congruenz 

a:® = 3 (mod. 13) 

vor, so ist 5 = 4; nehmen wir ferner die primitive Wurzel 2 als 
Basis für die Indices, so ist Ind. 3 — 4, also ist die Bedingung (4) 
erfüllt, und die vorgelegte Congruenz hat 4 nach dem Modul 13 
incongruente Wurzeln; um diese zu finden, bilden wir die Con- 
gruenz ersten Grades 

8 1 = 4 (mod. 12) oder 2 1 = 1 (mod. 3). 
und erhalten hieraus 

1 = 2 (mod. 3) 
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oder 

I = 2, oder 5, oder 8, oder 11 (mod. 12), 

folglich, indem wir zu diesen Indiens | die zugehörigen Zahlen 
suchen, 

X = 4, oder 6, oder 9, oder 7 (mod. 13). 

Da die Möglichkeit der binomischen Congruenz von der Wahl 
der primitiven Wurzel t/, auf welche sich die Indices y und | be- 
ziehen, nothwendig imabhängig sein muss, so wird das Kriterium, 
dass der Index y einer Zahl D durch einen Divisor ö der Zahl 
p — 1 theilbar sein muss, in eine von der Theorie der Indices un- 
abhängige Form gebracht werden können. Dies bestätigt sich auf 
folgende Weise. Sobald in Bezug auf irgend eine Basis g der Index 
y der Zahl D durch den Divisor 8 von p — 1 theilbar, also von der 
Form h 8 ist, so haben wir die Congruenz 

D = g'^’f (mod. p) 
und hieraus durch Potenzirung 

D~^ = = 1 (mod. p); 

und umgekehrt, sobald die Zahl D dieser Bedingung 

p— I 

= 1 (mod. p) 

genügt, muss der in Bezug auf eine beliebige Basis g genommene 
Index y der Zahl D durch 8 theübar sein; denn es sei 
B = g’>f (mod. p), 

so folgt hieraus 

1 (mod. p), 

und da g eine primitive Wurzel, d. h. eine zum Exponenten p — 1 
gehörende Zahl ist, so muss der Exponent durch p — 1 , und folg- 
lich der Index y durch 8 theilbar sein. 

Nachdem das ursprüngliche Kriterium so umgeformt ist, kön- 
nen wir unsern Satz in folgender Weise unabhängig von der 
Theorie der Indices aussprechen: 

Ist 8 der grösste gemeinschuf fliehe Divisor der Zahlen n tmd 
P — 1, so hat die Congruenz 

X" = D (mod. p), (1) 

genau 8 incongrxKnte Wxirzeln, oder gar kchie,je nachdem die Zahl 
D der Bedingung 
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p-i 

D~^ = 1 (mod. p) (5) 

gcnüfft oder nicM genügt. 

Don speciellen Fall, in welchem 8 = n und B = \ ist, haben 
wir schon früher (§. 27) auf anderm Wege bewiesen; cs würde 
nicht schwer sein, aus den dort angewandten Principien auch den 
allgemeinen Satz abzuleiten, ohne die Theorie der Indices zu Hülfe 
zu rufen; doch überlassen wir der Kürze halber diese Untersuchung 
dem Leser. 

Wir können nun auch noch die Frage aufstellen: wenn der 
Grad n der Congruenz (1) gegeben ist, wie viele incongruente 
Zahlen D existiren, für welche die Congruenz (1) möglich ist? 
Hierauf liefert der Satz selbst sogleich die Antwort, denn diese 
Zahlen B sind ja die sämmtlichen Wurzeln der binomischen Con- 
gruenz 

i>~r 

x~^ = 1 (mod. p ) ; 

der grösste gemeinschaftliche Divisor des Exponenten (p — 1):(J 
und der Zahl p — 1 ist in diesem Falle der Exponent {p — l):d 
selbst, und da das Kriterium für die Möglichkeit offenbar erfüllt 
ist, so ist also die Anzahl aller incongruenten Zahlen Z), für welche 
die Congruenz (1) möglich ist, genau = {p — l):d. Man nennt 
solche Zahlen 2), welche einer nten Potenz einer Zahl congruent 
sind, kurz nie Potenzreste, und wii’ können daher sagen: 

Bie Anzahl edler nten Potenzreste ist = (p — 1) : d i wo ö den 
grössten gemeinschaftlichen Bivisor der ZaMen 'n md p — 1 6c- 
zeichnet. 

Man findet dieselben offenbar, wenn man alle incongruenten 
Zahlen zur «ten Potenz erhebt und deren Reste bildet. Wenn 
r» = 2, 3, 4 ist, so nennt man diese Zahlen resp. quadratische, cu- 
hische, hiquadratische Beste. Mit der Theorie der erstem, welche 
für sich allein schon eine grosse Ausdehnung besitzt, werden wir 
uns nun im Folgenden ausführlich beschäftigen. 
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Von den quadratischen Resten. 


§. 32 . 

Wir behandeln im Folgenden ausführlich die Theorie der 
Congruenzen von der Form 

x‘‘ = D (mod.Ä:), (1) 

in welcher wir stets D als relative Primzahl gegen den Modul h 
voraussetzen. Es würde sich leicht zeigen lassen, dass jede be- 
liebige Congruenz zweiten Grades auf diesen Fall zurückgefiihrt 
werden kann; doch wollen wir uns dabei nicht auf halten. So oft 
nun die Congruenz (1) möglich ist, d. h. so oft sie Wurzeln hat, 
heisst die Zahl D quadratischer Rest der Zahl h\ im entgegen- 
gesetzten Fall heisst J) quadratischer Richtrest der Zahl k. Man 
lässt auch häufig, wenn kein Missverständniss zu befurchten ist, 
das Beiwort „quadratisch“ fort und nennt kurz die Zahl D Rest 
oder Nichtrest von k, je nachdem die Congruenz (1) möglich ist 
oder nicht. Unmittelbar leuchtet hieraus ein, dass zwei nach dem 
Modul k congruente Zahlen entweder beide Reste von k, oder beide 
Nichtreste von k sind; d. h. alle in einer und derselben Classe ent- 
haltenen Zahlen haben denselben Charakter; je nachdem eine von 
ihnen Rest oder Nichtrest des Modul k ist, sind sie alle Reste oder 
alle Nichtreste von k. 
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Die Theorie der quadratischen Reste zerfallt nun in zwei 
Haupttheile; man kann nämlich einmal die Frage aufwerfen; 

Wenn der Modul k gegeben ist, welches sind dann die sämmt- 
lichen incongruenten quadratischen Reste von h? und wie viele 
Wurzeln hat die einer jeden dieser Zahlen entsprechende Congruenz? 

Bei weitem schwieriger ist aber die Beantwortung der folgen- 
den zweiten Hauptfrage: 

Wenn die Zahl D gegeben ist, welches sind dann die Moduln 
k, für welche die Congruenz (1) möglich ist, d. h. welches sind die 
Zahlen k, von denen die gegebene Zahl JD quadratischer Rest ist? 


§• 33. 

Wir beschäftigen uns zuerst mit der ersten Frage und be- 
ginnen die Untersuchung mit dem einfachsten Falle, mit dem näm- 
lich , wo der Modul eine ungerade Primzahl jg ist (der Fall p = 2 
erledigt sich unmittelbar durch die Bemerkung, dass jede ungerade 
Zahl = also quadratischer Rest von 2 ist). Hier erhalten wir 
die vollständige Antwort sogleich durch die vorhei'gehende Theorie 
der binomischen Congruenzen (§. 31). In unserm Falle ist nämlich 
w = 2 der Grad der binomischen Congruenz, und da jp — 1 gerade 
ist, so ist d = 2 der grösste gemeinschaftliche Divisor von n und 
p — 1 ; die Congruenz 

X* = D (mod. p) 

ist daher stets imd nur dann möglich, wenn 

P — ^ 

D 2 = 1 (mod. p), 

und zwar hat sie jedesmal zwei incongruente Wurzeln; es giebt 
l(p — 1) quadratische Reste, und folglich, da die Anzahl aller in- 
congruenten und durch p nicht theilbaren Zahlen gleich p — 1 ist, 
auch l(p — 1) Nichtreste von p. Da ferner nach dem Fermat’- 
schen Satze 

— 1 = (D^ — 1) (D^ -f 1) = 0 (mod. p) 
ist, so folgt, dass 

p — ^ 

i) * = — 1 (mod. p) 

sein muss, so oft D ein Nichtrest von p ist. Je nachdem also 
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D * = + 1 oder = — 1 ist, ist Z) ein Rest oder Nichtrest von p. 
Nennt man die Eigenschaft einer Zahl D, Rest oder Nichtrest von 
p zu sein, iliren Charakter, so ist derselbe also durch dieses Kri- 
terium vollständig bestimmt*). 

Es lässt sich indessen auch ganz elementar beweisen, dass 
die Anzahl sowohl der Reste als auch der Nichtreste = l(p — 1) 
ist Quadrirt man nämlich die — 1) Zahlen 


so sind die Quadrate sämmtlich incongruent; denn sind r und s 
zwei verschiedene dieser Zahlen, so ist die Differenz ihrer Quadrate 


r* — s* = (r + s) (r — s) 

nicht theilbar durch p, da die Factoren r + s und r s kleiner als 
p sind. Diese \(p — 1) Quadrate geben also wirftlch 
incongruente quadratische Reste; dagegen liefern die Quadrate der 
folgenden Zahlen 


p + l 

2 ’ 


P + 3 
2 


• • • (p— 1) 


dieselben Reste wieder; denn es ist allgemein 

(p — r)* = p* — 2 rp + r® = r* (mod. p). 

Also ist |(p — 1) die Anzahl aller quadratischen Reste, und folg- 
lich auch die der quadratischen Nichtreste. 

Da ein Product aus mehreren Factoren, die nicht durch p 
theilbar sind, dieselbe Eigenschaft liat, so kann man nach dem 
Charakter des Productes fragen, wenn die Charaktere der Factoren 
gegeben sind. Beschränken wir uns zunächst auf zwei Factoren, 
so sind folgende drei Fälle zu unterscheiden. 

I. Das Product aus zwei Resten ist wieder ein Rest; denn 
sind a und a' Reste, so giebt es Zahlen x, a/ von der Beschaffen- 
heit, dass a = (mod. p), a! = (mod. p); hieraus folgt aber 
aa' = {xaiy (mod.p), d. h. aa' ist Rest von p. 

II. Das Product a,us einem Rest und einem Nichtrest ist ein 
Nichtrest. Denn wenn wir ein vollständiges System incongruenter 


*) Dies Kriterium rührt wesentlich von Euler her; man vergl. z. B. die 
Abhandlung Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta, Nov. , 
Comm. Petrop. VII, p. 49; aber es ist mir nicht geglückt, in seinen zahl- 
reichen Arbeiten über diesen Gegenstand eine Stelle aulzulinden, wo dasselbe 
in voller Schärfe ausgesprochen wäre. 
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und durcli p nicht tlioilbarer Zahlen bilden, so zerfällt dasselbe in 
zwei Gruppen, deren eine — 1) Reste — wir wollen sie all- 
gemein mit « bezeichnen — und deren zweite J (p — 1) Nichtreste 
ß enthält. Multiplicirt man nun alle diese Zahlen a und ß mit 
einem Reste a, so bilden die Producte a« und aß wieder ein voll- 
ständiges System incongruenter (durch p nicht theilbarer) Zahlen, 
welches also wieder \(p — 1) Reste und \(p — 1) Nichtreste ent- 
hält. In der That sind nun (nach I.) die Producte au sämmtlich 
wieder Reste; es müssen daher die anderen \(p — 1) Producte aß 
sämmtlich Nichtreste sein; also ist das Product aus jedem Rest a 
und jedem Nichtrest ß ein Nichtrest. 

III. Das Product aus zwei Nichtresten ist ein Rest. Denn 
bildet man wieder das System der Reste a und Nichtreste ß, und 
multiplicirt dieselben mit einem Nichtrestc b, so sind die Producte 
bn (nach II.) sämmtlich Nichtreste; folglich müssen die übrigen 
I (P — 1) Producte b ß sämmtlich Reste sein. 

Man kann diese wichtigen Sätze offenbar in den folgenden 
einen zusammenfassen: 


Ein Product aus beliebig vielen durch die Primzahl p nicht 
theilbaren Zahlen ist Pest oder Nichtrest von p, je nachdem die An- 
zahl der Nichtreste, welche sich unter den Factoren finden , gerade 
oder ungerade ist. 

Dieser Satz ergiebt sich auch unmittelbar aus dem oben auf- 
gestellten Kriterium für den Charakter einer Zahl; denn da 


r— 1 


p—i p-i p— 1 


(dbc . . .) 


= a 


ist, so wird 


p— > 

(abc . . .) ^ = + 1 oder = — 1 (mod. p) 


P— 1 

sein, je nachdem die Anzahl der Factoren o*, b ^ , c®..., 
welche = — 1 sind, eine gerade oder ungerade ist. 

Man kann diesen Satz in Form einer Gleichung ausdrücken, 
wenn man sich eines von Legendre*) in die Zahlentheorie einge- 
führten Zeichens bedient, welches in allen folgenden Untersuchungen 
eine grosse Rolle spielt. Legendre bezeichnet nämlich durch das 
Symbol 

(f) 


I 


') Theorie des Nomhres, 3““ ed. Tom. T. p. 197. 
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die positive oder negative Einheit, je naclidem die durch die Prim- 
zahl p nicht theilbare Zalil m quadratischer Rest oder Nichtrest 
von p ist; es ist daher stets 

= mV = (^^)(mod.p). 

Den Satz über den Charakter eines Productes kann man dann 
ofifenbar durch die folgende Gleichung ausdrücken: 

(=f") = (|)(f )(?)•■• 

Es leuchtet ferner ein, dass, sobald m = n (mod. p), auch 

(f)=(?) 

sein wird. 


§. 34. 

Es ist nun interessant zu sehen, dass die soeben gewonnenen 
Sätze, welche zum Theil als Resultate einer ausgedehnten Theorie, 
wie der der binomischen Congruenzen, erscheinen, sich aus den ersten 
Principien auf einem ganz elementaren Wege ableiten lassen, der 
zugleich einen neuen Beweis des Wilson’schen und Fermat’schen 
Satzes liefern wird. 

Es sei D irgend eine durch die (ungerade) Primzahl p nicht 
theilbare Zahl, und r irgend eine der Zahlen 

1, 2, 3...(p-l); (1) 

dann existirt in derselben Reihe stets eine und nur eine Zahl s 
von der Beschaffenheit, dass 

rs = D (mod. p) 

ist; denn diese Zahl s ist ja die Wurzel der Congruenz ersten 
Grades rx ~ D (mod. p); je zwei solche Zahlen r und s der Reihe 
(1), deren Product = J) ist, wollen wir zusammengehörige Zahlen 
nennen; offenbar ist durch eine dieser beiden Zahlen die andere 
ebenfalls bestimmt. Identisch können diese beiden Zahlen nur dann 
werden, wenn die Congruenz 

X* = D (mod. p) (2) 

möglich ist Danach theilen wir unsere Untersuchung in zwei 
Fälle ein. 
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Erstens: Die Congruenz ( 2 ) ist unmöglich. — Dann sind also 
je zwei zusammengehörige Zahlen von einander verschieden, und 
da zwei solche Paare stets identisch sind, sobald sie nur eine ge- 
meinschaftliche Zahl haben, so zerfallen die sämmtlichen p — 1 
Zahlen ( 1 ) in ^(p — 1 ) solche Paare zusammengehöriger Zahlen, 
und folglich ist ihr Product 

p— 1 

1.2.3...(p — 1 ) = I )2 (mod. p). (3) 

Zweitens: Die Congruenz ( 2 ) ist möglich. — Dann existirt also 
auch in der Reihe ( 1 ) mindestens eine Zahl ^ von der Beschaffen- 
heit, dass = D; sehen wir zu, ob ausser q in der Reihe ( 1 ) 
noch eine solche Zahl 6 existirt; dann muss 02 = ^ 2 ^ folglich 
(<5 — q) (ö q) durch p theilbar sein ; da wir 6 verschieden von q 

voraussetzen , so ist ö — q nicht theilbar durch p , folglich muss 
tf ^ theilbar durch p, also 6 — p — q sein; und in der That ist 
wirklich (p — p)* = X). Trennen wir nun diese beiden (wirklich 
ungleichen) Zahlen q und 0 = p — 9 , deren Product = — p* 
= — X) ist, von den übrigen der Reihe ( 1 ), so zerfallen die letztem 
in I (p — 3) Paare zusammengehöriger Zahlen von der Beschaffen- 
heit, dass jedes Paar aus zwei verschiedenen Zahlen besteht. Dem- 
nach ist in diesem Fall das Product aller Zahlen der Reihe ( 1 ): 

p — 1 

1.2.3...(p — 1) = — X)^ (mod. p). (4) 

Nun giebt es aber einen Fall, in welchem die Congruenz ( 2 ) 
stets möglich ist, nämlich den, in welchem X> = 1 = P; wir er- 
halten daher zunächst aus (4) den Satz von Wilson: 

1 . 2 . 3 . . . (p — 1) = — 1 (mod. p), (5) 

und substituiren wir dies in die Congruenzen (3) und (4), so er- 
halten wir das Resultat, dass 

X) 2 = 1 oder = — 1 (mod. p) 

ist, je nachdem die Congruenz (2) möglich oder nicht möglich ist. 
Da endlich ein dritter Fall nicht existiren kann, so erhalten wir 
allgemein 

I)p-^ = (X) * )2 = (+ 1)2 = -f 1 (mod. p), 
also den Satz von Fermat 

Durch diese einfache Betrachtung sind wir also sogleich bis 
zu denselben Sätzen in der Theorie der quadratischen Reste ge- 
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langt welche vorher aus der allgemeinen Theorie der binomischen 
Congruenzen abgeleitet waren. 


§. 35 . 

Wir wenden uns jetzt zu der Untersuchung des Falls, in wel- 
chem der Modul h der quadratischen Congruenz 
= D (mod. fc) 

die Potenz einer Primzahl jy ist; dabei müssen wir den Fall, in 
welchem p = 2, gesondert von den übrigen behandeln, in welchen 
p eine ungerade Primzahl ist*). 

Ist zunächst j) eine ungerade Primzahl, und k = p^ , wo x 
irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, und nehmen wir an, die 
Congruenz 

X* = D (mod. p^) (1) 

sei möglich, so überzeugt man sich leicht, dass sie im Ganzen zwei 
incongruente Wurzeln hat; denn ist « eine bestimmte, und x irgend 
eine Wurzel, so muss 

x^ — «^ = (x — a) (x -{-«) = 0 (mod. p'*) 
sein; von den beiden Factoren x — a und x-\-a ist aber nur einer 
durch p thoilbar; denn wären beide durch p theilbar, so wäre auch 
ihre Differenz 2 a, und folglich auch a durch p theilbar, was nicht 
der FaU ist da Nvir D = als nicht theilbar durch p vorausge- 
setzt haben. Da also einer der beiden Factoren relative Primzahl 
gegen p’» ist so muss der andere für sich allein durch p" theilbar 
sein. Es ist daher entweder - 

X = a (mod. p’^), oder x = — « (mod. p"); 
also hat die Congracnz (1) entweder gar keine Wurzel, oder sie 
hat zwei incongruente Wurzeln « und — a. 

Es ist nun noch zu entscheiden, wann das Eine, wann das An- 
dere Statt finden wird. Da nun jede Wurzel « der Congruenz (1) 
auch eine Wurzel der Congruenz 

x'‘ = D (mod. p) (2) 

ist, so leuchtet ein, dass die Congruenz (1) nur dann möglich ist 
wenn D quadratischer Rest von p ist; es fragt sich daher nur, ob 

*) Die nachfolgenden Resultate lassen sich auch aus dem in §. 145 be- 
wiesenen Satze ableiten. 
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auch umgekehrt, wenn D quadratischer Rest von p ist, liieraus die 
Möglichkeit der Congruenz (1) folgt. Um dies zu zeigen, brauchen 
wir nur nachzuweisen, dass, sobald die Congruenz (2) eine Wurzel 
a besitzt (also D quadratischer Rest von p ist) , liieraus sich eine 
Wurzel der Congruenz (1) ableiten lässt, welche = « (mod. ist; 
und da Aehnliches von jeder Congruenz = D (mod. h) gilt, wo 
D stets dieselbe Zahl, h aber irgend eine Potenz der Primzahl p 
ist, so braucht man nur zu zeigen, dass aus einer Wurzel « der 
Congruenz (1) sich eine Wurzel der Congruenz 

= D (mod. (3) 

ableiten lässt, welche = a (mod. p^) ist. Es sei daher 
01 ^ = D (mod. p^) oder — D — hp^, 
so setzen wir 

X = a-{-p'"y, 

woraus 

x^ — D = hp^ -|- 2 ap^ y p^'^ = p^ (h 2 ay) (mod. p^+^) 

folgt; damit nun x‘^ = D (mod. werde, braucht y nur so be- 
stimmt zu werden, dass 

= — h (mod. p) 

werde; da nun D, folglich auch a und also, da p ungerade ist, 
auch 2 a eine durch p nicht theilbare Zahl ist, so lässt sich y stets 
so wählen, dass es dieser Congruenz ersten Grades genügt. Wir 
sehen also, dass aus der Möglichkeit der Congruenz (l) auch stets 
die Möglichkeit der Congruenz (3) folgt ; durch dieselbe wiederholt 
angewendete Schlussweise ergiebt sich also auch, dass aus der 
Mögliclikeit der Congruenz (2) stets die der Congruenz (1) folgt, 
und wir haben auch eine Methode gefunden, um aus einer Wurzel 
der Congruenz x'^ = D für den Modul p successive eine Wurzel 
derselben Congruenz für die Moduln p^^ p^ ... p^ zu gewinnen. 
Wir haben mithin folgendes Resultat: 

Ist p eine migerade Primzahl^ und D eine durch p nicht theil- 
bare Zahl., so ist für die Mögliclikeit der Congruenz 

x"^ = D (mod. p'^) 
erforderlich und hinreichend., dass 



d. h. dass D quadratischer Rest von p sei ; sobald diese Bedingung 

erfüUt ist, besitzt die vor gelegte Congruenz zwei incongruerde Wur- 

» 

Dirichlet, Zalileotbeorlc. 6 
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sein ce und — a, welche gefunden werden "können^ sobald man eine 
Wur:sel der Congruenz 

= JD (mod. jp) 

gefunden hat 


§. 36. 

Wir gehen nun zu dem besondern Fall über, in welchem der 
Modul k eine Potenz der Primzahl 2 ist, so dass also D irgend 
eine ungerade Zalü bedeutet Betrachten wir zunächst die Con- 
gruenz 

x^ = D (mod. 4), 

so erkennt man leicht, dass dieselbe stets und nur dann möglich 
ist, wenn 

Z) = 1 (mod. 4) 

ist. Denn ist die Congruenz möglich, so ist x jedenfalls ungerade, 
und das Quadrat von x — 2n-{-\ ist 4w* + 4w -{- 1 = 1 (mod. 4) ; 
umgekehrt, ist Z> = 1 (mod. 4), so hat die Congruenz offenbar die 
beiden incongruenten Wurzeln x =\ und x = — 1 (mod. 4). 
Gehen wir nun zu der Congruenz 

= 2) (mod. 8) 

über, so leuchtet ein, da das Quadrat einer jeden ungeraden Zahl 
4wil gleich 16w* + 8w-|-l = l (mod. 8) ist, dass diese Con- 
gruenz nur dann möglich ist, wenn 

7) = 1 (mod. 8) 

ist; und umgekehrt, sobald diese Bedingung erfüllt ist, hat die 
Congruenz die vier incongruenten Wurzeln a; = 1, a; = 3, a; = 5, 
X = 7. 

Betrachten wir jetzt die Congruenz 

x^ = D (mod. 2^), 

« 

wo 3T ^ 3 ist, so kann diese Congruenz nur dann möglich sein, 
wenn die Congruenz 

x^ = D (mod. 8) 

möglich ist; es ist daher erforderlich, dass 

D = l (mod. 8) 

sei. Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dass diese Bedingung 
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auch hinreicht, und dass dann die Congruenz stets 4 incongruente 
Wurzeln hat. Nehmen wir nämlich an, dies sei für den Modul 
2'' schon bewiesen, so können wtt zeigen, dass dasselbe auch für 
den Modul 2’*+^ gilt. Es sei nämlich « eine Wurzel der Con- 
gruenz 

a:* = Z) (mod. 2") 

also 

a* — D = A.2^ 

so setzen wir 

X — a 2”-^ .y\ 

dann wird 

x'^ — D = h.2^-\-2” .ay + 

Da nlln « ^ 3, so ist 2 ä — 2 ^ nt 4- 1, folglich 
•= X* — 2) = 2”(h-\-uy) (mod. 2"+i). 

Damit also x^ — D durch 2’*+' theilbar werde, braucht man nur y 
so zu wählen, dass 

ccy = — h (mod. 2) 

werde. Dies ist aber stets möglich, da « eine ungerade Zahl ist; 
also folgt aus der Möglichkeit der Congruenz 
x‘‘ = Z)J(mod. 2"), 

wo Ä ^ 3 ist, stets die Möglichkeit der Congruenz 
X* = 2) (mod. 2’'+*). 

Wir schliessen hieraus zunächst das folgende Resultat: 

Damit die Congruenz 

x^ = D (mod. 2"), 

in welcher jz ^ 3 ist, Wurzeln habe, ist erforderlich und hin- 
reichend, dass 

D = 1 (mod. 8) 


Ist nun « eine Wurzel dieser Congruenz — und eine solche 
kann immer nach der obigen Methode gefunden werden — , so 
muss, wenn x irgend eine Wurzel derselben Congruenz bezeichnet, 
X* — «* = (x — cc) (x-f «) = 0 (mod. 2") 
sein. Da ferner « sowohl wie x ungerade Zahlen sein müssen, so 
sind die beiden Factoren x — a und x -)- « gerade Zahlen , und 
dann muss 

—2 — = 0 (mod. 2"-ä) 
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sein. Da nun die DiiBfereiiz der beiden Factoren l(x — a) und 
eine ungerade Zahl ist, so muss einer von ihnen ungerade, und 
der andere folglich tlieilbar durch sein. Dies giebt folgende 
Fälle : 

X = Ci (mod. 2^“^) oder x = — a (mod. 
und diese liefern wieder folgende vier Fälle : 

X = a (mod. 2^); x = a-1-2^“^ (mod. 2^); 

X = — « (mod. 2^); x = — (a-f- 2^~^)(mod. 2^). 

Und umgekehrt überzeugt man sich leicht, dass jede dieser vier 
in Bezug auf den Modul 2^ incongruenten Zahlen der Congruenz 
genügt. • 

Wir fassen die ganze Untersuchung in folgendem Satze zu- 
sammen : 

Die Conyriiens 

x^ = D (mod. 2”) 

ist stets mÖ(jlich^ tvenn ä = 1, tmd hat dann eine Wurzel; sie ist, 
wenn x = 2, stets tind nur dann möglich , ivenn D = l {mod. 4 ) 
und sie hat dann zwei Wurzeln; sie ist, wenn jr ^ 3, stets und nur 
dann möglich, wenn D = \ {mod. 8) ist, und zwar hat sie dann 
vier Wurzeln. 


§. 37. 

Es ist jetzt leicht, die Möglichkeit und die Anzahl der Wur- 
zeln der Congruenz x^ = D für einen beliebigen Modulus zu be- 
urtheilen, der relative Primzahl zu D ist Wir führen diese Unter- 
suchung ganz allgemein in folgender Weise. 

Es seien a, b, c . . . relative Primzahlen zu einander, und 

f{x) = 0 (mod. ahc . . .) (1) 

eine beliebige zur Auflösung vorgelegte Congruenz, so lässt die- 
selbe sich stets auf die vollständige Auflösung der Congruenzen 

f{x) = 0 (mod. a) 1 
f{x) = 0 (mod. b) i 

/(a;) = 0 (mod. c) J 

u. s. w. 


( 2 ) 
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zurückfuhren. Zunächst leuchtet ein, dass jede Wurzel x der Con- 
gruenz (1) auch allen Congruenzen (2) genügen muss; es wird da- 
her die Congruenz (1) unmöglich sein, wenn dies mit irgend einer 
der Congruenzen (2) der Fall ist. Umgekehrt, ist a irgend eine 
Wurzel der Congruenz f(x) = 0 (mod. a), ebenso ß irgend eine' 
Wurzel der Congruenz f(x) = 0 (mod. i), y eine Wurzel der Con- 
gruenz f(x) = 0 (mod. c) u. s. w., so hestimme m.an (nach §. 25) 
eine Zahl x durch das System von Congruenzen 


X = a (mod. a) 1 
X = ß (mod. b) • 

X = y (mod. c) J 
u. s. w., 

so wird 

f(x) = /(«) = 0 (mod. a) 
/(a:) = f{ß) = 0 (mod. b) 
f(x) =/(y) = 0 (mod. c) 
u. s. w. 


( 3 ) 


und folglich, da, a, b, c . . . relative Primz.ahlen zu einander sind, 
auch 

f(x) s 0 (mod. abc . . .), 

d. h. jede dem System (3) genügende Zahl^ist eine Wurzel der 
vorgelegten Congruenz (1). Da nun (nach §. 25) dem System (3) 
unendlich viele Zahlen x genügen, welche aber alle nach dem Modul 
abc .. . einander congruent sind, so liefert das System (3) eine 
und nur eine Wurzel x der Congruenz (1). Ist nun 

X die Anzahl aller incongruenten Wurzeln a (mod. a) 
n „ V „ r ß (mod. 5) 

T, » n n ^ (m (d. 

u. s. w. 


so kann man im Ganzen Xfiv . . . verschiedene Systeme (3) bilden, 
welchen (nach §. 25) ebensoviele verscliiedene Wurzeln der Con- 
gruenz (1) entsprechen; und andere Wurzeln kann diese letztere 
nicht besitzen, weil, wie schon oben bemerkt ist, jede bestimmte 
Wurzel^ der Congruenz (1) auch Wurzel aller Congruenzen (2) 
und folglich einem bestimmten a (mod. a ) , einem bestimmten 
ß (mod. b), einem bestimmten y (mod. c) u. s. f. congruent sein 
muss. Mithin ist die Anzahl aller nach dem Modul a&c ... in- 
congruenten Wurzeln der vorgelegten Congruenz = Ifiv . . . 
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Mit Hülfe dieses allgemeinen Resultates sind wir im Stande 
zu beurtheilen, ob die Congruenz 

= B (mod. Ä:), 

in welcher B und h relative Primzahlen sind , möglich , und wie 
gross die Anzahl tf ihrer incongrueuten Wurzeln ist. Bedeutet p 
jede beliebige in dem Modul (also nicht in B) aufgehende unge- 
rade Primzahl, so ist erforderlich, dass 



sei; ist diese Bedingung erfüllt, so hat die Congruenz x"* = B 
in Bezug auf jeden Modulus von der Form genau zwei incon- 
gruente Wurzeln. Ist daher der Modul Ä ungerade, und g die An- 
zahl der von einander verscliiedenen in h aufgehenden Primzahlen 
p, so ist 

ö = 2,“. 

Dasselbe ist der Fall, wenn der Modulus h das Doppelte einer 
ungeraden Zahl ist; denn die Congruenz x'‘ = B (mod. 2J hat stets 
eine und nur eine Wurzel. 

Ist aber h das Vierfache einer ungeraden Zahl, so ist ausser 
den früheren fi Bedingungen noch erforderlich, dass D = 1 (mod. 4) 
sei ; da alsdann die Congruenz x“^ = B (mod. 4) zwei Wurzeln be- 
sitzt, so ist 

ö = 2,«+'. 

Ist endlich /.; = 0 (mod. 8), so ist ausser den früheren p Be- 
dingungen noch erforderlich, dass B = 1 (mod. 8) sei; da dann 
die Congruenz x^ ~ B (mod. 2'*), wo ^ 3, stets vier Wurzeln 
üat, so ist in diesem Fall 

ö = 2,“+2. 


§. 38. 


Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, wollen wir noch eine 
Anwendung von dem soeben gewonnenen Resultate auf eine Ver- 
allgemeinerung des Wilsou’schen Satzes (§. 27) machen. Setzen 
wir B = 1, so ergiebt sich, dass die Congruenz 

x'^ = 1 (mod. /;) (1) 
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für jeden Modul h möglich ist; die Anzahl ö ihrer WuAeln ist 
= 1, wenn Ä = 1 oder Ä = 2; sie ist = 2, wenn h eine Potenz 
einer ungeraden Primzahl oder das Doppelte einer solchen Potenz 
oder = 4 ist; in allen übrigen Fällen ist tf durch 4 theilbar. 
Schliessen wir die Fälle k = l und k = 2 aus , so zerfallen die 
6 Wurzeln in |(J Paare von Wurzeln p und — p; denn mit p ist 
gleichzeitig auch — p eine Wurzel, und da p relative Primzahl zu 
k, und folglich 2 p nicht =0 (mod. i) sein kann, so sind je 
zwei solche Wurzeln p und — p auch incongruent. Das Product 
p X ( — p) = — p® zweier solcher Wurzeln ist = — 1, und folg- 
lich ist das Product aller ö Wurzeln = -f- 1 oder — 1, je nach- 
dem 0 durch 4 theilbar ist oder nicht. 

Unter den <p(k) Zahlen z, welche nicht grösser als k und re- 
lative Primzahlen zu k sind , finden sich zunächst die ö Wurzeln 
der Congruenz(l); die übrigen (7;) — <J dieser Zahlen ^ (wenn noch 
solche vorhanden sind) lassen sich in Paare von je zwei solchen 
Zahlen r und s zerlegen, deren Product rs = 1 ist; denn zu jeder 
Zahl r gehört (nach §. 22) eine solche Zahl s und nur eine, und 
ausserdem kann s nicht = r sein, weil sonst r“ = 1 , und folglich 
r eine der ö Wurzeln der Congruenz (1) wäre. Mithin ist auch 
das Product aller dieser (p{k) — ö Zahlen = 1. 

Multiplicirt man daher alle <p(k) Zahlen s mit einander, so 
wird das Product = — 1 , wenn k Potenz einer ungeraden Prim- 
zahl oder das Doppelte einer solchen Potenz oder = 4 ist, in allen 
übrigen Fällen aber = -|- 1. (In den beiden ausgeschlossenen 
Fällen k = l und k = 2 ist <p{k) — 1, und die einzige Zahl 
Ä = i 1.) Dies ist der verallgemeinerte Wilson’sche Satz*). 


§. 39. 

Nachdem in den vorhergehenden Paragraphen die erste der 
beiden in §.32 aufgeworfenen Fragen ihre vollständige Beant- 
wortung gefunden hat, wenden wir uns jetzt zu der zweiten un- 
gleich interessanteren, aber auch schwierigem Aufgabe: 

Alle Moduln k zu finden , von welchen eine gegebene Zahl D 
quadratischer liest ist. 

*) Gauss: D. A. art. 76. 


Digitized by Google 



88 


Dritter Abschnitt. 


Bovor wir zu der Lösung derselben übergehen, wollen wir er- 
wähnen, dass mau häufig, namentlich in den älteren Schriften, eine 
andere Ausdrucksweise vorfindet. Die Moduln h, für w'elche eine 
Congrueuz f(x) = 0(iüod.]c) möglich ist, nennt man äuch. Divisoren 
der Form /(z:), weil es Zahlen x giebt, für welche die Form f(x) 
durch einen solchen Modul k theilbar wird; die von uns gesuchten 
Zahlen k sind daher die Divisoren der P'orm x^ — Z); sie stimmen 
vollständig überein mit den Divisoren der Fortn P — Z)m’, in 
welcher t, u zwei unbestimmte ganze Zahlen bedeuten, die aber 
immer relative Primzahlen zu einander sein müssen. Dass wirk- 
lich jeder Divisor der Form x^ — D auch ein Dimor der Form 
P — Du"^ ist, leuchtet unmittelbar ein, da die letztere in die er- 
stere übergeht, wenn man t — x, u — \ setzt. Umgekehrt, ist 
k Divisor der Form P — Dm’, so ist u jedenfalls relative Prim- 
zahl zu k (denn ginge irgend eine Primzahl gleichzeitig in k und 
u auf, so müsste sie auch in P und folglich auch in t aufgehen, 
gegen die Voraussetzung, dass (, u relative Primzahlen sind), und 
man kann folglich eine Zahl x finden, welche der Congruenz 
ux = t (mod. k) genügt; da nun P — Dm’ = 0 (mod. Ä), so ist 
auch M’(a:* — D) = 0 (mod. k) und folglich, da m’ relative Prim- 
zahl zu k ist, auch x’ — D = 0 (mod. k), d. h. jeder Divisor k 
der Form P — D«’, in welcher t und m relative Primzahlen zu 
einander sind, ist auch Divisor der Form x’ — D. 

Das allgemeine Problem wird daher häufig auch so ausge- 
drückt: es sollen alle Divisoren der Form P — Dm’ gefunden 
werden, in welcher D eine gegebene , t und m dagegen zwei unbe- 
stimmte ganze Zahlen bedeuten, die relative Primzahlen zu ein- 
ander sind. 

Wir beschränken uns auch hier auf solche (immer mit posi- 
iivem Vorzeichen genommene) Moduln A:, die relative Primzahlen 
zu D sind; da ferner nach den vorhergehenden Untersuchungen 
die Möglichkeit der Congruenz x’ ~ D (mod. A) nur von der Be- 
schaffenheit der in A aufgehenden Primzahlen abhängt und für 
einen Modul von der Form 2'* immer leicht beurtheilt werden 
kann, so kommt es nur darauf an, alle ungeraden (in D nicht auf- 
gehenden) Primzahlen p zu finden, von welchen D quadratischer 
Rest ist. Bedenken wir ferner, dass (nach §. 33) der quadratische 
Charakter einer Zahl D in Bezug auf einen solchen Modulus x> 
nur von den in D enthaltenen b’aetoren abhängt, so werden wir 
in letzter Instanz auf folgendes Problem geführt: 
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Alle ungeraden Primeahlen p zu finden, für welche irgend eine 
der drei Congrucyizcn 

x> = — 1, X* = 2, = q (mod. p) 

möglich ist, wo q irgend eine gegebene positive ungerade Primzahl 
bedeutet. 

§. 40. 

Die Auffindung aller ungeraden Primzahlen p , für welche die 
Congruenz 

x’ ~ — 1 (mod.jp) 

möglich ist, bietet keine Schwierigkeit mehr dar. Denn da (nach 
§. 33) allgemein 

(y) = dV (mod. p) 
ist, so erhält man specicll 

(^) = (— 1)^ (mod. p) 

und folglich auch 

In Worten lautet dieser wichtige Satz*) folgendermaassen: 
Die Zahl — 1 ist quadratischer Rest aller Primzahlen von der 
Form 4 w -f- 1 , dagegen quadratischer Nichtrest aller Primzahlen 
von der Form 4 « 3. 

Dasselbe Kesultat erhält man auch auf folgendem Wege. Ist 
die Congruenz x’ = — 1 (mod. p) möglich, und x eine Wurzel 
derselben, so folgt hieraus durcli Potenzirung 

P — t 

= ( — 1) a (mod. 

p — I 

und hieraus (nach dem Fermat’schen Satze §. 19) ( — 1) a =1 
also |) = 4n + l; d. h. die Zahl — 1 ist quadratischer Nichtrest 
von allen Primzahlen von der Form 4w -j- 3. Ist umgekehrt p 
von der Form 4m + 1 , so ist — 1 algebraisch theilbar durch 
X* — 1, also auch durch x* -j- 1; es ist folglich 
XP“1 — 1 = (x2 -|- 1) ^ (x), 

*) Euler : Demonstratio theorematis Fermatiani , omnem numerum 
jirimum formae 4n-|-l esse summam duorum quadratorum, Nov. Comm. 
Petrol). P- 3- 
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wo ^(x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet; da nun 
(nach dem Fermat’schen Satze §. 19) die linke Seite dieser Glei- 
chung für p — 1 incongruente Werthe von x congruent Null wird, 
so wird (nach §.26) aucha;®-|-l für zwei incongruente Werthe 
von X congruent Null *), d. h. die Zahl — 1 ist quadratischer Rest 
von allen Primzahlen von der Form 4w + 1. Der Satz ist also von 
Neuem bewiesen. 


§• 41. 

Wir gehen nun zu der Lösung der zweiten Aufgabe über, 
welche sich auf die Congruenz 

x^ = 2 (mod. p) 

bezieht. Fermat hat, wahrscheinlich durch Induction, folgendes, 
zuerst von Lagrange**) be-wiesenes, Resultat gefunden: 

Die Zahl 2 ist qtmdratischer Rest aller Frimzahlen von einer 
der beiden Formen 8 m -4- 1 oder 8n-(-7, dagegen Nichtrest aller 
Frimzahlen von einer der beiden Formen 8 m 3 oder 8« -p 5. 

Wir beweisen zuerst den zweiten Theil des Satzes, dass näm- 
lich 2 Nichtrest aller Primzahlen p von der Form 8 m + 3 ist. 
Offenbar ist derselbe für p = S richtig, denn nur die Zahl 1 ist 
Rest von 3. Gesetzt nun, der Satz wäre nicht allgemein gültig, so 
müsste es doch eine hleinste Primzahl p von der Form 8 m + 3 
geben, für welche er unrichtig würde, für welche also die Con- 
gruenz 

a;- = 2 (mod. jj) 

möglich würde. Hierin kann man immer die Wurzel x kleiner 
als yj und ungerade voraussetzen, denn wenn x gerade ist, so ist 
die andere Wurzel x' — p — x ungerade. Wir können daher 
a:« — 2 = pf 

setzen, wo / positiv und kleiner als p ist; da ferner a:^ von der 
Form 8m -p 1 , also pf von der Form 8m — 1, und folglich / von 
der Form 8n + 3 ist, so hat die Zahl / mindestens einen Prim- 
factor ^ von einer der Formen 8m-P3 oder 8 m — 3; denn ein 
Product aus lauter Factoren von der Form Sm + I würde wieder 


*) Man findet auch leicht mit Hülfe des Wilson’sohen Satzes (§.27), dass 
diese Wurzeln — ± 1.2.3 . . . ^{p — 1) sind. 

**) Kecherches d' Arithmetique , Nouv. Mem. de l’Acad. de Berlin. 1775. 
p. 349, 351. 
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dieselbe Form 8« + 1 haben. Für diese Primzahl p', die jedenfalls 
< p ist, würde dann ebenfalls a:’ = 2 (mod. p') sein ; allein dies 
streitet mit unserer Voraussetzung, dass p die kleinste in der Form 
8 n + 3 enthaltene Primzahl ist , von welcher die Zahl 2 quadrati- 
scher Rest ist Mithin ist diese Voraussetzung überhaupt unzu- 
lässig, und es folgt, dass stets 

= — 1 ist, wenn j? = 8 w + 3. 

Wir wollen jetzt zweitens beweisen, dass die Zahl 2 quadrati- 
scher Rest aller Primzahlen p von der Form 8w -f- 7 ist; da nun 
(nach §. 40) — 1 quadratischer Nichtrest aller dieser Primzahlen 
ist, so haben wir nur zu zeigen, dass die Zahl — 2 ebenfalls Nicht- 
rest aller dieser Primzahlen ist; statt dessen stellen wir uns die 
allgemeinere Aufgabe zu beweisen, dass — 2 Nichtrest von allen 
in den beiden Formen 8w -f- 5, 8 m -|- 7 enthaltenen Primzahlen ist, 
obgleich dies für die Primzahlen der Form 8n-|-5, von welchen 
(nach §. 40) — 1 quadratischer Rest ist, schon im Vorhergehenden 
geschehen ist. Zunächst bemerken wir wieder, dass der Satz für 
die kleinste in einer dieser Formen enthaltene Primzahl 5 in der 
That richtig ist. Wenn nun der Satz nicht allgemein gültig ist, 
so sei p die kleinste ihm nicht gehorchende Primzahl , so dass also 
eine Zahl x existirt, für welche 

a:’ 2 = 0 (mod. p) 

ist; auch hier können wir wieder annehmen , dass x kleiner als p 
und ungerade ist, so dass, wenn wr 
x‘i-\- ‘2= j)f 

setzen, die Zahl / positiv, ungerade und kleiner als p ausfällt. Da 
ferner x^ -\-2 = 3 (mod. 8) und p = b oder = 7 (mod. 8) ist, so 
muss f entsprechend = 7 oder = 5 (mod. 8) sein ; und da ein Pro- 
duct aus lauter Factorcn von den Formen 8 m -|- 1 , oder 8 m -j- 3 
stets wieder eine dieser Fonnen, niemals eine der Formen 8 m -f- 5 
oder 8 m -|- 7 hat, so muss die Zahl / mindestens einen Primfactor 
p' von einer der Formen 8 m -1-7, 8m-)- 5 haben, für welchen der 
Satz ebenfalls unrichtig ist, da 2 = 0 (mod. p') ist; allein, da 
2 )' < p, so streitet dies mit der Annahme, dass p die kleinste dem 
Satze nicht gehorchende Primzahl ist. Also ist die Annahme über- 
haupt nicht zulässig und folglich der Satz allgemeingültig, dass 



= — 1 für p = 8 M -j- 5 oder = 8 m -}- 7, 
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d. b. dass 

— — 1 lür |) = 8w + 5 

= +l fiirj) = 8n-}-7 
ist. 

Es bleibt jetzt nur noch zu beweisen übrig, dass 2 quadra- 
tischer Rest von allen Primzahlen p von der Form 8w + l ist; 
hierauf ist die vorhergehende Methode aus dem Grunde nicht an- 
wendbar, weil die Annahme des Gegentheils sich nicht in Form 
einer Congruenz darstellen lässt, die dann zur Auffindung des 
Widerspruchs benutzt werden könnte. Allein in diesem Falle 
kann man direct, wie folgt, verfahren; da p = 8n 1 ist, so hat 
die Function — 1 den Divisor x® — 1, also auch den Factor 
1, und liieraus folgt nach einem frühem Satze (§. 26), dass 
die Congruenz 

-k 1 = 0 (mod. p) 

Wurzeln hat; ist nun x eine solche, so ist 

x< -f 1 = (xä±l)»:f 2xä = 0 (mod. p), 

also 

(x*± 1)* = ± 2x5 (mod. p); 

es ist daher i;2x*und folglich auch i2 quadratischer Rest von p; 
in Zeichen 

= 1, wenn p = 8 h -|- 1. 

Hiermit ist der Satz in allen seinen Theilen bewiesen; wir 
können denselben n der einen Gleichung 

(!)=<-" 

zusammenfassen; denn je nachdem p = 8«4:1, oder p = 8ni 3 
ist, wird |(p* — 1) eine gerade oder ungerade Zahl. 


§. 42. 

Wir kommen nun zu der Untersuchung der dritten Frage: 
von welchen utu/eraden Primzahlen p ist die gegebene ungerade 
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Primzahl q quadratischer liest? Die vollständige Antwort hierauf 
wird durch einen der wchtigsten und interessantesten Sätze der 
Zahleutheorie gegeben, welcher seines eigenthümlichen Charakters 
wegen den Namen des Rccipr oci tat s- Satzes erhalten hat. Man 
kann ihn folgendermtiassen aussprechen: 

Sind p und q zioei positive ungerade Primzahlmi, von denen 
mindestens eine die Form 4»+ 1 so ist q quadratischer Best 
oder Nichtrest von p, je nachdem p quadratischer Best oder Nicht- 
rest von q ist; haben aber beide PrimzaJden p und q die Form 
4n + 3, so ist q quadratischer Best oder Nichtrest von p, je nach- 
dem p quadratischer Niehtrest oder quadratischer Best von q ist. 

OflFenbar lässt sich dieser Satz durch die für beide Fälle gültige 
Gleichung 




T-l 

‘i 


ausdrücken; denn sobald mindestens eine der beiden Primzahlen 
p oderg dieFoi’m 4« + 1 hat, so ist die entsprechende der beiden 
Zahlen | (p — 1) oder \(q — 1), und folglich auch ihr Product 
l(p — — 1) eine gerade Zahl, so dass 


ist, worin der erste Fall seinen Ausdruck findet; sind dagegen 
beide Primzahlen p und q von der Form 4« -t-3, so sind auch 
beide Zahlen |(p — 1) und i(g[ — 1), und folglich auch ihr Product 
\(p — 1) • J — 1) ungerade, so dass 


wird, worin der zweite Theil des Satzes ausgedrückt ist. 

Ist z. B. p = 3, g = 5 , so ist p quadratischer Nichtrest von 
q und gleichzeitig q quadratischer Nichtrest von p, in Zeichen 


(l) = (f) = -- 

Ist ferner p = 3, q= 13, so ist p quadratischer Rest von q 
und gleichzeitig q quadratischer Rest von p, in Zeichen 


Ist dagegen p = 3, q = 7, so ist p quadratischer Nichtrest 
von q und gleichzeitig q quadratischer Rest von p, in Zeichen 
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( 4 )=-©=-‘- 

Dieser Satz wurde zuerst von Legcndre durch Induction ge- 
funden und ausgesprochen; allein erst Gauss hat denselben voll- 
ständig bewiesen, ja er hat nach einander sechs auf ganz verschie- 
denen Grundgedanken beruhende Beweise*) von diesem Satze 
gegeben, den er in etwas anderer Form aussprach und seiner 
Wichtigkeit wegen das Theorcma fundamentale in der Theorie der 
quadratischen Reste nannte. Wir folgen hier zunächst dem dritten 
dieser sechs Beweise, der sich auf ein Lemma stützt, durch welches 
das Euler’sche Kriterium (§. 33) über den Charakter einer Zahl D 
in Bezug auf die Primzahl p in ein anderes umgeformt wird. 


§• 43. 

Wir haben früher (§. 33) gesehen, dass eine durch jp nicht 
theilbare Zahl D quadratischer Rest oder Nichtrest von jp ist, je 
nachdem 

p— 1 

Z) “ =4-1 oder = — 1 (mod. p) 
ist; betrachten wir nun die Producte 

2), 2D, 32) . . . i(p— 1)Z> 

aus dieser Zahl 2) und aus den ersten | (jj — 1) ganzen positiven 
Zahlen, so werden die kleinsten positiven Reste 
r,, rj, Ti . . . 

a 

derselben, nach dem Modulus p genommen, erstens sämmtlich ver- 
schieden von einander und kleiner als p sein, und keiner von ihnen 
kann gleich Null sein. Wir theilen nun diese |(p — 1) Reste in 
zwei Abtheilungen, je nachdem sie grösser oder kleiner als \p sind, 
und bezeichnen die erstem, deren Anzahl = p sei, mit 

« 1 , a-2 ... Uft, 


*) D. A. artt. 125 — 145. — D. A. art. 262. — Theorematis arithmetici 
demonstratio nova. 1808. — Summatio guarumdam serierum singularium. 
1808. — Theorematis fun^gmentalis in doctrina de residuis guadraticis 
demonstrationes et ampliätiones novae. 1817. — Vergl. §§. 48 — 51, 115. 


% 
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die übrigen Reste, welche kleiner als sind, und deren Anzahl 
X = l(p — 1) — (i ist, mit 

ßi , ßj . . . ßX‘ 

Nimmt man nun von den erstem p Resten ihre Ergänzungen 
zur Zahl p, also die Zahlen 

P— Ul, p — Ui . . . p — Ufi, 

so liegen dieselben, ebenso wie die X Zahlen ßi, ßt ... ßx, auch 
zwischen den Grenzen 0 und ~p; ausserdem sind sie alle von ein- 
ander verschieden; endlich lässt sich aber auch zeigen, dass sie 
von den A Zahlen ßi, ßj ... ßx verschieden sind; denn wäre z. B. 
p — u = ß, also a + /3 = = 0 (mod. p), so müsste auch, wenn 

u der Rest von sD , ß der Rest von tD ist, 

sB -\-tD = (s-\-t)B = 0 (mod. p) 

und folglich s -}- 1 durch p theilbar sein; allein da jede der beiden 
Zahlen s und t zwischen 0 und \p liegt, so liegt s -f- 1 zwischen 0 
und j) (mit Ausschluss dieser beiden Grenzen); es kann daher 
s 4- t nicht theilbar durch p , und folglich auch nicht p — a = ß 
sein. 

Mithin haben die folgenden | (p — 1) Zahlen 

p — ui, p-a^.-.p — Uf,; ßi, ß -2 . . . ßx 

lauter von einander verschiedene Werthe, Und da sie ihrem Werth 
nach zwischen 0 und \p liegen, so müssen sie im Complex genom- 
men identisch mit den |(jj — 1) Zahlen 

1, 2, 3...|(p-l) 
sein, so dass ihr Product 

(jo — «i) — ßißt . . . ßx= 1.2.3 •••l(p—l) 

ist Werfen wir hieraus die Multipla von weg, so erhalten wir 
die Congruenz 

(— . . . Uf^.ßißt ... jÜA = 1.2.3 . ^(p — 1) (mod.p); 

da nun andererseits 

p-i 

Uiccj . . . «f^-ßißi ■ ■ - ßx= 1 .2 ■ • • JO'— 1) B ä (mod.p) 
ist, so folgt hieraus, dass 

p— 1 

(—1),“. 1.2 • . . JO — 1) B^ = 1.2.3 . . . l(p — l) (mod.p) 
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und also auch 

£-1 

D ^ = ( — 1)^* (mod. y) 
oder, was dasselbe sagt, dass 



ist. Hierin besteht die Umformung des Kennzeichens, welches 
darüber entscheidet, ob eine Zahl D quadratischer Rest oder Niclit- 
rest der ungeraden Primzahl p ist : 

Man braucht nur nachzusehen, ob die Anzahl fi der kleinsten 
positiven Reste der Zahlen 

D, 22), 3D...\(p — l)D, 

die grösser als \p ausf allen, gerade oder ungerade ist ; je nachdem 
das Erstere oder Letztere eintritt, ist 2) quadratischer Rest oder 
quadratischer Nichtrest von p. 

Mit Hülfe dieses Satzes ist man schon im Stande, für jedes 
wirklich gegebene 2) die Formen für die Primzablen aufzustellen, 
von welchen 2) Rest oder Nichtrest ist. Um dies deutlicher zu 
zeigen, betrachten wir den allerdings schon früher (§. 41) voll- 
ständig durchgeführten Fall 2) = 2. Bilden wir die Zahlen 

2, 4, G...Q,-1), 

so ist jede derselben auch ihr eigener kleinster positiver Rest in 
Bezug auf den Modulus p>, und die Anzahl p derjenigen dieser 
Zahlen, welche > sind, vird durch die Bedingungen 

p — 1 — 2;*<||)<|>-F1 — 2 p oder < p< 

bestimmt; bezeichnen wir daher allgemein mit [x] die grösste in 
der reellen Zahl x enthaltene ganze Zahl, so dass stets 0 ^ x — [x] < 1 
ist, so erhalten wir 



Je nachdem nun p von einer der Formen Sw+l, Sw + Si 
8 m + 5, 8 m -(-7 ist, wird p = 2n, 2m-|-1, 2 m -fl, 2M-f-2; es ist 
daher p gerade und folglich 

^|-^=-fl, wenn jp = ± 1 (mod. 8); 

und p ist ungerade, also 
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= — 1, wenn |> = + 3 (mod. 8). 

Auf diese Weise finden wir also eine vollständige Bestätigung 
des Resultats unserer frühem Untersuchung (§-41), und ganz eben- 
so würde sich für jeden speciellen Werth von X) die Untersuchung 
führen lassen , z. B. für die nächstliegenden Fälle Z) = — 1, 
D = 3, X) = 5 u. s. w. 


§■ 44. 


Wir verlassen diese' Anwendungen auf specielle Fälle und wen- 
den uns zu einer weitern Umformung, bei welcher wir der spätem 
Bezeichnung wegen q statt D schreiben wollen. Bezeichnen wir 
wieder mit \x\ die grösste in dem Werth x enthaltene ganze Zahl, 
und setzen wir zur Abkürzung p = 2p' -f- 1, so können wir 



^] + r. 


fV- 

p'q = p[- 

’fV- 

setzen, wo wie früher (§. 43) 



n, n . . .Tp, 

zwischen den Grenzen 0 und p liegen; theilen wir wieder diese 
kleinsten Reste in zwei Abtheilungen 


und 


« 1 , ... 
ßi, ßi . . . ßx, 


von denen die ersteren >|p, die letzteren <|p sind, und bezeich- 
nen wir mit Ä die Summe der p ersteren, mit B die Summe der 
X letzteren, ferner mit M die S umm e 



80 folgt durch Addition der vorstehenden Gleichungen 


q=pM+A + B-, 


Dltietalei, Zahl«ntheori«. 


7 
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da min (nach §. 43) der Complex der Zahlen 

' P — «1 , p — «3 . . . jP Cifi] ßu ß2 • • • ßx 

mit dem Complex der Zahlen 



vollständig iibereinstimmt, so ist ihre Summe 

^ = fip — A-h-ß; 

zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden ab, so erhält 
man 

(3_1) = (M-i^)p + 2Ä. 

Nun kommt es uns lediglich darauf an, zu erfahren, ob p ge- 
rade oder ungerade ist; lassen wir daher alle Multipla von 2 fort, 
so erhalten wir, da p = — 1 (mod. 2) gesetzt werden kann, 

(i = (3 — 1) (mod. 2). 

Je nachdem daher die zur Rechten befindliche Zahl gerade 
oder ungerade ist, wird q quadratischer Rest oder Nichtrest von 
p sein. Nehmen wir daher z.B. wieder den Fall g = 2, so ergiebt 
sich unmittelbar M = 0, also 

ft = (mod. 2), 

folglich 

dies ist aber genau die schon früher (§. 41) aufgestellte Formel. 

Von jetzt an wollen wir die Untersuchung nur noch unter der 
Voraussetzung fortführen, dass q eine imgerade ^ also q — 1 eine 
gerade Zahl ist; dann ist also 

^ = Jf(mod.2), = 

und es reducirt sich daher die ganze Frage darauf, zu entschei- 
den, ob die oben mit M bezeichnete Summe gerade oder unge- 
rade ist. 

Um dies weiter zu untersuchen, machen wir die fernere An- 
nahme, es sei q positiv und Meiner als p. Dann leuchtet zunächst 
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ein, dass jedes Glied in der Reihe M höchstens nm eine Einheit 
grösser ist als das unmittelbar vorhergehende, weil der Unterschied 
von zwei auf einander folgenden Brüchen 

£4 „nd (£±i)4 
P P 

< 1 ist, und folglich höchstens eine ganze Zalil zwischen beiden 
liegen kann; da ferner der letzte Bruch 

— (p — ^)g _ g— 1 , p — q 

p 2p 2 ^ 2p 

ist, so ist der Werth des letzten Gliedes in der obigen Reihe 

Mithin kommen in der Summe M nach und nach Glieder vor, 
welche die Werthe 0, 1, 2 . . besitzen; wir suchen nun gerade 
die Stellen au^ wo zwei auf einander folgende Glieder 

[j] [‘-^] 

wirklich um eine Einheit verschieden sind, so dass, wenn t irgend 
eine der Zahlen 1, 2 ... g' bedeutet, 

£g<f < (^ + ^)g 
P P 

wird (da q relative Primzahl zu p, und s <p ist, so kann keiner 
der Brüche sq:p eine ganze Zahl sein); hieraus folgt aber 


s < — < s + 1, 
g 


= [¥]• 


und folglich giebt es in der Reihe Jlf jedesmal 

f, 

Glieder, welche den Werth (i — 1) haben; und ^e Anzahl der 
letzten Glieder, welche den Werth g' haben, ist offenbar 

rg'pi 




Multiplicirt man nun jedesmal die Anzahl einer solchen Gruppe 
von Gliedern, welche einen und denselben Werth haben, mit diesem 
Werth, so muss die Summe aller dieser Producte = M werden 
Dies giebt 
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+ 


=-ra-m 


(g'— i)i> 






■ P— 1 
2 


Setzen wir daher 


^=[f]+m+-+[T]’ 


so erhalten wir das Resultat 


MyN — 


__P—1 g— i 


welches offenbar für je zwei positive ungerade relative jPrimzählen 
p,q gültig ist; denn bei der Ableitung ist weiter Nichts vorausgesetzt, 
und da das Resultat vollkommen symmetrisch in Bezug auf die 
beiden Zahlen p, q ist, von welchen doch eine jedenfalls die kleinere 
sein muss, so ist auch die bei dem Beweise gemachte Annahme, es 
sei p > q, erlaubt. 

Hiermit ist nun zwar die Summe M nicht selbst gefunden, 
sondern nur auf die Summe N zurückgeführt; aber dies genügt 
vollständig, um den Reciprocitäts-Satz daraus abzulciten. Oben 
ist gezeigt, dass, wenn eine positive ungerade Primzahl, und q 
irgend eine durch p nicht tlieilbare ungerade Zahl bedeutet, stets 



st; nehmen wir daher jetzt ferner an, dass q ebenfalls eine positive 
ungerade Primzahl ist, so wird ebenso 



und folglich, mit Rücksicht auf den so eben bewiesenen Satz, 
worin der Reciprocitäts-Satz besteht. 
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§. 45. 

Wir betrachten zunächst ein Beispiel, um die Nützlichkeit des 
Reciprocitätssatzes für die Beurtheilung der Möglichkeit einer Con- 
gruenz von der Form 

X* = D (mod. p) 

nachzuweisen. Nehmen wir die Congruenz 
= 365 (mod. 1847), 
so ist der Werth des Symbols 



zu ermitteln. Zunächst zerlegen wir 365 in Primfactoren, obgleich 
dies, wie wir später sehen werden, nicht nothwendig ist. 

Aus dieser Zerlegung 365 = 5.73 folgt unmittelbar 

/J6^N /_5_N /J^Y 

\1847y Vl847y V1847/ 

Da ferner 5 von der Form 4 m + 1 ist, so ergiebt sich aus dem 
Reciprocitätssatze 

\1847/ V 5 / 
und also, da 1847 = 2 (mod. 5) ist, 

(i4) = (l) = - 

nach §. 41 ; da ferner auch 73 von der Form 4w + 1 ist, so folgt 
Wiederaus dem Reciprocitätssatze, und weil 1847 = 22 (mod. 73) ist, 

/ 73 \ _ /1847\ _ /22\ / 2 \ /11\ 

\1847/ ~ V 73 y “ V73/ ~ \73y \73y’ 

nun ist aber 73 = 1 (mod. 8), also (nach §. 41) 

(A) = l, folglich (j!L) = (M); 

nach dem Reciprocitätssatze ist aber wieder 

©=Gf)=(i^). 
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und da beide Primzahlen 7 und 11 von der Form 4« 3 sind, so 

ist abermals nach dem Reciprocitätssatze 

folglich 

\1847y \73y VlV 

und also endlich 

(M) = {md ( tsj ,) = (- ■) (-■)=+ '■ 

es ist also 365 quadratischer Rest der Primzahl 1847, d. h. die 
oben vorgelegte Congruenz ist möglich ; imd in der That ist 
(+496)* = 246016 = 365 + 133 . 1847. 


§• 46. 


Der in dem eben behandelten Beispiel angewendete Algo- 
rithmus, welcher auch bei jedem ähnlichen Beispiel nach einer 
endlichen Anzahl von Operationen zum Ziele führt, lässt sich im 
Allgemeinen bedeutend abküi-zcn , wenn man sich einer zuerst von 
Jacobi*) in die Zahlentheorie eingeführten Verallgemeinerung des 
Legendre’schen Symbols bedient; da der Gebrauch dieses Zeichens 
auch fiir unsere späteren Untersuchungen unerlässlich ist, so be- 
schäftigen wir uns zunächst mit der Erklärung desselben und den 
Gesetzen, denen es gehorcht. 

Es sei die ungerade Zaiil P in ihre Primzahlfactoren p, p', p" 
u. B. w. zerlegt, also 

P = pp'p" • . . 

und tn irgend eine relative Primeahl zu P, so setzen wir mit Jacobi 

( m\ /»»\ fm\ /tn\ 

p) ~ \p) W W ” 

offenbar ist der Werth dieses Symbols = + 1 oder = — 1, je nach- 
dem die Anzahl deijenigen Primfactoren p, p', p" . . von welchen 
m quadratischer Nichtrest ist, gerade oder ungerade ist. Wenn m 

*) Monatsbericht der Berliner Akademie. 1837. 
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quadratischer Rest von P, und also auch von jeder einzelnen der 
Primzahlen p', p" . . . ist, so ist 

(7) = (f) = (?)- = ‘- 

und folglich auch 

aber man darf diesen Satz durchaus nicht umhehren; sobald näm- 
lich die Zahl m von zweien der Primfactoren p,p',p" . . . (oder 
von vier, von sechs u. s. w.) quadratischer Nichtrest ist, so hat das 
Symbol den Werth + 1, und doch ist m quadratischer Nichtrest 
von P. Im einfachsten Fall, wo P selbst eine ungerade Primzahl 
ist, stimmt die Bedeutung des Zeichens offenbar mit der frühem 
überein. Der Vollständigkeit wegen wollen wir ferner festsetzen, 
dass , wenn P = 1 , das Symbol immer die positive Einheit be- 
deuten soll. 

Aus dieser Definition des Zeichens ergehen sich nun folgende 
Sätze : 

1. Ist m relative Primzahl gegen jede der beiden ungeraden 
Zahlen P und Q, also auch gegen die ungerade Zahl P Q, so ist 

(?)(f) = (^)^ 

denn, wenn 

P = pp'p"... 

Q = sa's" • • • 

ist, vo p, p' ... q, g' .. . lauter Primzahlen bedeuten, so ist 

(^) =(f) (f)(f).- •(?)(?)(?)■ •• 

=(l)(l> 


2. Sind die Zahlen l,m,n... relative Primzahlen gegen die 
ungerade Zahl P, so ist 


' l \ fm\ / n\ _ ßmn . . 
^P)\P)\P)"‘ -\ P )' 


denn, wenn wieder 
ist, so ist 


P = pp'p" . . . 
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(p) ~ (^) (p') C") ■ ■ ■ 
(7)-(j)(7)(f)- 
(t) = (7)(f) (?)••■ 

u. s. w. 

Da nun ferner, wie früher (§. 33) bewiesen ist, 

\J?) \p) \p) * ~ \ P ) 

ist, und Aehnliches für die anderen Primfactoren p', p" u. s. w. 
gilt, so erhält man durch Multiplication der vorangehenden Glei- 
chungen 

/ l \ /m\ / n\ ßmn . . \ ßmn . . .\ ßmn . . .\ 

\t) \p) l p ) \ p' ) 

worin der zu beweisende Satz besteht. 

3. Ist m relative Primzahl zu der ungeraden Zahl P und 
»i = m' (mod. P), also auch m' relative Primzahl zu P, so ist 

(?) = ($)^ 

denn, wenn P = pp' p" . . . ist, so ist auch 

m = m' (mod. p), m = m' (mod. p'), 

u. s. w., also 

(m\ /m'\ /m\ /^\ 

Kp'/'^Kp')' 

u. 8. w., und folglich 

(7)(f)- = (f)(F)-- 

ras zu beweisen war. — 

4. Die beiden letzten Sätze zeigen, dass das verallgemeinerte 
Symbol denselben Gesetzen gehorcht wie das einfache; vrir wollen 
nun zeigen, dass auch die Werthe der Symbole 

© 

nach den früheren Regeln zu bestimmen sind, und endlich, dass auch 
ein dem frühem ganz analoger Eeciprocitätssatz Statt findet; um 
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aber den Gang der Beweise nicht zu unterbrechen, schicken wir 
folgende Bemerkungen voraus. Ist 

B = r'r"r"' . . . 

eine beliebige ungerade Zahl, so sind r* — 1, r" — 1, /" — 1 . . . 
lauter gerade Zahlen, und folglich ist jedes Product aus zweien 
oder mehreren dieser Differenzen = 0 (mod. 4) ; bringt man daher 
B in die Form 

J? = (1 + (/-!)) (1 + {/•- 1)) (1 + (r"' - 1)) . . . 

und führt die Multiplication aus, so ergiebt sich 

B = 1 + (/ - 1) + (r" — 1) + (r"'— 1) + • • • (mod. 4)) 
oder kürzer 

= S (mod. 2), 

wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben r bezieht, der die 
einzelnen Factoren r', r", r"' . . . durchlaufen muss. 

Auf ganz ähnliche Weise .ergiebt sich aus denselben Voraus- 
setzungen noch ein zweites Lemma ; es ist nämlich r® = 1 (mod. 8) 
und folglich 

B* = (1 + (/»- 1)) (1 -1- (F'*- 1)) (1 + (r"'»- 1)) . . . 

= 1 + 2 (r*— 1) (mod. 64), 

also 

B» — 1 _ r* — 1 , , 

— g — = 2 — g— (mod. 8) 

und um so mehr 


B* — 1 _ r* — 1 
8 “ ^ 8 


(mod. 2). 


Nach diesen Vorbemerkungen kehren wir zu unserm Gegen- 
stände zurück. 

5. Ist P eine positive ungerade Zahl, so ist 

p—\ 




Denn wenn P das Product aus den positiven Primzahlen ^ , j>", 
j)'" , . . ist, so ist 


(p)-(/)(j>")(p"') ^ 




wo der Summationsbuchstabe p alle Primfactoren p\ p", p'" . . . 
durchlaufen muss; da nun nach dem ersten Lemma 4. 
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2 ^ ^ ^ (mod. 2) 

ist, so leuchtet die Richtigkeit des Satzes ein. 
6. Ist P eine ungerade Zahl, so ist 

Denn mit Beibehaltung derselben Zeichen ist 

und da nach dem zweiten Lemma 4. 


p*-i 

8 


1 _ 


P»— 1 


(mod. 2) 


8 “ 8 

ist, so ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit des zu beweisenden 
Satzes. 

7. Sind die beiden positiven ungeraden Zahlen P und Q re- 
lative Primzahlen zu einander, so ist 

P-l 0—1 

1 




Cp) 


Denn es sei P das Product aus den Primzahlen 

„»/ ^11 

p, p , p ... 

imd Q das Product aus den Primzahlen 

S', 2^' . . . (2) 

welche also von den Primzahlen p',p", p'" . • . verschieden sind. 
Dann ist zufolge der Erklärung und nach 2. 

(I) = (7)(l)- = n(f)- • 

WO das Productzeichen JT sich auf alle Combinationen einer jeden 
der Primzahlen p mit einer jeden der Primzahlen q bezieht; ganz 
ebenso ist aber 


und folglich 


(l) = n(f) 


wo das Productzeichen sich auf dieselben Combinationen bezieht; 
da nun nach dem Reciprocitätssatze 
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f >— 1 

i a 


ist, so ergiebt sich 






WO wieder das Summenzeichen sich auf dieselben Combinationen 
jeder Primzahl p mit jeder Primzahl q erstreckt ; .es ist daher 


p—l g— 1 _ 


= 2 




^2 2 

wo auf der rechten Seite das erste Summenzeichen sich auf alle 
Primzahlen p, das zweite sich auf alle Primzahlen q bezieht. Da 
mm nach dem ersten Lemma 4. 


und 


2 ^ ^ (mod. 2) 


2 2-^ = (mod. 2) 


ist, so ergiebt sich 

p-1 g-1 _ p-l Q-1 
^2 2 ~ 2 2 
und hieraus 


(mod. 2), 


(■?) (!)=<-') 


P—l 0—1 

a ' a 


was zu beweisen war. — 

Es bleibt uns nun noch eine Bemerkung über das Symbol zu 
machen übrig; wir haben oben dieses Zeichen nur unter der Vor- 
aussetzung definirt, dass die Zahl P eine positive ungerade Zahl, 
und dass die positive oder negative Zahl w» relative Primzahl zu P 
ist; wir erweitern jetzt die Bedeutung des Zeichens dahin, dass P 
auch eine negative ungerade Zahl sein kann, immer aber mit der 
Beschränkung, dass m relative Primzahl zu Pist*); und zwar 
setzen vür fest, dass 




*) Später (Supplemente §. 116) werden wir festeetzen, dass das Symbol 
den Werth Null haben soll, sobald P eine ungerade Zahl, m aber keine re- 
lative Primzahl zu P ist. 


Digitized by Google 



108 


Dritter Abschnitt 


sein soll. Dann leuchtet augenblicklich ein, dass die Sätze 1., 2., 
3. und 6. ohne Beschränkung gültig bleiben; ferner, dass der Satz 
5. nur dann richtig ist wenn P positiv ist, dagegen für ein negatives 
P falsch wird; und endlich, dass der Satz 7. nur dann gültig bleibt, 
wenn mindestens eine der beiden Zahlen P und Q positiv ist, 
dagegen seine Gültigkeit verliert, wenn beide Zahlen P und Q ne- 
gativ sind. 


§. 47. 


Die oben (§. 45) an einem Beispiel behandelte Aufgabe , den 
Werth des Legendre’schen Symbols zu bestimmen, bildet offenbar 
nur einen ganz speciellen Fall der allgemeinen Aufgabe, den Werth 
des Jacobi’schen Symbols zu bestimmen. Es zeigt sich nun , dass 
die damals nothwendige Zerlegung in Primzahlfactoren (abgesehen 
von dem Factor 2) ganz überflüssig geworden, und der anzuwen- 
dende Algorithmus demjenigen ganz älmlich ist, durch welchen der 
grösste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen gefunden wird. 
Einige Beispiele werden genügen, um diese einfachere Methode zu 
erläutern. 

Beispiel 1: Nehmen wir das schon oben (§. 45) behandelte 
Beispiel, so können wir jetzt nach dem verallgemeinerten Reci- 
procitätssatze 

/ 365 \ /1847\ 

\1847y ~ V 365 J 

setzen, weil 365 von der Form 4n -|- 1 ist Da ferner 1847 = 22 
(mod.*365) ist, so ist nach §. 46, 3. und 2. 

V 365^ ~ \365j \365j \365/’ 

da ferner 365 = 5 (mod. 8), so ist nach §. 46, 6. 

also 

('ILV 

U847/ \3G5j 

Nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatz ist nun wieder 


Digitized by Google 



Quadratische Reste. 

i(v"a=(f)=©=-'- 

•* .••vV 

und folglich 
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(■ 


1847/ 


= + 1 1 

wie früher. 

Beispiel 2: Nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatze ist 
/195\ _ /1901\ 

\190V ~ V 195/’ 
weil 1901 = — 49 (mod. 195), so ist 

/1901\ /—49V 

V 195/ — V 195 /’ 

da ferner die Zahlen — 49 und 195 nicht beide negativ sind, so 
gilt für sie der verallgemeinerte Reciprocitätssatz, und, weil beide 
von der Form 4n + 3 sind, so ist 

/— 49\_ /195\ Z^95\ 

\195/~ \49/’ 

1 (mod. 49), und 49 von der Form 4m + 1 


weil endlich 195 = 
ist, so ist 


also 




+ 1 , 


\190l/ 


d. h. 195 ist quadratischer Nichtrest der Primzahl 1901. Natür- 
lich hätte sich die Auflösung abkürzen lassen durch Zerlegung 
in Factoren, nämlich durch die Bemerkung, dass 49 = 7 . 7 und 
folglich 


\195/ V195/ 


ist; überhaupt wird die Operation immer bedeutend abgekürzt, 
wenn man im Zähler oder Nenner des Symbols quadratische Fac- 
toren bemerkt, da diese sogleich fortgelassen werden können. 

Beispiel 3: Da 74 = 2.37, und 101 = 5 (mod. 8) ist, so ist 

(^) = (i§i)(ra)=-(S^ 

dann ist ferner nach dem Reciprocitätssatze 
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Q=®=(1^)=© 

und, weil 37 von der Form 8n + 5 ist, 

endlich ist wieder nach dem Reciprocitätssatze 

© = © = «)=-> 

und folglich 



Kürzer gelangt man durch folgende Kette zum Ziele: 

Q=(^)=(i^)=(^) =(©=(© 


§• 48. 


Wegen der Wichtigkeit des Reciprocitätssatzes theilen wir 
hier noch einen andern Beweis desselben mit, nämlich den ersten 
der von Gauss gegebenen sechs Beweise*); dies kann hier um 
so eher geschehen, als durch die im Vorhergehenden erörterte 
Verallgemeinerung des Legendre’schen Symbols mehrere der von 
Gauss unterschiedenen acht Fälle sich zusammenziehen lassen, 
wodurch der Beweis an Kürze und Uebersichtlichkeit bedeutend 
gewinnt**). 

Das Wesen dieses Beweises besteht in der sogenannten voll- 
ständigen Induction; wenn nämlich der Satz für je zwei Prim- 
zahlen p,p' richig ist, welche kleiner sind, als eine bestimmte 
Primzahl q, so lässt sich zeigen, dass er auch für jede Combi- 
nation einer solchen Primzahl p mit der Primzahl q selbst gelten 
muss; liieraus und weil der Satz für die beiden kleinsten ungeraden 

•) Bisquisitiones Arithmeticae artt. 135 — 144. 

♦*) Birichlet; lieber den ersten der von Oauss gegebenen Betceise 
des Beciprocitätsgesetees in der Theorie der quadratischen Beste (Crelle’s 
Journal XL VII). 
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Primzahlen 3 und 5 wirklich richtig ist, folgt dann unmittelbar 
seine Allgemeingültigkeit 

Von besonderer Wichtigkeit für diesen Nachweis ist nun die 
vorläufige Bemerkung, dass aus der angenommenen Richtigkeit 
des Reciprocitätssatzes für je zwei Primzahlen jp, welche kleiner 

als die Primzahl q sind, mit Nothwendigkeit auch die Gültigkeit 
des verallgemeinerten Satzes (§. 46, 7.) 

folgt, sobald die beiden ungeraden relativen Primzahlen P und Q 
(die nicht gleichzeitig negativ sein dürfen) nur solche Primzahl- 
factoren enthalten, die kleiner als q sind; denn der Beweis dieses ver- 
allgemeinerten Satzes gründete sich ausschliesslich auf die Richtig- 
keit des einfachen Satzes für alle die Paare von zwei Primzahlen, 
von denen die eine in P, die andere in Q aufgeht. 

Bei dem Beweise nun, dass der Reciprocitätssatz für jede Com- 
bination von q mit einer Primzahl p gilt, welche kleiner als q ist, 
haben wir zwei Fälle zu unterscheiden. Der eine Fall und zwar 
der schwierigere findet Statt, wenn q die Form 4n + 1 hat, und 
zugleich p quadratischer Nichtrest von q ist; dann ist zu beweisen, 
dass auch q quadratischer Nichtrest von p ist. In irgend einem 
der andern Fälle, nämlich wenn q von der Form 4n 3 ist, oder 
auch, wenn q zwar die Form 4n 1 hat, dann aber quadratischer 
Rest von q ist, kann man offenbar der Primzahl p imm er ein solches 
Vorzeichen geben, dass, wenn man ca =ijp setzt, wenigstens für 
eins der beiden Vorzeichen a> quadratischer Rest von q wird; dann 
ist also zu beweisen, dass 

= ( — l)'/M«»-i).'M«-i) 

ist; dieser letztere Fall ist deshalb leichter zu behandeln, weil die 
Annahme sogleich einen Ansatz gieht, welcher nur ausgebeutet 
zu werden braucht. Wir beginnen daher mit diesem Theile des 
Satzes. 


§• 49. 

Es sei also a> =+p quadratischer Rest von q, so hat dieCon- 
gruenz ^ a (mod. q) zwischen 0 und q immer zwei Wurzeln x 
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deren Summe = q, und von denen folglich die eine, welche wir 
mit e bezeichnen wollen, eine gerade Zahl ist. Dann wird 
gs — ca — qf 

sein, wo f eine ganze Zahl bedeutet , welche jedenfalls nicht = 0 
ist, weil sonst die Primzahl ca eine Quadratzahl sein müsste. Diese 
Zahl / kann aber auch nicht negativ sein ; denn sonst wäre ca po- 
sitiv =^, undp — e’ eine positive durch q theilbare Zahl, was 
aber unmöglich ist, dap — e* <|>, und der Voraussetzung nach 
p<q ist. Diese positive Zahl / muss ferner ungerade sein ; denn 
da e gerade ist, so ist c’ — o ungerade, und folglich auch jeder Di- 
visor von c’ — « 0 , also auch / ungerade. Endlich ist diese positive 
ungerade Zahl f nothwendig <g — 1; denn da e ^ q — 1, und 
p<q — l, so ist qf=e^ — ca<(q—iy-\-(q—l), d.h.qf<q(q~l), 
also wirklich f<q — 1. 

Nun sind zwei Fälle möglich: 

1. Ist / nicht durch p theilbar, so folgt aus der Gleichung 
e * — ca = qf, dass 



und ferner, weil qf quadratischer Rest von p ist, dass 

(f) = 0 


sein muss; da nun die beiden ungeraden Zahlen f und ca relative 
Primzahlen zu einander, beide kleiner als q, und endhch nicht 
beide negativ sind, so gilt für sie der verallgemeinerte Recipro- 
citätssatz, d. h. es ist 


(i) (7) = 


:co-i).'Ao— 1) 


und hieraus ergiebt sich unter Berücksichtigung der beiden vor- 
hergehenden Gleichungen 

— (_ 


Da ferner e eine gerade Zahl ist , so ist auch — ca = qf (mod. 4), 
also (nach dem ersten Lemma 4. in §. 46) 


o + 1 _ qf— 1 _ g — 1 

2 — 2 ~ 2 


-f (mod. 2); 


multiplicirt man diese Congruenz mit J(o» — 1), so erhält man auf 
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der linken Seite ein Product aus zwei successiven ganzen Zahlen, 
also gewiss eine gerade Zahl, und hieraus folgt unmittelbar 


2 2 



(mod. 2) 


und also 



^ — 1). Vs(3 — 1)^ 


was zu beweisen war. 


2. Ist dagegen / theilbar durch so kann man f=co(p 
setzen, wo cp eine ungerade Zahl bedeutet, die dasselbe Zeichen 
wie CO hat und ihi'em absoluten Werthe nach < q ist. Da nun 
e* — GO = qcocp^ so ist auch e theilbar durch co und, also e = £ci, 
wo s wieder eine gerade Zahl ist. Hieraus ergiebt sich nun 

und es kann daher cp nicht durch o theilbar sein. Nun war co 
quadratischer Rest von f = cocp^ und folglich auch von y, also ist 

ausserdem folgt aus der vorhergehenden Gleichung, dass — qcp 
quadratischer Rest von co, dass also 

Ö)=(^) 

ist; da endlich von den beiden ungeraden Zahlen — cp und co die 
eine positiv ist, und da sie relative Primzahlen zu einander und 
ausserdem beide < q sind, so ist nach dem verallgemeinerten Re- 
ciprocitätssatze 


und folglich unter Berücksichtigung der beiden vorhergehenden 
Gleichungen 



^ — 1 y/g — 1) • Vg(9>+i) , 


Da nun s eine gerade Zahl und folglich qcp = — 1 (mod. 4) ist, 
so muss die eine der beiden Zahlen cp und q von der Form 
4w -f 1 , die andere aber von der Form 4^ + 3 sein, woraus folgt, 
dass 

Dirichlct, Zatilentheorie. o 
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9> + 1 ^ g — 1 
2 ~ 2 


(mod. 2) 


und also 


ist. 


Also ist auch für diesen Fall der Satz bewiesen. 


§. 50. 

Wir kommen nun zu dem zweiten Theile , in welchem voraus- 
gesetzt wird, dass j) Nichtrest von q, und q von der Form 4 a 1 

ist, und in welchem bewiesen werden muss, dass q Nichtrest von 
p ist. Hier feldt nun die Möglidikeit eines Ansatzes, und um tbese 
zu gewinnen, kommt alles darauf an nachzuweisen, dass wenigstens 
eine Primzahl p' <. q existirt, von welcher q quadratischer Nicht- 
rest ist, oder mit anderen Worten , dass die Primzahl q nicht von 
allen kleineren Primzahlen quadratischer Rest sein kann. Für den 
Fall, dass 7 = 5 (mod. 8) ist, hat dieser Nachweis nicht die geringste 
Schwierigkeit; denn dann ist j(7-|- I) = 3 (mod. 4), und folglich 
muss unter den Primfactoren dieser Zahl ^(7 + 1), welche natihdich 
alle < q sind, mindestens einer j/ von der Form 4« -f- 3 sein; dann 
ist aber q = — 1 (mod. j/) und folglich quadratischer Nichtrest 
einer kleinern Primzahl p'. Desto schwieriger war dieser Nachweis 
für den andern Fall zu führen, in welchem 7=1 (mod. 8) ist; 
und Gauss seihst gesteht*), dass es ihm erst nach manchen ver- 
geblichen Vei-suchen gelungen ist, diese capitale Schwierigkeit zu 
überwinden ; er gelangte dazu durch folgende äusserst scharfsinnige 
Betrachtung. 

Es sei 2»» -F 1 irgend eine ungerade Zahl, aber kleiner als 7. 
Wenn nun 7 quadratischer Rest von allen ungeraden Primzahlen 
z ist, welche diese ungerade Zahl 2m-|- 1 nicht übertreften, so ist 
uach frülieren Sätzen (§. 37) die Primzahl 7, da sie = 1 (mod. 8) 
und also von jeder Potenz der Zahl 2 <piadratischer Rest ist, auch 
quadratischer Rest von jeder Zahl, welche keine anderen ungeraden 
Primfactoren als die Primzahlen z enthält, und also z. B. von der- 
Zahl 


l). A. art. )9r,. 
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3/ = 1 . 2 . 3 . 4 (2w) (2»» + 1); 

es giebt daher positive Zahlen k vou der Beschaffenheit, dass 
q = k^ (mod. M) ^ 
ist, und zwar muss k relative Primzahl zu M sein, weil 2 m + I <q 
und also auch q relative Primzahl zu 3f ist. Aus dieser Congrueuz 
folgt nun weite!’, dass in Bezug auf den Modul M 

k(q — V) (q — 2^) (q — 3^) . . . (q — m^) 

= k(k^— 12) (Ä2 — 22) (Ä;2 — 32) . . . (Z;* — f«2) 

= (k -\-m) (Z: -f- «» — 1) . . . (Z; + 1) k{k — 1) . . . (Z: — »m + 1) {k — m) 
ist; da nun nach einem friiliern Satze (§. 15) jedes Pi’odnct 
von (2w! -j- 1) successiven ganzen Zahlen durch M theilbar, und 
ausserdem k relative Primzahl zu M ist, so ist das Product 
(5-12) _ 22) (2- 32) . . . {q - m>) 

theilbar durch das Product 

M — (m + 1) ((m + 1)2 — 12) ((m + 1)2 — 2») . . . ((m -f 1)3 — w»2) 
d. h. das Product 

1 q — 1* 

m -t- 1 ■ (m+ 1)2—1» ■ (m+ 1)“ — 22 ' ’ ' (>w+ 1)2 — wt“ 
ist nothwendig eine ganze Zahl. 

Andererseits leuchtet ein, dass flies Product gewiss keine 
ganze Zahl ist, sobald für m die grösste ganze Zahl unterhalb "Vq 
genommen !vird ; denn , wenn m <Vq < m -\~ l ist , so sind alle 
Factoren dieses Productes echte Brüche. Da nun ausserdem 
2«j -f- 1 < 2 Vgf -p 1 < g ist, so kann für diese Zahl m die Annahme 
nicht zulässig sein, und wir haben daher folgenden Satz ge- 
wonnen : 

Ist q eine Primzahl ron der Fonn 8 n -p 1 , so giebt es unter- 
halb 2 Fg’ -P 1 und folglich auch unterhalb q mindestens eine un- 
gerade Primzahl p\ von welcher q quadratischer Nichtrest ist. 


51. 

Nachdem für jede Primzahl q von der Form 4n-pl die 
Existenz einer Primzahl p' < q nachgewiesen ist, vou welcher q 
quadratischer Nichtrest ist, gehen wir zum Beweise unseres zweiten 
Theiles über. Jede solche Primzahl g/ muss Nichtrest von q sein; 

3* 
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denn wäre p' Rest von g, so würde axis dem schon von uns be- 
wiesenen Tlieil (§. 49) 

folgen, was mit der Voraussetzung streitet. Mithin gilt für diese 
Primzahl p' das Reciprocitätsgesetz. Giebt es nun ausser p’ noch 
andere ungerade Primzahlen p < q, welche Nichtreste von q sind, 
so ist nur zu beweisen, diiss 



ist, weil hieraus sogleich folgt, dass q Nichtrest von p ist. Da nun 
der Voraussetzung nach p' und p quadratische Nichtreste von q 
sind, so ist pp' quadratischer Rest von q, und es giebt daher 
wieder eine gerade Zahl e < q von der Beschaffenheit, dass 
e* — pp' = qq> 

und q> eine ganze Zahl ist; und weil die linke Seite dieser Glei- 
chung eine ungerade Zahl darstellt, welche ihrem absoluten Werthe 
nach < g* ist, so ist q> ebenfalls eine ungerade Zahl und zwar 
< q. Je nach der Beschaffenheit dieser Zahl q> zerfällt nun der 
Beweis in drei Theile. 

1. Ist 9 weder durch p noch durch p' tlieilbar, so ist 



und da gg) quadratischer Rest von pp' ist, auch 

da ferner die beiden ungeraden relativen Primzahlen q> undj)j)' 
(von denen die letztere positiv ist) nur solche Primfactoren ent- 
halten, welche < g sind, so gilt tür diese beiden Zalilen auch das 
verallgemeinerte Reciprocitätsgesetz, d. h. es ist 

und folglich, mit Berücksichtigung der beiden vorhergehenden 
Gleichungen 

= (— 1)'/«((P-»*Mpp'-i). 

Da aber e eine gerade Zahl, so ist qq> = — pp' (mod. 4), also, 
da g = 1 (mod. 4) ist. 
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(p = — (mod. 4) 
— ^(mod. 2) 
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(p 1 pp' 1 


2 


= 0 (mod. 2) 




was zu beweisen war. 

2? Ist (p durcli p' theilbar, durch p nicht theilbar, so setze man 
(p — p'ip^ und, da auch e durch p' theilbar sein muss, e = p' e\ 
dann ist ^ < g eine durch p nicht theilbare ungerade, und e eine 
gerade Zahl, und es wird 

— p =z qip. 

Hieraus folgt nun zunächst wieder (da ^ relative Primzahl zu 
pp' ist) 


feiTier 


und 




+ 1 , 


(¥)=©■ (j)-(i^)e) 


(f)=&'). ©=(?)(?) 

und folglich 

da endlich 'ip und pp' nur solche Primfactoren enthalten, die < g 
sind, so ist nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatz 

und hieraus in Verbindung mit zwei vorhergehenden Gleichungen 

Da nun £2 = o(mod. 4) und g = l (mod. 4), so ist — p (mod. 4), 

folglich 


1 ( 1 ^ — 1) = |(i> -f- 1) (mod. 2), 
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\ iv + 1) 1) + K'/' - D . I ipp' - 1) 

= i (2> + 1) B {P' - 1 ) + 1 IVP' - I )] 2) , 

und da ferner (nach dem ersten Lemma 4. in §. 4G) 

i (piV - 1 ) = J (j) - 1) + 1 (j/ - 1 ) (mod. 2) 
ist, so crgiebt sich 

aÜ>+ 1)4- s(fp— U-lipp'—U 

= D-|D>- 1) ^ 0 (mod. 2) 

und folglich 



was zu beweisen war. 

Da bei diesem Beweise die Annahme, dass q Nichtrest von p' 
ist, gar nicht zur Anwendung gekommen ist, so wird durch einfache 
Vertauschung von mitjj' der Beweis fiir den Fall entstehen, dass 
qp durch p theilbar, durch q>' nicht theilbar ist; denn im Uebrigcn 
sind sowohl die Voraussetzungen als auch das zu beweisende Re- 
sultat vollständig sj-mmetrisch in Bezug auf beide Primzahlen p 
und p'. 

3. Ist g> sowohl durch p als auch durch p' imd folglich (da 
p und p' verschiedene Primzahlen sind) auch durch p]>' theilbar, 
so setze man <p = pp' ip, und, da e dann ebenfalls durch theil- 
bar ist, e = pp' £\ dann bedeutet ii> eine ungerade Zalil < q, und 
£ eine gerade Zahl, und es wird 

pp' £^ — 1 = qip. 

Hieraus folgt, dass j}p' relative Primzahl zu und ausserdem 
quadratischer Rest von ip, also 



ist; ebenso ergiebt sich aber, diiss — qf quach-atischer Rest von 
pp', dass also 



ist; nach dem verallgemeinerten Rcciprocitätssatze , welcher offen- 
bar für die beiden Zahlen — ip und joj)' gilt, ist ferner 
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und liieraus ergiebt sich in Verbiiulung mit den beiden vorher- 
gehenden Gleicliungen 

\ppj 

Da aber f eine gerade Zahl, und 2=1 fmod. 4), so ist «l» = — 1 
(niod. 4), also j (V' + 1) eine gerade Zahl, und folglich 



was zu beweisen war. 

Hiermit ist nun auch der zweite Tlieil des Beweises vollstän- 
dig geführt und dadurch die Allgemeingültigkeit des Reciproci- 
tätssatzes von Neuem nachgewieseu (ein dritter Beweis findet sich 
in den Supplementen I. §. 115). Auf ähnliche Weise lassen sich 
auch die Sätze über die Charaktere der Zahlen — 1 und 2 begrün- 
den, was dem Leser überlassen bleiben mag*). 


§. 52. 

Nach allen diesen Untersuchungen kehren wir nun zurück zu 
der Beantwortung der zweiten in §.32 aufgeworfenen Frage, welche 
in §. 39 auf die folgende reducirt ist: 

Von tcelchcn nngemden Frimzuläen q ist die gegebene Zahl 1) 
quadratischer liest ? 

Auch jetzt fragen wir nur nach denjenigen (positiv genommenen) 
Primzahlen 2> welche nicht in I) aufgehen, und setzen ausserdem 
der Fänfachheit halber voraus, dass D kein Quadrat und auch 
durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar ist, weil der allgemeinere 
Fall offenbar sogleich auf diesen einfachem reducirt werden kann. 
Es wird sich zeigen, dass nicht blos alle diese Primzahlen q (che 
Divisoren der Form t- — Du'^ nach §. 39), sondern überhaupt alle 
positiven Zahlen n, welche relative Primzahlen zu 2 7) sind und 
der Bedingung 



*) DiricMet a. a. (V 
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genügen, in einer Anzahl von bestimmten Lincarformen, d. h. von 
arithmetischen Reihen enthalten sind, deren Differenz entweder 
= 2D oder = 4X) ist Da wir vorausgesetzt haben, dass die positive 
oder negative Zahl Z) durch keine Quadratzahl theilbar ist, so wird, 
wenn wir das Product aller in D aufgehenden positiven ungeraden 
Primzahlen p,p\ p" ■ • ■ mit P bezeichnen , entweder D = i P, 
oder i) = + 2 P sein ; wenn P keine ungerade Primzahl p als 
Factor enthält (für welchen Fall das Resultat aber schön in den 
§§. 40, 41 oder allgemeiner in §. 46, 5. und 6. angegeben ist), wird 
P = 1 zu setzen sein. Wir unterscheiden im Ganzen vier Fälle. 

I. P = + P = 1 (mod. 4). , 

In diesem Falle ist, wenn n irgend eine positive Zahl bedeutet, 
die relative Primzahl zu 2P ist, zufolge des verallgemeinerten Re- 
ciprocitätssatzes (§. 46, 7.) 

Da nun das Symbol rechts für alle Zahlen «, welche einer und der- 
selben Classe (mod. P) angehören, nach §. 46, 3. einen und den- 
selben Werth besitzt, so kommt es offenbar nur darauf an, ein 
vollständiges System von <p(P) incongruenten Zahlen m (mod. P) 
zu betrachten, die relative Primzahlen zu P sind, und für jede den 
Werth des Symbols zu bestimmen. Es ist wichtig, dies etwas näher 
zu untersuchen. 

Zunächst lässt sich beweisen, dass Zahlen b existiren, welche 
der Bedingung 

$) = -' <■) 
genügen. Denn da P nicht = -f- 1 sein kann, und folglich P min- 
destens eine Primzahl p enthält, so wähle man einen beliebigen 
Nichtresl ß von p, und bestimme b (nach §. 25) durch die Be- 
dingungen 

b = ß (mod. p), 6=1 (mod. P'), 
wo P = pP' gesetzt ist, so wird 

© = e)(^) = ©(^) = -- 

Nachdem dieser Punct absolvirt ist, erkennt man leicht, dass die 
Anzahl aller incongruenten Zahlen 6 (mod. P), welche der Be- 
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dingung (1) genügen, z= \g>{P), und folglich die Anzahl aller in- 
congruenten Zahlen a (mod. P), für welche 

(J)=+I f2) 

ist, ebenso grosS ist. Denn setzt man 

s = 1 ( 5 ), 

wo m das ganze System aller <p (F) incongruenten Zahlen durch- 
laufen soll, so ist S gänzlich unabhängig von der Wahl der die 
einzelnen Zahlclassen repräsentirenden Individuen m ; da nun, 
wenn b eine bestimmte Zahl von der Beschaffenheit (1) bedeutet, 
auch die Producte bm ein solches vollständiges System bilden, so 
ist auch 

s = j(‘f) = (‘)s(5) = -s 

und folglich 

2 (5) = 0, (3) 

mithin ist die Anzahl der Glieder dieser Summe, welche den Werth 
+ 1 haben, gleich der Anzahl deijenigen, welche den Werth — 1 
haben; d. h. die Anzahl der Zahlclassen a ist gleich derjenigen der 
Zahlclassen b. 

Es leuchtet ferner ein, dass man die Repräsentanten m (oder 
a und b) sämmtlich ungerade wählen kann; denn ist m gerade, so 
ist «i P eine in derselben Zahlclasse enthaltene ungerade Zalil. 
Dann wird also 

= + R wenn n = a (mod. 2P)3 

= — 1, wenn n = 6(mod. 2P) 

und jede (positive) Zahl «, welche relative Primzahl zu 2 2) ist, ist 
in einer und nur einer dieser arithmetischen Reihen (von der 
Differenz 22)) enthalten. 

Beispiel 1. Ist 2) = -f- P = 21, also (P) = 12, so sind die 
sämmtlichen relativen Primzahlen zu P congruent 

i 1) +2, +4, iS, +8, + 10; 

bestimmt man nun für jede dieser Zahlen den Werth des Jacobi’- 
schen Symbols nach §. 47, so ergiebt sich 
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a = + 1, 4; 4, +; 5 ; /< = i‘2, i8, i 10; 
es wird daher 



wenn n = 1, 5, 17, 25, 37, 41 (mod. 42) 
wenn » = 11, 13, 19, 23, 29, 31 (mod. 42). 


Beispiel 2. Ist Z> =: — P = — 15, so sind die zu betrachten- 
den Zaldenchissen folgende + 1, + 2, + 4, +7; diese zerfallen in 
a = -t- 1, -|- 2, -1- 4, — 7, und h = — 1, — 2, — 4, -\-l. Es wird 
daher 


= -)- 1, wenn n = 1, 17, 19, 23 (mod. 30) 

= — 1, wenn v = 7, 11, 13, 29 (mod. 30). 

Wir gehen nun über zu dem Fall 

II. D = B = 3 (mod. 4). 

bedeutet n wieder eine positive relative Primzahl zu 2Z), so 
ist nach dem allgemeinen Iteciprocitiitssatz 




behalten wir dieselbe Bezeidinung nie im ersten Falle. bei, so wird 


© = + ■ 

dagegen 


wenn n = 1 (mod. 4) und n = a (mod. P) 
oder n = 3 (mod. 4) und n = h (mod. P) 



wenn w = 1 (mod. 4) und n = b (mod. P) 


oder n = 3 (mod. 4) und n = a (mod. P). 
Einem jeden solchen Congruenzpaare entspricht aber (nach §. 25) 
eine bestimmte tiasse von Zahlen n (mod. 4P); man erhält daher 
9) (P) = 1 qp ( 4 P) solche Flassen von Zahlen n, die der einen Kate- ^ 
gorie angehören, und ebenso viele Classen von Zahlen n, die 
den entgegengesetzten Charakter haben; diese Classen bilden arith- 
metische Heihen von der Differenz 4P. Dies llesultat gilt auch 
noch in dem Falle B — — 1, obgleich dann keine Zahl b existirt. 
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-Beispiel. Für Z) =+ 15 wird 

= 4-1) wenn n = 1 (inod. 4), = 4- h +2, 4-4, — 7 (inod. 1 5) 

oder n = 3 (mod. 4), = — 1, — 2, — 4, 4-7 (mod. l.'i) 

dagegen 

tF 1, wenn n= 1 (mod. 4), = — 1, — 2, — 4, 4-7 (mod. 1,5) 

oder « = 3 (imtd. 4), =4-1) 4-2, +4, — 7 (mod. 1.5); 

hieraus ergiebt sich 

^^^ = 4- 1) wenn n = 1, 7, 11, 17, 43, 49, .5.3, .59 (mod. 60) 

= — 1, wenn n = 13, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 47 (mod. 60). 

Die Rechnung gestaltet sich am einfachsten, wenn man die 
sämmtlichen positiven relativen Primzahlen zu 4P darauf prüft, 
ob sie der einen oder andern Kategorie angehörcii, und sie lässt 
sich noch durch nmnehe Kunstgriffe abkürzen, die hier nicht er- 
wähnt werden können. 


111. Z) = + 2 P = 2 (mod. 8). 


In diesem Falle ist, wenn n eine positive relative Primzahl zu 
Z) bedeutet, 

und folglich 



dagegen 


wenn « = + 1 (mod. 8), = a (mod. P) 
oder n = + 3 (mod. 8), = h (mod. P) 



wenn 

oder 


9i = + 1 (mod. 8), = h (mod. P) 
9! = + 3 (mod. 8), = « (mo<l. P) 


und jedem bestimmten Congmenzpaare entspricht eine bestimmte 
Zahlclasse «(mod. 8P); die Zahlen 9? vertheilen sich daher in 
arithmetische Reihen von der Differenz 4Z); jeder der beiden 
Kategorien gehören gleich viele Zahlclassen an. 
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Beispiel. Ist Z) = — G, so ergiebt sich 

=+ b wenn w = 1, 5, 7, 11 (mod. 24) 

wenn n = 13, 17, 19, 23 (mod. 24). 


IV. 2) z= i 2 P = 6 (mod. 8) 
In diesem Falle ist 




und folglich 

rB 


^ = + 1, wenn n = 1, 3 (mod. 8), = a (mod. P) 
oder jj = 5, 7 (mod. 8), = b (mod. P) 


dagegen 

rB 


, ^ ^ = — 1, wenn n = 1, 3 (mod. 8), = b (mod. P) 

oder M = 5, 7 (mod. 8), = a (mod. P). 


Die Zahlen n vertheilen sich weder in arithmetische Reihen von 
der Differenz 4P; jeder der beiden Kategorien gehören gleich 
viele Zahlclassen an. 


Beispiel. Für P = -f 6 ergiebt sich 

= + 1, wenn n = 1, 5, 19, 23 (mod. 24) 

=— 1, wenn n = 7, 11, 13, 17 (mod. 24). 

Wir bemerken schliesslich, dass die vier Fälle sich zusammen- 
fassen lassen, wenn man zwei positive oder negative Einheiten 
Ä, B einfuhrt, so, dass d = -(- 1 oder = — 1, je nachdem i P = 1 
oder = 3 (mod. 4), und dass t = -)- 1 oder = — 1, je nachdem 
P ungerade oder gerade ist. Die vier Fälle stellen sich daun 
folgendermassen dar: 

P = + P = 1 (mod. 4) , d = 4- 1 , f =zz 1 ; 

P = i P = 3 (mod. 4), 5 = — 1, «=-|-l; 

P = ±2P = 2 (mod. 8), d = -|- 1 , b= — 1; 

P = i2P = 6 (mod. 8), d= — 1, f= — 1. 
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Dann ist vermöge des allgemeinen Reciprocitätssatzes und der Er- 
gänzungssätze (§. 46) 

wo n wieder irgend eine positive relative Primzahl zu 2 be- 
deutet. 

Lässt man n ein vollständiges System incongruenter Zahlen 
nach dem Modulus 4D durchlaufen, welche zugleich positiv und 
relative Primzahlen m 2 D sind, so ergiebt sich in allen vier Fällen, 
dass die entsprechende Summe 

ist; iln ersten Falle genügt es schon, dass n ein solches vollstän- 
diges Restsystem nach dem Modulus 2D durchläuft. 
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Von den quadratischen Formen. 


§• bS. 

Unter einer Form versteht inan in der Zahlentheorie im All- 
gemeinen eine ganze rationale Function von Variahein, deren 
Coefficienten ganze Zahlen sind (vergl. §. 39). Je nach dem Grade 
derselben unterscheidet man lineare, quadratiscJie, cubische Formen 
u. s. w.; je nach der Anzahl der vorkommenden Variabein spricht 
man von binären, ternären Formen u. s. w. Wir werden uns im 
Folgenden ausschliesslich mit Ausdrücken von der Form 
ax^ + 2 -f- ciß 

beschäftigen, wo «, b, c bestimmte, gegebene ganze Zahlen, x und 
ij aber unbestimmte, variabele ganze Zahlen bedeuten; und wir 
werden diese homogenen binären quadratischen Formen, wo kein 
Missverständniss zu besorgen ist, kurz P'oimen nennen. 

Wir haben dem Coefficienten des Productes xy der beiden 
Variabein gleich die Gestalt einer geraden Zahl 2b gegeben, weil 
die Untersuchung dadurch erleichtert wird; sollte in einer Form 
dieser Cocfticient eine ungerade Zahl sein, so würde es genügen, 
die ganze Form mit 2 zu multipliciren , um diesen Fall auf den 
obigen zurückzuführen, und aus den Eigenschaften der so erhaltenen 
Form würde man mit Leichtigkeit auf die Eigenschaften der ur- 
sprünglichen Form zurückschliessen können. 
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Sind die drei Glieder in der obigen Anordnung geschrieben- 
so nennt man a den ersten^ h (nicht 2h) den zweiten^ c den dritten 
CocfficienUm ; n und c fasst man auch wohl unter dem gemein- 
schaftlichen Namen der äusseren Coefficienten zusammen, und 
nennt dann h im Gegensatz den mittlern Coefficienten; ähnlich 
lieisst X die erste, y die zweite Variahete, Eine solche Form be- 
zeichnet man wohl auch kurz durch das Symbol («, h, e) , wenn es 
sich nur darum handelt, die Coefficienten anzugeben, von denen 
allein die Eigenschaften der Form abhängen können. 

Wir schliessen nun ein für alle Mal die Fälle aus, in welchen 
die Form sich m zwei lineare Factoren mit rationalen Coefficienten 
zerfallen lässt, weil diese eine andere und zwar einfachere Be- 
handlung gestatten. Zunäclist folgt hieraus, dass in den Formen, 
mit welchen allein wir uns bescliäftigen wollen, keiner der äusseren 
Coefficienten gleich Null sein wird; da ferner 


1 ^ 
ax^-\-2hxy-^cy'^ = — {{ax -]rhyy~ {h’^ — ae)ißj 

ist, so ergiebt sich weiter, dass die Zahl h- — ac nie eine vollstän- 
dige Quadratzahl sein darf, denn sonst würde die Form 


2h xy -}- cy‘^ — 


ein Produc 


— (ax-^{h-\-Vh'^ — (ax-^(l) — — a 

’oducraus zwei linearend.^actoren mit rationalen C 


•)y) 




atibnalen Coefficienten 
sein. Die Z;ihl h" — ac, von welcher, wie wir sehen werden, die 
Eigenschaften der Form {a, h\ c) hauptsächlich abhängen, heisst 
die Determinante'^) dieser Form; wir werden sie im Folgenden mit 
dem Buchstaben D bezeichnen. Die unseren Formen (a ^ h, c) 
auferlegte Beschränkung besteht also darin, dass D hein Qua- 
drat ist. 

Euler hat sich zuerst mit solchen Formen, aber nur von spe- 
cieller Natur, beschäftigt; erst Lagranye legte den Grund zu einer 
allgemeinen Theorie derselben, die dann sjiäter von Legendre, vor 
Allen aber durch Gäuss vervollständigt wurde. 

Ihre Entstellung verdankt die ganze Theorie dem Probleme, 
zu entscheiden, ob eine gegebene Zahl m durch die gegebene Form 
{a,h,c) darsfeUhar ist, d. h. ob es specielle Werthe von x,y giebt, lür 
welche die Form den Werth m erhält. Doch ist zur vollständigen 


*) Ganss: 1). A. art. 154. 
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Lösung desselben die Theorie der Transformation erforderlich, mit 
welcher wir uns zunächst beschäftigen wollen. 


§• 54. 

Ebenso wie die Gleichungen der Curven in der analytischen 
Geometrie ihre Gestalt ändern, wenn ein anderes Coordinaten- 
system gewählt wird, so geht eine quadratische Form (a, 6, c) 
durch Einführung zweier neuen Variabein in eine neue quadrati- 
sche Form (a', b\ cf über. Sind nämlich a:, y die Variabein der 
Form (a, b, c), und setzt man 

a: = aa/ + |Jy', 

wo a, ß, Y, ö vier bestimmte ganze Zahlen, und a^, y' die neuen 
Variabein bedeuten, so wird 

ax^ + 2 6a:y -f cy* = aV* + 2b’x'y' + (fy'*, 

und die Coefficienten a\ V, d der neuen quadratischen Form hän- 
gen auf folgende Weise von denen der ursprünglichen Form und 
von den vier Coefficienten «, /J, y, d ah; 

o' = aa* -j- 2 + cy* 

b' = auß ■\-b{a,8 ßy) cyS (2) 

= o/3*-f2 6/3Ä + cd*. 

Man drückt den Zusammenhang der beiden Formen kurz so aus: 
die Form ax* -t- 2 6xy -f cy’ geht durch die Transformation oder 
Substitution (1) in die Form «'a/* + 26'x'y' + c'y'* über. Die 
Zahlen a, /3, y, 6 heissen der Reihe nach der erste, zweite, dritte, 
vierte Coefficient der Substitution. Da die Wahl der Buchstaben 
zur Bezeichnung der Variabein von ganz untergeordneter Bedeutung 
ist, und die Natur der Formen und Substitutionen nur von den 
Coefficienten abhängt, so drückt man sich häufig noch kürzer so 
aus: die Form {a,b, c) geht durch die Substitution «, ß, y, d 
oder in die Form (a',b', c') über; und diese Ausdrucks- 

weise soll nicht melir oder weniger sagen, als dass die drei 
Gleichungen (2) Statt finden. Hierbei ist wohl auf die Stellung 
der Coefficienten der Formen sowohl, wie derjenigen der Substi- 
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tution zu acliten; belialteu wir die eben eingeführten Bezeich- 
nungen bei, so müssen wir z. B. sagen, dass gleichzeitig die Form 


(a, b, c) 

durch die Substitution ( “> in 

\y, öz 

{a!, V, d). 

(a, b, c) 


” Vö, r) ” 

{d, V, «'), 

(c, b, a) 

n Tt 

(v, 

” V«, ß) ” 

(a'i c'), 

(c, b, a) 

n n 

(s,y\ 

” \ß, ot) ” 

(d, b\ a') 


übergeht. 

Es leuchtet ein, dass jede durch die zweite Form (a', h\ d) 
darstellbare Zahl auch durch die erste Form (a, h, c) dargesteUt 
werden kann; denn wird die Zahl m durch (a', V, d) dargestellt, 
indem den Variabein od , y' die speciellen Werthe /, s' ertheilt 
werden, so setze man 

r = «/-f-/3s', s = yr'-f-ds', 

und es wird die Form (a, Z», c) dieselbe Zahl m darstellen, sobald 
X = r, y = s gesetzt wird. Man sagt deshalb auch: die Form 
(a, b, c) enthält die Form («', b', d), oder deutlicher: die Form 
(«', b' , d) ist unter der Form («, b, c) enthalten*)-, eben weil 
sämmtliche durch (a', b\ d) darstellbare Zahlen ifiiter den durch 
(a, J, c) darstellbaren enthalten sind**). 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Relation, in welcher die 
Determinante 

]y — b’^-a'd 

der neuen Form zu der der früheren steht; substituirt man für 
a', b\ d ihre Ausdrücke gemäss den Gleichungen (2), so findet man 
nach leichten Reductionen 

D' = («Ä — ß‘y)'^D; 

die nette Determinante ist daher stets gleich der alten, multiplicirt 
mit einer Quadratzahl ; beide Determinanten haben also auch dasselbe 
Vorzeichen. Da wir von vorn herein Formen ausschliessen, deren 

*) Gauss: B. A. art. 157. 

**) lieber die Umkehrung dieses Satzes siehe Schering: Theoremes re- 
latifs aux formes hinaires quadratiques qni representent les memes nom- 
hres, Journal de Matheniatiques publ. p. Liouville T. IV. 2« serie. 1859. 
nirlcblet, Zablentbeoiie. 9 
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Determinanten = 0 sind, so betrachten wir deshalb auch nur 
solche Substitutionen ("’ J), für welche die Coefficientenverbindung 
u8 — ßy (die sogenannte Determinante der Substitution) einen von 
Null verschiedenen Werth hat. Hieran knüpft sich jedoch noch 
eine wichtige Unterscheidung ; je nachdem nämlich dieser Ausdruck 
ud — ßy einen positiven oder negativen Werth hat, soll die Sub- 
stitution (y' eine eigentliche oder uneigentliche heissen, und diese 
Ausdrucks weise soll auf die Beziehung zwischen den Formen (a, 6, c) 
und (tt', 6', c') übertragen werden, indem wir sagen, dass die Form 
(o', b\ d) eigentlich oder uneigentlich unter der Form (a, h, c) ent- 
halten sei, je nachdem die Substitution ("; ^), durch welche die letz- 
tere in die erstere übergeht, eigentlich oder uneigentlich ist Um 
Missverständnisse zu vermeiden, fügen wir sogleich hinzu, dass eine 
Form eine andere sowohl eigentlich als auch uneigentlich enthalten 
kann; denn es tritt häufig der Fall ein, dass eine Form einmal durch 
eine eigentliche, ein anderes Mal durch eine uneigentliche Substi- 
tution in eine und dieselbe zweite Form transformirt wird. So 
z. B. geht die Form (3, 13, 18) durch die eigentliche Substitution 
_^,^), und ebenso durch die uneigeutliche Substitution 1^) 
in die andere Form ( — 5, — 5, 18) über; die erstere enthält daher 
die letztere sowohl eigentlich als auch uneigentlich. 

Man nennt ferner zwei Substitutionen gleichartig, wenn sie 
beide eigentlich, oder beide uneigentlich sind, ungleichartig, wenn 
die eine eigentlich, die andere uneigentlich ist. 


§. 55, 

Behalten wir die vorhergehenden Bezeichnungen bei, und neh- 
men wir an, dass die Form 

(«', V, c') = + 2 tVy' 4- c'y'» 

durch eine neue Substitution 

af ^ u' x" + ß' f 
y,= y'x--\-8'f 

in die Form 

(a", b", c") = a"a:"» -I- 2 b" x" y" + 
übergeht, so geht offenbar die erste Form (o, b, c) durch die Sub- 
stitution 
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z = « (o' + ^' y") + ß (/ X" + Sr f) 

y = y («'o/' + ß'y") +d(y'x'' + Ö' f) 

oder 

a: = (««' + ßy) x" + i«ß' + ßd') y" 
y = (y «' + Sy') xf' + (yß' + dö') y" 
in die dritte Form (a", 6", c") über. Hieraus folgt der Satz; 

Enthält eine Form eine zweite, diese tcieder eine dritte, so ent- 
halt auch die erste Form die dritte. 

Bezeichnet man nun die Coefficientenverbindung 
(««' + ßy) (yß' + 6d')-(uß' + ß6') (ya' + Sy') 
mit £, so ist notbwendig die Determinante der dritten Form 
ly = £* D', da aber andererseits 

ly = (ud—ß yyn, jy = («' s' — ß' y)* n, 

also auch 

■ D" = («S — ßyy («' &' — ß' y')2 D, 
und D von Null verschieden ist, so schliessen wir hieraus, dass 
£* = («S — /3y)* («'S' — /3'y')« 

ist, und man überzeugt sich leicht durch Vergleichung beider 
Seiten, dass die Quadratwurzel in folgender Weise auszuziehen ist: 
£ = («S — ßy) («'S' — ß'y'). 

Aus dieser Gleichung (welche einen der einfachsten Sätze der De- 
terminantentheorie enthält) folgt noch eine wesentliche Vervoll- 
ständigung des obigen Satzes, nämlich: 

Die erste Form enthält die dritte eigentlich oder uneigentlich, 
je nachdem die erste die zweite in derselben oder in entgegengesetzter 
Art enthält, wie die zweite die dritte. 

Fährt man in derselben Weise fort und transforniirt die dritte 
Form in eine vierte, diese in eine fünfte u. s. f., so ergiebt sieb un- 
mittelbar der allgemeine Satz: Wenn von einer Eeihc von Formen 
jede die nächstfolgende enthält, so enthält die erste Form auch die 
letzte, und zwar eigentlich oder uneigentlich, je nachdem die Anzahl 
der hierbei auftretenden uneigentlichen Substitutionen gerade oder 
ungerade ist. 

Die Substitution, durch welche die erste Form unmittelbar in 
die letzte transformirt wird, heisst zusammengesetzt aus den ein- 
zelnen successiven Substitutionen; um die Zusammensetzung von 

9 * 
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zwei Substitutionen anzudeuten, wollen wir uns bisweilen der Be- 
zeichnung 


/«, /3\ / a\ ß'\ _ /aa' -f ßy\ aß' -f ßö'\ 

\y, d) \/, ö'J \ya' -f d/, yß' dd'J 

bedienen; offenbar ist es im Allgemeinen nicht erlaubt, die Ord- 
nung' der beiden successiven Substitutionen umzukehren, weil hier- 
durch auch die resultirende Substitution geändert würde. So ist z. B. 

(±1; S) (±1: It) = (1^; 11), dagegen (IJ; ±1) (±i; J) = (-; +»). 

Dagegen ist es bei drei successiven Substitutionen S\ S” 
gleichgültig, ob mau erst S und 6" zusammensetzt, und dann das 
Resultat SS' mit S" verbindet, oder ob man S mit dem Resultat 
S' S" der zweiten und dritten Substitution zusammensetzt; in 
Zeichen: 


(SS')S" = S(S'S"). 

Dies folgt unmittelbar aus dem Bcgrifie dieser Zusammensetzung; 
denn sind (x, ?/), (x', y'), (a;", y") und (a;"', y'") die successiven Va- 
riabein, so ist es für die Ausdrücke von a:, y durch a-'", y'" gleich- 
gültig, ob man die Variabein a;", y" oder die Variabein a/, y' als 
Zwischenglieder einscliiebt. 

Ferner ist für die Folge zu bemerken , dass die Substitution 
(o| i) ‘h*r Zusammensetzung stets fortgelassen werden darf, da 
sie keine Aenderung hervorbringt. 

Endlich leuclitet ein, dass der obige Satz auch so ausgesprochen 
werden kann: Die aus den Substitutionen Ä, S', 5" . . . zusammen- 
gesetzte Substitution SS' S" .. . ist eigentlich oder tineigenilich, je 
nachdem die Anzahl der unter ihnen befindlichen uneigentlichen 
Substitutionen gerade oder ungerade ist. 


§. 56. 

Besonders wichtig ist nun die Frage: wann enthalten zwei 
Formen sich gegenseitig? Offenbar ist dann das System aller durch 
die eine Form darstellbaren Zahlen identisch mit dem System der- 
jenigen Zahlen, welclie durch die andere Form dargestellt werden 
können. Zwei solche Formen w'erden wir äquivalent*) nennen. 
Sind I), D' ihre Determinanten, so muss sowohl als auch 

*) Gaussi D. A. nii. Iö7. 
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I):iy, eine ganze Qnadratzalil, also eine ganze positive Zahl sein, 
uiifl hieraus folgt als eine für die Aequivalenz zweier Formen er- 
forderliche Bedingung, dass ihre Determinanten I) und 1)' gleich 
sein müssen. 

Diese Bedingung ist aber umgekehrt nicht hinreicheml, um auf 
die Aequivalenz schliessen zu können. Dies ist erst dann^gestat- 
tet, wenn man ausserdem weiss, dass die eine der beiden Formen 
die andere enthält. In der That, wenn die beiden Formen («,i, c) 
und (a', h\ d) gleiche Determinanten haben, und wenn ausserdem 
die erstere durch die Substitution 


X = Kx' -j- ßy' 
y = yxf+ dy' 

in die letztere übergeht, so folgt aus der Relation 
D' = (ctd — 

und der Gleichheit von 1/ und J) die Gleichung 
ad — ßy = + 1 

und hieraus, wenn man zur Abkürzung ad — = + 1 = f setzt, 

a/ = + aäx — eßy 
y' = —eyx + eay 

und es geht daher durch diese Substitution mit ganzzahligen Coeffi- 
cienten die Form («', h', d) in die Fonn (a, b, c) über; also sind in 
der That beide Formen einander äquivalent. Die Substitutionen 



+ f d, — aß 
— ay, + ^£l£ 


)• 


deren jede die inverse der andern heisst, und durch deren Zu- 
sammensetzung immer die Substitution (J; J) entsteht, sind offenbar 
entweder beide eigentlich, oder beide uneigentlich; je nachdem das 
Eine oder das Andere Statt findet, sollen die beiden Formen ei- 
gentlich oder uneigentlich äquivalent*) heissen. 

Sowie wir eben gesehen haben, dass die eine von zwei äqui- 
valenten Formen in die andere immer durch eine Substitution 
(y. &) übergeht, in welcher ad — |3y = i 1 ist, so leuchtet auch 
umgekehrt ein, dass durch jede solche Substitution eine beliebige 
Form nothwendig in eine ihr äquivalente transformirt wird; denn 
die Determinanten beider Formen sind einander gleich. Hierin 


•) Gauss: J). A art. 1.58. 


Digitized by Google 



134 


Vierter Abschnitt. 


bestellt also die erforderliche und hinreichende Bedingung für die 
Aequivalenz zweier Formen. 

Aus dem Begriffe der Aequivalenz ergiebt sich unmittelbar, 
dass jede Form sich selbst eigentlich äquivalent ist; denn sie geht 
durch die eigentliche Substitution (J| J) in sich selbst über. Dies 
ist nur ein specieller Fall des folgenden Satzes, welcher sehr oft 
zur Anwendung kommen wird: Wenn zwei Formen (a, 5, c) und 
(a^ 1)\ d) von gleicher Determinante D denselben ersten Coefficienten 
a haben ^ und wenn ihre mittleren Coefficienten 6' einander con- 
gruent sind in Bezug auf den Modtd a, so dass V = aß -\-b; so 
sind die beiden Formen eigentlich äquivalent, und die erstere geht 
durch die eigentliche Substitution (J’ f) in die letztere üher. 

Ferner bemerke man folgende Fälle der uneigentlichen Aequi- 
valenz: Zwei entgegengesetzte*) Formen {formae oppositae), d. h. 
zwei Formen (a, b, c) und (a, — b, c), welche sich nur durch das 
Vorzeichen des mittlem Coefficienten unterscheiden, sind stets 
uneigentlich äquivalent, indem die eine durch die Substitution (J| _5) 
in die andere übergeht. Dasselbe gilt von zwei Gefährten**) 
{formae sociae), d. h. von zwei Formen (a, b, c) und (c, b, a), welche 
dieselben Coefficienten, nur in umgekehrter Folge, haben; die eine 
geht in die andere durch die Substitution (}| J) über. 

Aus diesen beiden Fällen folgt wieder durch Zusammensetzung^ 
dass die beiden Formen (a, b, c) und (c, — b, a) äquivalent 

sind; denn die erstere geht in die letztere durch die Substitution 

(-!: J) 


§• 57. 


Auch hier bei der Aequivalenz schliesst die eine Art derselben 
die andere nicht aus; es kommt häufig der Fall vor, dass zwei 
Formen einander sowohl eigentlich als uneigentlich äquivalent 
sind; in dem oben (§. 54) angeführten Beispiel sind wirklich die 
beiden Formen (3, 13, 18) und ( — 5, — 5, 18) eigentlich und un- 
eigentlich äquivalent; die erstere geht durch die Substitutionen 

*) Gauss: D. A. art. 159. 

**) Gauss: D. A, art. 187. 
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(11’ ?) nnd (1}’ 1^ in die letztere über, und umgekehrt diese in 
jene durch die inversen Substitutionen ({’ J) und (ij* IJ) . 

Wmn zwei Fonyien sowohl eigentlich als uneigentlich äquiva- 
lent sind^ so ist jede von ihnen sich selbst uneigentlich äquivalent. 

Denn, wenn die Form (a, 5, c) durch jede der beiden Substi- 
tutionen 

(/;W 

in denen 

a'd'-/3'y'= 4-i, — /' = —!, 

in die Form (a', b\ d) übergeht, so geht («', h\ d) durch jede der 
beiden inversen Substitutionen 


/+Ä',-A +n 

+«7 V+y. -«/ 


in (a, 5, c) über; und hieraus folgt, dass (a, 5, c) durch jede der 
beiden zusammengesetzten, und zwar nothwendig uneigentlichen 
Substitutionen 

in sich selbst übergeht. So z. B. geht die Form (3, 13, 18) durch 
die uneigentlichen Substitutionen (11| J) (IJ’ IJ) = (1J| 1§) und 
(1}’ is) (i| i) == (IJ 1^ selbst über. 

Es ist kein Zufall, dass diese beiden auf verschiedene Art 
zusammengesetzten Substitutionen identisch ausfallen; setzt man 
nämlich 

(a\ (- dl + _ /a, ß\ 

so findet man zunächst 

/«", ß"\ /+ -ß'\ _ (S, +ß\ 

Ir", Ä'V V-/. + «7 “ Wr. -«/’ 

und wir haben daher, um die Identität dieser beiden Substitutionen 
nachzuweisen, nur noch zu zeigen, dass in jeder uneigentlichen 
Substitution (y' J), durchweiche eine Form in sich selbst übergeht, 
stets der erste und vierte Coefticient einander gleich, aber ent- 
gegengesetztsind- Dies geschieht leichtauf folgende Weise. Wenn 
die Form (a,d,c) durch die uneigeutliche Substitution (y;§>) in sich 
selbst übergeht, so ist 

a «2 -j_ (2 da 4" cy) y = a 
aaß -f- b{aö -j- ßy) -f- cyö = b 
uö — ßy = — 1. 
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Die zweite dieser drei Gleichungen geht, wenn man der dritten 
gemäss ßy durch «ö + 1 ersetzt, in folgende über: 
aaß-\- (2btt cy)S — 0; 

eliminirt man aus dieser und aus der ersten jener drei Gleichungen 
die Grösse 2hoc-\- cy, so erhält man, wenn mau den Factor a weg- 
wirft (der ja von Null verschieden ist, weil sonst die Determinante 
D eine Quadratzahl wäre), die Delation 
(«* — 1) Ä = aßy, 

woraus mit Eücksicht auf ad — ßy = — 1 wirklich folgt, dass 
d = — a ist, was zu beweisen war. 


§. 58. 

Jede uneigenthehe Substitution, durch welche eine Form (n, &, c) 
in sich selbst übergeht, ist daher nothwendig von der Form (“; j:^), 
und es ist also gleichzeitig ßy =: 1. Von besonderm Interesse 
ist der specielle Fall y = 0; dann ist « = + 1 und entsprechend 
+ aß = 2h; eine solche Form, deren doppelter mittlerer Coefficient 
durch den ersten theilbar ist, soll eine ambige Form ( forma anceps) 
heissen*). Und umgekehrt ist leicht zu sehen, dass jede ambige 
Form sich selbst uneigentlich äquivalent ist; denn wenn (a, b, c) 
eine solche Form, und also 2b = aß ist, so geht (a, b, c) wirklich 
durch die uneigentliche Substitution (J| if) in sich selbst über. 
Dasselbe gilt offenbar von jeder Form, welche einer ambigen Form 
äquivalent ist; aber es besteht auch der umgekehrte Satz:**) 

Wetin eine Form sich selbst uneigentlich äquivalent ist, so giebt 
es stets eine ihr äquivalente ambige Form. 

Beweis. Es sei q> eine solche Foim, welche durch die un- 
eigentliche Substitution bi sich selbst übergeht; ist y = 0, 

so wissen wir, dass cp selbst eine ambige Form, und folglich der 
Satz richtig ist. Ist aber y von Null verschieden, so suchen wir 
eine eigentliche Substitution (J’ , durch welche die Form q> in 

eine ihr äquivalente ambige Form übergeht, die wir mit ^ bezeich- 
nen wollen. Da also Iq — (tv =-)- 1, und folglich ip durch die 

*f Gauss: D. A. art. 163. Vergl. Kummer im Monatsbericht der Ber- 
liner Akademie vom 18. Februar 1858. 

**) Gauss: D. A. art. 164. 
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inverse Substitution (i?’ in tp übergeht, so muss il> durch die 
offenbar uneigentliche, aus den drei successiven Substitutionen 



zusammengesetzte Substitution in sich selbst übergehen. Der 
dritte Coefficient dieser Substitution ist 

yA*— 2otAv — ßv^, 

und es kommt nur darauf an , zwei relative Primzahlen A , v so zu 
bestinunen , dass dieser Coefficient == 0 wird ; denn dann ist ir 
eine ambige Form. Diese Forderung reducirt sich, wenn man 
mit y multiplicii-t und bedenkt, dass a»-j-/3y= 1 ist, auf die 
folgende : 


(yA — av)> — V* = 0; 


V 


a + 1 — ß 

y “ «T 1’ 


da unserer Annahme nach y von Null verschieden ist, so kann mau 
also A und v dieser Forderung gemäss bestimmen, und zwar als 
relative Primzahlen, wenn man den Bruch («il):y auf seine 
kleinste Benennung A : v bringt Dies Letztere ist erforderlich, 
weil ja die vier Coefficienten A, /i, v, g der Gleichung Ap — p.v — 1 
genügen müssen. Sobald nun A und v auf dem angegebenen Wege 
bestimmt sind, so kann man dann unendlich viele Werthenpaare 
für p und (t (nach §. 24) finden, welche diese letzte Forderung* er- 
füllen. Auf diese Weise ist also wirklich aus (“’ eine eigent- 
liche Substitution (i’/p gefunden, welche die gegebene Form q> in 
eine ihr äquivalente ambige Form V' transformirt, und liierdurch 
der obige Satz be^viesen. 

Nehmen \\ür als Beispiel die obige Form (3, 13, 18), welche 
durch die uneigentliche Substitution (ij’ in sich selbst übergeht; 
wir haben also nur 


A _ 3 + 1 

V — 4 

zu setzen; nehmen wir das obere Zeichen, so ist A = + 1, v = :|:i 
zu setzen, und entsprechend p -|- ft = + L Nelimen wir die ohern 
Zeichen und p = 1, p = 0, so erhalten wir die Substitution (ij; J), 
durch welche, wie schon oben bemerkt ist, die Form (3, 13, 18) in 
die Form ( — 5, — 5, 18) übergeht, weichein derXhat eine ambige 
Form ist. 

Ferner: Die Form (7, 1, — 1) geht durch die uneigentliche 
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Substitution (IJ; ij) in sich selbst über; in diesem Fall haben 
wir also 

;i _ 2 ± 1 

V ~ —3 

zu setzen; nehmen wir der Einfachheit halber wieder das obere 
Zeichen, so können wir wieder A = l,v = — 1, p = l, (i = 0 
setzen; und in der That geht die Form (7, 1, — 1) durch die Sub- 
stitution (ij; J) in die ambige Form (4, 2, — 1) über. 


§. 59. 

Wir verlassen hiermit diesen interessanten Gegenstand und 
beschäftigen uns von jetzt an ausschliesslich mit der eigentlichen 
Aequi Valenz; nur diese soll im Folgenden gemeint sein, wenn 
schlechthin von Aequivalenz gesprochen wird; ebenso soll unter 
Substitution immer nur noch die eigentliche Substitution verstan- 
den sein. Werden daher zwei Formen /, /' äquivalent genannt, 
so bedeutet dieser Ausdruck stets (§. 56), dass eine Substitution 
existirt, deren Coefficienten der Bedingung ad — ßy = -{- 1 
genügen, und durch welche / in /' übergeht; umgekehrt geht dann 
/' in / über durch die inverse Substitution (_f deren Coeffi- 
cienten derselben Bedingung da — ( — ß)( — y) = + 1 genügen. 
Aus dem allgemeinen Satze des §.55 geht nun folgender specielle 
hervor: Sind zwei Formen einer dritten äquivedent, so sind sie auch 
einander äquivalent', und dieser Satz bildet die Grundlage für den 
wichtigsten Begriff in der ganzen Theorie der quadratischen Formen. 

Es sei / eine bestimmte gegebene Form von der Determinante 
D, und F der Inbegriff aller der Formen /, welche mit 

f äquivalent sind; zufolge des eben erwähnten Satzes sind nun je 
zwei in dem System F verkommende Formen /',/" ebenfalls äqui- 
valent; ist daher/' irgend eine iaF vorkommende Form, so ist das 
System aller mit /' äquivalenten Formen identisch mit dem System F. 
Ein solches System unter einander äquivalenter Formen soll eine 
Classe von Formen *) oder eine Formenclasse heissen, und es leuchtet 
ein, dass durch irgend ein Individuum einer solchen Classe alle 
anderen derselben Classe angehörenden Formen vollständig be- 

*) Gauss: 2). A. art 223. 
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stimmt sind; man kann daher immer ein solches Individuum als 
JRepräscntanten der Formenclasse ansehen. 

Es würde nicht schwer sein zu beweisen, dass es in jeder 
solchen Formenclasse unendlich viele Individuen giebt, d. h. dass 
die Anzahl der Formen, in welche eine gegebene Form / durch die 
unendlich vielen verschiedenen Substitutionen (y’^) übergeht, in 
denen «d — ßy = + 1, unendlich gross ist, obgleich es verkommen 
kann, und zwar bei positiven Determinanten immer vorkommt, dass 
unendlich viele von diesen Substitutionen die Form / nur in eine 
und dieselbe Form /' transformiren; allein dieser Nachweis hat für 
uns zunächst kein Interesse. Von grösserer Wichtigkeit und von 
dem grössten Interesse ist dagegen die folgende Betrachtung. 

Denkt man sich alle Formen von einer und derselben Deter- 
minante D in ihre verschiedenen Classen eingetheilt, und wählt 
man aus jeder Classe nach Belieben eine Form als Repräsentanten 
derselben, so erhält man ein sogenanntes vollständiges System 
nicht äquivalenter Formen für diese Determinante D\ die funda- 
mentale und vollständig charakteristische Eigenschaft eines solchen 
vollständigen Formensystems S besteht darin, dass jede beliebige 
Form von der Determinante D stets einer, aber auch nur einer 
von den in diesem System S enthaltenen Formen äquivalent ist. 
Die Anzahl dieser verschiedenen Classen (und also auch ihrer Re- 
präsentanten in dem vollständigen Formensystem S) ist nun, wie 
sich zunächst für negative, später auch für positive Determinanten 
heraussteilen wird, eine endliche, und wir bezeichnen absichtlich 
schon jetzt die genaue Bestimmung dieser Classenamdhl für eine 
gegebene Determinante, welche innig mit den schönsten algebrai- 
schen und analytischen Untersuchungen dieses Jahrhunderts ver- 
knüpft ist, als die letzte und hauptsächlichste von uns zu lösende 
Aufgabe. 

Der Weg zu diesem Ziele wird gebahnt durch die Lösung der 
beiden folgenden Hauptprobleme in der Theorie der Aequivalenz: 

I. Zu erdscheiden, ob zwei gegebene Formen von gleicher De- 
terminante äquivalent sind, also derselben Classe angehören, oder 
nicht. 

II. Alle Substitutionen zu finden, durch welche die eine von 
zwei gegebenen äquivalerden Formen in die andere übergeht. 

Es wird aber gut sein , die Beschäftigung mit diesen beiden 
Problemen dadurch zu motiviren, dass wir zeigen, wie die Theorie 
der Darstellung der Zahlen durch quadratische Formen vollständig 


Digiiized by Google 



140 


Vierter Abschnitt. 


auf dieselben zurückgefiihrt werden kann; und so scliicken wir im 
Folgenden einige Hauptsätze dieser Theorie voraus. 


§. 60 . 

Man nennt, wie schon im Anfang dieses Abschnittes erwähnt 
ist, eine ganze Zahl m darstellbar durch die quadratische Form 
(n, b, c), wenn es zwei ganze Zahlen x, y gieht, welche der Glei- 
chung 

ax^ 2bxy cy'‘ = m (1) 

genügen. Wir können uns aber zunächst auf sogenannte eigentliche 
Darstellungen (x, y) beschränken, in welchen die beiden darstellen- 
den Zahlen x, y relative Primzahlen sind; denn ist 8 der grösste 
gemeinscbaftliche Divisor von x und i/, so ist m noth wendig theilbar 
durch setzt man nun x — P 8, y = y' 8 und m = »>»' ö’, so 
wird »»' offenbar durch die Form («, b, c) dargestellt, wenn x' und y' 
als darstellende Zahlen genommen werden. Da nun die letztem 
relative l’riinzablen sind, so erkennt man leicht, dass, sobald alle 
eigentlichen Darstellungen der Zahlen bekannt sind, hieraus die 
übrigen (uneigentlichen) Darstellungen leicht gefunden werden 
können; wir schliessen daher die letztem von unserer jetzigen Be- 
trachtung ganz aus. Dies vorausgeschickt, schreiten wir zur Er- 
forschung der erforderlichen und hinreichenden Beiliqgungen für 
die DarsteUbarkeit einer gegebenen Zahl m durch eine gegebene 
Form («, b, c). 

1. Wir nehmen also an, die obige Darstellung (1) der Zahl 
m durch die Form (o, 6, c) von der Determinante D — b* — ac 
sei eine eigentliche, d. h. x und y seien relative Primzahlen. Dann 
giebt es (nach §§. 22, 24) immer unendlich viele Paare von ganzen 
Zalden |, ij, welche der unbestimmten Gleichung ersten Grades 

yl— + 1 (2) 

Genüge leisten. Wählen vvir ein solches Paar ij nach Belieben 
aus, so gebt (nach §. 56) die Form (n, 6, c) durch die Substitution 
('• in eine äquivalente Form (»♦, »i, 1) über , deren erster Coeffi- 
cient zufolge (1) die dargestellte Zahl m ist; der mittlere Coeffi- 
cient wird 

M = (ax + by)^ + (bx cy) g, (3) 
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und der dritte Coefficieiit l ergiebt sich, da beide Formen (nach 
§. 56) dieselbe Determinante haben, aus der Gleichung n* — ml = D 
(denn m kann nicht = 0 sein, weil sonst D ein Quadrat wäre). 
Da nun tlieser dritte Coeflicient l nothwendig eine ganze Zahl ist, 
so folgt, dass D quadratischer Rest vm m, und dass 2 = n eine 
Wurzel der Comjruem 

2 - = D (mod. m) fi) 

ist. 

2. Gesetzt nun, man nimmt statt der beiden Zahlen irgend 
ein anderes Paar von Zahlen rj', welclie derselben Bedingung 
(2) genügen, so geht die Form (a, b, c) durch die Substitution 
(»’ ebenfalls in eine äquivalente Form (»*, n', 1') über, und man 
erhält wieder eine Wurzel 

n' = (ax + bp) I' + (bx + cy) ij' 

der Congruenz (4). Es ist nun von Wichtigkeit zu untersuchen, 
in welcher Beziehung diese zu der früheren steht. Da der Vor- 
aussetzung nach — «/| = 1 = xrj' — 1 /|', also auch x(t]' — rj) 
= y(^' — i) ist, und a; und relative Primzahlen sind, so muss 
I' — I durch a;theilbar sein; nennen wir den Quotienten v, so folgt 

I' = I -h XV, 7]' ijv; 

alle denkbaren Auflösungen der Gleichung (2) sind daher in diesen 
Formeln enthalten, in welchen v jede beliebige ganze Zahl bedeutet; 
und umgekehrt, jedem ganzzahligen Werthe von v entsprechen 
zwei Zahlen r/', welche der Gleichung (2) genügen. (Dies gilt 
selbst dann noch, wenn eine der beiden Zahlen x, y gleich Null, 
und folglich die andere = + 1 ist.) Substituirt man nun die vor- 
stehenden Ausdrücke in den von n\ so erhält man, mit Berücksich- 
tigung von (1) und (3), das Resultat 

n' = « -j- mv, also n' = n (mod. m). 

Hieraus folgt, dass alle Wurzeln n der Congruenz (4), welche auf 
die obige Art aus einer gegebenen eigentlichen Darstellung (x, y) 
der Zahl m durch die Form (a, &, c) abgeleitet werden können, die 
sämmtlichen Individuen einer und derselben Zahlclasse (mod. m) 
sind, also nur eine und dieselbe Wurzel dieser Congruenz bilden 
(§. 21); jedes Individuum dieser Zahlclasse wird, wennv alle ganzen 
Zahlen durchläuft, d. h. wenn man der Reihe nach alle Auflösungen 
f, n der Gleichung (2) betrachtet, ein Mal und auch nur ein Mal 
erzeugt. Man sagt daher, die Darstellung (x, y) der Zahl m gehöre 
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zu dieser Wurzel n (mod. m) der Congruenz (4), weil durch den 
angegebenen Process nur diese und keine andere Wurzel derselben 
zum Vorschein kommt. 

Zugleich leuchtet ein, dass die Form (a, b, c) durch die sämmt- 
lichen Substitutionen (*■ |), deren erster und dritter Coefficient die 
beiden darstellenden Zahlen x und y sind, in unendlich viele äqui- 
valente Formen übergeht (vergl. §. 56), deren gemeinschaft- 

licher erster Coefficient die dargestellte Zahl ni ist, während der 
mittlere Coefficient n alle Zahlen einer völlig bestimmten Classe 
(mod.w), und zwar jedes Individuum derselben nur ein Mal, durch- 
läuft *). 

3. Das Vorhergehende reicht hin, um übersehen zu können, 
dass die Aufgabe, alle eigenÜichen Darstellungen einer gegebenen 
Zahl m durch eine gegebene Form (a, b, c) zu finden, auf die Lö- 
sung der beiden Probleme zurückkommt, die wir am Schluss des 
vorigen Paragraphen aufgestellt haben. Mau untersuche zunächst, 
ob D quadratischer Best von m ist oder nicht; im letztem Fall 

*) Es Hegt nahe, die Zahlclasse n(mod. m) unmittelbar aus der gege- 
benen Darstellung (x, y) selbst zu bestimmen, ohne Zuziehung der Zahlen 
I, tj. Die Auflösung der beiden Gleichungen (2) und (S), welche beide vom 
ersten Grade in Bezug auf {, sind, giebt 

TOij = ax-f-(5-)-n)y, — mi = (6 — n)«-|-cy, 
und hieraus folgen die Congruenzen 

— yn = ax-\-hy, xn = 6*-f-cy(mod. m), 
durch welche die Zahlclasse n (mod. m), wie man leicht erkennt, vollsthndig 
bestimmt ist. — 

Wir schalten an dieser Stelle noch folgenden Satz ein, von welchem 
wir später Gebrauch machen werden: Giebt es zwei ganze Zahlen x, y, 

welche den Bedingungen 

axä-(-2 6xy-Fcy* = m 

ox-|-(6-j-n)y = 0, (6 — n)x-j- cy = 0 (mod. m) 
genügen, wo m, n, a, b, c gegebene Zahlen bedeuten, deren erste von Null 
verschieden ist, so ist die Form (a, b, c) mit einer Form (m, n, l) äquiva- 
lent, deren erste beide Coefficienten m, n sind. Denn setzt man die auf der 
linken Seite der beiden Congruenzen befindlichen Ausdrücke resp. gleich 
mt/, — mj, so ergfiebt sich durch Multiplication mit x, y und Addition 
m(xr) — y£) = m, also xij — y£ =-|-l, woraus dann das Uebrige leicht 
folgt. Dass ferner umgekehrt, wenn zwei Formen (o, b, c) und (m, n, l) 
äquivalent sind, stets zwei Zahlen x, y existiren, welche den vorstehenden 
Bedingungen genügen, leuchtet aus dem Obigen unmittelbar ein. Mithin 
ist die Existenz zweier solcher Zahlen x, y vollkommen charakteristisch für 
die Aequivalenz der beiden Formen. 
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ist tn d\irch keine einzige Form der Determinante i) eigentlich dar- 
stellbar; im erstem Fall bestimme man alle incongruenten Wurzeln 
der Congruenz (4), und verfahre mit jeder einzelnen, wie folgt. Es 
sei n ein bestimmter Itepräsentant einer bestimmten Wurzel, und 
zwar = D ml, so ist (tn, n, l) eine bestimmte Form von der 
Determinante D. Giebt es nun eine Darstellung (x, y) der Zahl 
m durch (a, b, c), welche zu der durch n repräsentirten Wurzel 
der Congruenz (4) gehört, so ist die Form (a, b, c) äquivalent mit 
(m, n, l), und die Darstellung (x, y) liefert eine und nur eine Sub- 
stitution (Jl’ ^), durch welche die erstere in die letztere übergeht. 
Es muss daher zunächst entscliieden werden, ob die beiden gege- 
benen Formen (a, b, c) und (m, n, T) von der Determinante D äqui- 
valent sind, oder nicht — dies ist das erste der beiden genannten 
Probleme; gesetzt nun, die beiden Formen erweisen sich als nicht 
äquivalent, so existirt keine einzige zu dieser Wurzel n gehörige 
Darstellung der Zahl m durch die Form (a, b, c). Zeigt es sich 
aber, dass die beiden Formen äquivalent sind, so müssen alle Sub- 
stitutionen (y ’ |) aufgesucht werden, durch welche (o, b, c) in (m, n, l) 
übergeht — dies ist das zweite Problem. Der erste und dritte 
Coefficient (x und y) einer jeden solchen Substitution bilden dann 
auch wirklich eine eigentliche zu der Wurzeln gehörige Darstellung 
der Zahl m durch (a, b, c), und da, wie schon bemerkt, aus jeder 
solchen Darstellung (x, y) umgekehrt eine und nur eine solche 
Substitution (^’ |) entspringt, so erhält man durch die sämmtüchen 
Substitutionen der angegebenen Art auch alle zu n gehörigen Dar- 
stellungen, und jede nur ein Mal. Genau in derselben Weise ver- 
fährt man mit den übrigen Wurzeln der Congruenz (4), deren An- 
zahl, falls m und B relative Primzahlen sind, nach §. 37 zu be- 
stimmen ist. < 


§• 61. 

Nachdem wir uns in der vorhergehenden Digression davon 
überzeugt haben, dass in der That die Theorie der Darstellung 
vollständig auf die beiden (in §.59) erwähnten Probleme der Lehre 
von der Aequivalenz zurückgeführt werden kann, so wenden wir 
uns nun zu der Lösung derselben. Das erste, zu erkennen, ob 
zwei Formen von gleicher Determinante äqtiivalent sind oder nicht, 
erfordert von vorn herein ganz verschiedene Methoden, je nachdem 
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tiie Determinante positiv oder negativ ist; in beiden Fällen ist aber 
die Lösung von der Art, dass, wenn die Aequivalenz der beiden 
Formen erkannt wird, zu gleicher Zeit auch eine Transformation 
der einen in die andere gefunden wird. Da also bei zwei wirklich 
äquiviilenteu Formen immer eine solche Transformation durch die 
Lösung der ersten Aufgabe gefunden ist, so besteht das zweite 
Problem nur noch darin, aus einer solchen Transformation alle 
anderen zu finden; und da die Lösung desselben zunächst nicht 
von dem Vorzeichen der Determinante abhängt, sondern für po- 
sitive .wde für negative Determinanten Anfangs eine gleichmässige 
Behandlung zulässt, so stellen war es dem andern voran. 

Unsere Aufgabe ist also die, aus einer Substitution L, durch 
welche eine Form <p in eine äquivalente Form übergeht, alle 
Substitutionen S zu finden, welche denselben Erfolg haben. Wir 
können dieselbe sogleich durch einige Bemerkungen bedeutend 
vereinfachen, indem wir sie auf den einfachsten Fall reduciren, in 
welchem beide Formen identisch sind. Denn gesetzt, war kennen 
alle Substitutionen T, durch welche die h’orm <p in sich selbst 
übergeht, so geht cp ofienbar durch alle Substitutionen l'L in die 
andere Form ip über. Alle diese Substitutionen TL gehören also 
zu den gesuchten Substitutionen S. .letzt behaupten wir auch um- 
gekehrt, dass auf diese Weise alle Substitutionen S erzeugt werden, 
und jede nur ein einziges Mal; denn bezeichnen wir mit L' die in- 
verse Substitution von L (durch welche also die Foi’m ip in die 
Form cp zurückkelu-t), so ist jede in der Form SL' enthaltene Sub- 
stitution eine solche, durch welche die Form <p in sich selbst über- 
geht, und gehört mithin zu den mit T bezeichneten Substitutionen, 
so dass wir 8L' = T setzen können. D.a nun die aus L' und L 
zusammengesetzte Substitution L'L — (J’ ") ist, so folgt hieraus 
8L'L = S = TL, also wird wirklich jede Substitution S auf die 
angegebene Art erzeugt. Dass endlich jede Substitution S nur ein 
einziges Mal erzeugt wird, leuchtet hieraus ebenfalls ein; ist näm- 
lich TL = S, so ist T — SL', also ist die Substitution T, durch 
welche eine bestimmte Substitution S erzeugt wird, immer eine 
vollkommen bestimmte, so dass zwei verschiedene Substitutionen 
T auch zwei verschiedene Substitutionen S erzeugen. 

Da also der Complex der Substitutionen S vollständig mit 
dem Complex der Substitutionen TL übereinstimmt, wo L die ge- 
gebene Substitution bedeutet, durch welche die Form cp in die 
äquivalente Form ip ühergeht, so kommt es nur noch darauf an, 
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alle Substitutionen T zu tinden; unser Problem ist daher auf das 
folgende zuriiekgeführt: 

AUc Stihstitutnmen zu finden, durch welche eine Form in sich 
selbst üher(/eht. 

Bevor wir zur Lösung desselben schreiten, stellen wir eine 
Betrachtung an, welche für die Folge von grosser Wichtigkeit ist. 
Bedeutet o den grössten (positiven) gemeinschaftlichen Theiler der 
drei Zahlen o, 2 h, c, so leuchtet ein, dass alle 'durch die Form 
(a, b, c) darstellbaren Zahlen durch ö theilbar sind, und wir wollen, 
wo kein Missverständniss zu besorgen ist, diese Zahl ö kurz den 
Theiler der Form (a, b, c) nennen. Dann sind zwei Fälle möglich: 

1. Ist 2 & : e eine gerade Zahl, so geht ö in b, und folglich 

in der Determinante D = — «c auf; und umgekehrt, wenn ö* 

in D aufgeht, so ist b durch a theilbar, also 2 b : 6 eine gerade 
Zahl; zugleich ist dann 6 der grösste gemeinschaftliche Theiler der 
drei Coefficienten a, b, c. 

2. Ist 26 : ö eine ungerade Zahl, so ist ö jedenfalls gerade, 
und ö* geht nicht in D, wohl aber in 4 D auf, und zwar ist 


iD 

ö« 




also 47) = (J*(mod. 4ßä); und umgekehrt, wenn 4ZJ=ö*(mod. 40 ’^^ 
so ist auch (2 6)’ = ß’ (mod. 4ö’), folglich 26 : ß eine ungerade 
Zald; zugleich ist |ß der grösste gemeinschaftliche Theiler der drei 
Coefficienten a, 6, c. 

Der Theiler ß einer joden Form von der Determinante Z) ge- 
nügt daher entweder der Bedingung D = 0 (mod. ß’), oder dieser 
4 D = 6^ (mod. 4ß’); umgekehrt, ist ß eine positive Zahl, welche 
der einen oder andern dieser Bedingungen genügt, so existiren 
auch Formen (a,6, c) von der Determinante D, deren Theiler ß ist; 
je nachdem nämlich ß' der ersten oder der zweiten Bedingung 
genügt, ist 


^ß, 0, oder ^ß, l ß. 


ßä — 4DN 


eine Form von der Determinante D und vom Theiler ß, und zwar 
die sogenannte einfachste solche Form (fonna simplieissinia)-, die 
einfachste Form (1, 0, — D) vom Theiler 1 heisst die Hunptform 
{forma principalis) der Determinante D*). 


*) Gauss: 1). Ä. artt. 231, 25. 

filrtchlet) Zahlenthoorie. * 10 
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Der grösste gemeinschaftliche Theiler r der drei Coefficicnten 
a,h,c einer Form (a, clist im ersten Fall = ß, im zweiten = jß; 
ist nun r= 1, so heisst die Foi’m eine Hrsprünglirhf'*) {forma 
primitiva), und zwar, wenn ß = 1 ist, eine Form der ersten Art **) 
(fonna proprieprimitiva oder forma pro2yria\\i\.Q\\ Gauss), dagegen, 
wenn ß = 2 und also D = 1 (mod. 4) ist, eine Form der zweiten 
Art {forma improprie primitiva oAev forma impropria). Ist ferner 
r > 1 , und « — ra', h = Tb', c = rcf, b'b' — u'c! = D', I) =r‘ D', 
so heisst die Form (a, b, c) abgeleitet (derhata) aus der ursprüng- 
lichen Form (a', ?/, c') der Determinante D'. 

Aus den Formeln der Transformation [§. 54, (2)J geht nun 
hervor, dass, wenn eine Form (a', b', c') unter einer F’orm (a, b, c) 
enthalten ist, jeder gemeinschaftliche Theiler der Zahlen a, 2 b, c 
auch gemeinschaftliclier Theiler der Zahlen a', 2 b', c' sein muss, 
woraus unmittelbar folgt, dass je zwei äquivalente Formen den- 
selben Theiler ß besitzen; mithin kommt dieser Theiler allen zu 
einer und derselben Classe gehörigen Formen gemeinschaftlich zu. 
und kann daher füglicli der Theiler der Formenclasse genannt 
werden. Dasselbe gilt ottenbar von dem grössten genieinschalt- 
lichen Theiler r der Coefficienteu a, b, c einer jeden zu einer be- 
stimmten Classe gebörigen Form (o, b. c). Hiernach leuchtet von 
selbst ein, was unter der einfaehsten Classe vom Theiler ß, unter 
der Hauptclasse, unter einer ursprünglichen Classe der ersten oder 
zweiten Art, oder untei' einer aljgelciteten Classe zu vei’steben ist. 
Endlich bildet der Inbegriff aller Formen von gleicher Determi- 
nante D und von gleichem Theiler ß eine sogenannte Ordnung***) 
{ordo), und aus dem Vorhei’gehendcn folgt, dass dieselbe der Com- 
plex aller Classen der Determinante D ist, welche den Theiler ß 
haben. 


§• f'2. 

Es sei nun (J; O irgend eine Substitution, durch w'elche die 
Fonn (tt, b, c) von der Determinante D und vom Tbeiler ß in sich 
selbst übergeht, so ist zunächst 

Ap — ftv = 1 (1) 

*) Gauss: I). A. art. 22C. 

**) Dirichlet: liecherches sur diverses applications de Vanalyse infini- 
tesimale ii la theorie des nomhres. 2*' partie. §. 7. Crelle’s .lonrnal XXI. 
***) Gausst 1). Ä. art. 226. 
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und ferner (nach §. 54) 

al^ 2 hi.v cv‘‘ — a; ( 2 ) 

alji -f- b (Xq -j- (iv) 4- CVQ = h\ (3) 

da aus diesen drei Gleichungen schon folgt, dass («, h, c) in eine 
äquivalente Form übergeht, deren erster und zweiter Coefficient 
a und h sind, so ist der letzte Coefficient c' der neuen Form wegen 
der Gleichheit der Determinanten noth wendig = c; und folglich 
drücken diese Gleichungen vollständig aus, dass (J'/p) eine Sub- 
stitution dar verlangten Art ist (dies würde nicht ebenso vollstän- 
dig geschehen j wenn man die Gleichung Ap — (iv — 1 durch die 
andere Gleichung 2biig cg^ = c ersetzen wollte; denn 

dann würde man rückwärts nur schliessen können, dass Ap — (iv 
= F 1 ist). 

Wir behandeln diese drei Gleichungen mit den vier Unbe- 
kannten A, ju, V, g auf folgende Weise. 

Wird Ap durch nv-\-l ersetzt, so nimmt die Gleichung (3) 
die Form 

aXfi -f- 2 b[iv cvg = 0 

au; verbindet man hiermit die Gleichung (2) und eliminirt einmal 
2 b, dann c, so erhält man unter Berücksichtigung der Gleichung (1) 
die beiden folgenden: 

a/i -f cv = 0; a (A — p) -f- 2 = 0. 

Da a von Null verschieden ist (weil sonst D eine C)uadratzahl 
wäre), so kann man folglich 

a c , 2h 

V = —u, u = M. A — p = u (4) 

setzen, wmrin ?/ eine neue unbekannte, aber ganze Zahl bedeutet, 
weil V, (i, X — p ganze Zahlen sind, und ö der grösste gemeinschaft- 
liche Divisor von a, c, 2 h ist. Setzen wir diese Ausdrücke für /t 
und V in die Gleichung (1), so erhalten wir 


Ap = 


uc 

ö? 


M’-h U 


und hieraus in Verbindung mit dem vorstehenden Ausdruck für 
A — p die Gleichung 

(A-hp)==.(A-p)^-h4Ap = + 

oder 

(A -F p) 




10 ' 
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Hieraus ergiebt sich, dass jölA-t-p) jedenfalls eine ganze 
Zahl sein muss, die wir mit t hezeiclmen wollen, so dass 

A + p = ^ und = Du^ + 0* (5) 

ist. 

Wir können die vorstehende Untersuchung mit Ilücksiclit auf 
(4) und (5) in Folgendem zusainmenfassen *): 

ht (J; /') eine Snhstituliou, tlnrrh welche die Form («, 6, c) von 
der Determinante D und vom Theder 0 in flieh fieihst übergeht, so 
ist stets 


X = 

t — bu 

II 

CU 


0 ’ 

r — 

0 

V — 

au 

9 = 

t bu 
0 


wo t, 11 zwei ganze Zahlen bedetden, welche der unbestimmten Glei- 
chung , 

ß — Du‘‘~<i‘‘ (II) 

Genüge leisten. 

Aber dieser Satz lässt sich auch uinkehren: 

Sind t, u zwei ganze der Gleichung (II) genügende Zahlen, so 
sind die durch die Gleichungen (I) bestimmten Zahlen A, u, v, p die 
ganzzahligen Coefficienten einer Substitution ^), durch welche 
die Form (a, b, c) in sich selbst übergeht. 

Dies ergiebt sich auf folgende Weise. Zunächst ist zu be- 
weisen, dass A, (i, V, p ganze Zahlen werden; da 0 in a und in c 
aufgeht, so sind v und (i ganze Zahlen; da ferner 0 ’ in 4 2) und 
zufolge (II) auch in 4f* aufgeht, so ist 2t theilbar durch 0 , und 
da 0 auch in 2 b aufgeht, so sind 2 A und 2 p ebenfalls ganze Zah- 
len, deren Summe = 4 f : 0 , also eine gerade Zahl ist; mithin sind 
2 A^uiid 2 p entweder beide gerade oder beide ungerade; da aber 
ihr Product 

= 4 =: 4 = 41 « M 

0 * 0 » \ 0 0 / 

gerade ist, so sind 2 A und 2 p gerade Zahlen, also A und p ganze 
Zahlen. 

Nachdem dieser erste Punct sic.hergestellt ist, findet man 
leicht durch wirkliche Substitution der Ausdrücke (I) unter Be- 
rücksichtigung der Gleichung (II), dass die drei Relationen (1), 

*) Vergl. GavKH: D. A. art. 1G2. 
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(2) und (3) identisch erfüllt sind, dass also in der That die Form 
(rt, c) durch die Substitution in sich selbst übergeht. 

Aus jeder bekannten Substitution (J’ >“) kann daher (z. B. durch 
die Gleichungen u = öv : a, t = 6 X hu) eine Auflösung t, u 
der Gleichung (II) gefunden werden, und umgekehrt. Es ist aber 
Avichtig, zu bemerken, dass zwei verschiedenen Substitutionen auch 
zwei verschiedene Auflösungen der Gleichung (II) entsprechen, und 
umgekehrt zwei verschiedenen Auflösungen der Gleichung (II) auch 
zwei verechiedene Transformationen der Form (a, c) in sich 
selbst. Denn die Relationen (I) sind derartig, dass gegebenen 
Werthen u ein und nur ein System von Werthen A, |u, v, (>, und 
umgekehrt gegebenen Werthen von A,^i, v, p ein und nur ein System 
von Werthen u entspricht. 

Hiermit ist also unser Problem nicht vollständig gelöst, son- 
dern nur auf das andere reducirt: 

Alle ganszahliyen Auflösungen der unbestimmten Gleichung (II) 
zu finden. 

Dieses letztere bietet nun nicht die geringste Schwierigkeit 
dar, sobald die Determinante D fiegativ ist. Wenn nämlich A ihr 
absoluter Werth, also D = — A ist, so hat die Gleichung (II) 

<2 + z/w2 = Ö2 

nur eine endliche Anzahl von Auflösungen t, u ; und zwar ist, wenn 

1. i) = 0 (mod. (J2), die Anzahl der Auflösungen der Gleichung 
immer = 2, sobald A > ö- ist; tliese Auflösungen sind offenbar 

^ = -j- ö, w = 0 und t = —6^ u = 0; 
im Fall A zz= 6^ ist aber die Anzahl der Auflösungen = 4; diese 
sind 

t — 0., = 0 ; t= — ö, M = 0 ; 

i = 0, = 1; ^ = 0, u = — 1. 

2. Ist 4 jD = (J2 (mod. 4(J2) und folglich 4.^:/ = 3(J2 (mod. 4ö2), 
so ist die Anzahl der Auflösungen der Gleichung stets = 2, so oft 
4 z/ > 3(J2, also 4 z/ ^ 7 < 52 ; diese sind 

t = (5, u = 0; und t = — <5, m = 0; 
im Fall 4 z/ = 3 <52 ist aber die Anzahl der Auflösungen = 6 ; 
diese sind 

t = ö, w = 0 ; t = -j“ 2 ^ — H" I ? I — “F 2 ^ ^ ? 

t= — (5, w = 0; t= — 1(5, 1; t= — i(5, 


y 


Digitized by Google 


150 


Vierter Abschnitt. 


§• 63 . 

Boi weitem scliwierij?er ist die Tlieorie der Gleichung (II) für 
den Fall einer positiven Determinante J), und liierin zeigt sich 
zuerst die grosso Verschiedenheit in der Natur der h’ormon von 
positiver und derer von negativer Determinante. Wir lassen daher 
diese Untersuchung für Jetzt fallen, um sie später (in §. 83) wieder 
aufzunehmen, nachdem das andere in §. 5!)^ erwähnte Problem der 
Lehre von der Aequivalenz seine Lösung gefunden haben wird. 
Auch bei diesem stellt sich etwms Aehnliches heraus, indem es durch- 
aus noth wendig wird, die Formen von positiver und negativer De- 
terminante vollständig gesondert zu behandeln; und da auch hier 
die Formen von negativer Determinante weit weniger Schwierig- 
keiten clarbieten, so behandeln wir tliese zunächst. 

Lim aber den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen, 
schicken wir eine Bemerkung voraus, welche sich gleichniässig auf 
Formen von positiver wie von negativer Determinante, bezieht. 
Offenbar geht eine Form (n, b, a'), in welcher wir absichtlicli den 
letzten Cocfficienten nicht mit c, sondern mit «' bezeichnen, durch 
eine Substitution von der Form (_J| j) in eine äquivalente Foi-m 
über, deren Coefticienten 

a', V = — h — a'd, «" = a -f- 2 66 -j- a'd’ 
sind; diese Form (a', h', a") soll der Form (a, b, a') nach rechts 
benachbart*), und ebenso soll die letztere (a, b, o') der andern 
(«', b', a") nach links bcnarlibad heissen. Das tdiarakteristische 
der Beziehung zweier solcher benachbarter Formen cp und cp' 
( fontuic coniiguae) besteht erstens darin, dass sie dieselbe Deter- 
minante liaben, zweitens, dass der letzte Coefficient a' der einen 
Form cp zugleich der erste Coefficient der andern Form cp' ist, 
drittens, dass die Summe ihrer mittlern Cocfficienten b -\-b' durch 
diesen gemeinschaftlichen Coefficienten a' tlieilbar ist. Denn haben 
zwei Formen cp und cp' diese drei Eigenschaften, und setzt man 
b b' = — a'ö, so geht in der That die Form cp durch die Sub- 
stitution 



'*) (ictHKS: D. Ä. art. IGÜ. 
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in eine neue Form über, deren erste beide Coefficienten a\ V mit 
denen der Form tp' übereinstimmen; und da die neue Form jeden- 
falls der Form qo äquivalent ist, also auch dieselbe Determinante 
wie cp und folglich auch wie cp' bat, so muss sie mit cp' identisch 
sein *). 


§■ 64 . 

Wir wenden uns nun zu der Untersuchung, ob zwei gegebene 
Formen von gleicher neciativer Determinante D = — ^ äquivalent 
sind oder nicht. Zunächst ist zu bemerken, dass die beiden äusseren 
Coefficienten u und c einer solchen Form 

cp = ax^ -j- 2 bxy + oß 

nothwend^ gleiche Vorzeichen haben, da ac positiv 

ist; da ferner 

acp = {ax-\-brjY-\- 

ist, so zeigt sich, dass alle durch die Form cp darstellbaren Zahlen 
dasselbe Vorzeichen haben wie a und c. Sind daher («, &, c) und 
{«', V, c') äquivalente Formen, so haben die äusseren Coefficienten 
a', c' der letztem Form dasselbe Zeichen wie die der erstem. Da 
ferner aus der Aequivalenz dieser beiden Fomen auch che der 
beiden Formen ( — a, — ?>, — c) und ( — — b', — c') folgt, so 
können wir uns im Folgenden auf die Betrachtung der sogenannten 
imitiven Formen beschränken, in welchen die beiden äusseren 
Coefficienten das positive Vorzeichen haben. 

Um nun über die Aequivalenz zweier Formen dieser Ai't zu 
entscheiden, vergleicht mau sie nicht chrect mit einander, sondern 

♦) Der letzte Gnind, we.shalb die Substitutionen von der Fonn 
eine so wichtige Rolle spielen, besteht darin, dass aus ihnen alle anderen 
sich zusanimensetzen lassen ; man kann die Coefficienten i in ihrer Aufein- 
anderfolge noch gewissen Beschränkungen, namentlich in Bezug auf ihre 
Vorzeichen, unterwerfen, in der Art, dass jede beliebige Substitution sich 
auch nur auf eine einzige Weise aus solchen einfachen Substitutionen zu- 
sammensetzen lässt. Eine wichtige Anwendung findet diese Bemerkung z. B. 
in der Theorie der unendlich vielen Formen der a-Functionen. Man erkennt 
ferner leicht, dass auch der in §. 23 behandelte Algorithmus in der Theorie 
dieser Substitutionen und ihrer Zusammensetzung enthalten ist. Man ver- 
gleiche ferner §.81. 
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mit sogenannten rrducirtun*) Formen. Man nennt eine Fom 
(A,B, C) von negativer I )etcrminante (und positiven äusseren Coef- 
ticienten) eine reducirte, wenn der letzte Coefficient C nicht kleiner 
ist als der erste A, und der erste A wieder nicht kleiner als der 
absolute Werth des doppelten mittlern Coefficienten 2li, in 
Zeichen, wenn 

C^A^ 2{li) 

ist, wo (B) den absoluten Werth von B bedeuten soll. Wir be- 
weisen nun zunächst folgenden Satz: 

Jede Form von negativer Determinante ist einer reducirten 
Form äquivalent. 

Zu dem Zweck betrachte man die der gegebenen Form {n,b,a') 
nach rechts benachbarten Formen («', //, a"); unter diesen wird 
es immer eine (bisweilen auch ywei) geben, in welchen wenigstens 
die eine Bedingung a' ^ 2(i') erfüllt ist. Denn unter allen mit 
— b nach dem Modul a' congruenten Zaiilen giebt es eiuö ?/, 'deren 
absoluter Werth am kleinsten, und zwar kleiner oder wenigstens 
nicht grösser als | a' ist (falls a' gerade und b = \a' (mod. a') ist, 
würde es zwei solche Zahlen h' geben, nämlich + dass 

jedenfalls 6' = — b (mod. «') und ausserdem 2 {]>') ^ a' ist. Ist 
i'auf diese Weise gefunden, und i = — n'ö, so geht die Form 
(«, A, a') durch die Substitution 



in die nach rechts benachbarte Form («', b\ a") über, in welcher 
2(6')^«' ist Wenn nun gleichzeitig sich herausstellt, dass«'^«" 
ist, seist (a\b',a") eine reducirte Form und der Process geschlossen. 
Findet sich aber, dass das Gegeutheil 

a' > a” 

Statt findet, so ist («', b', a") noch keine reducirte Form. Mit dieser 
verfahre man ebenso wie mit («, h, a'), d. h. man transformire sie 
in eine nach rechts benachbarte Form (a", 6", a'"), in welcher 
2 (6") ^ a" ist; sobald dann gleichzeitig a" ^ ist, so ist («", h", a'") 
redneirt, folgUch der Process geschlossen; ist dies aber nicht der 
Fall, also 

u" > 

*) Gaues: D. A. art. 171. Die Bedingung A ^ ist schon eine 

Folge der beiden anderen (vcrgl. §. 65). 
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so setze man den Process in derselben W^ise fort. Immer aber 
wird er nacli einer endlichen Anzahl von Operationen scliliessen; 
denn wäre dies nicht der Fall, so hätte man eine nie abbrechende 
Reihe von positiven ganzen Zahlen 

a", a'" . . . «<">, «<’•+»> . . . , 

in welcher jede folgende mindestens um eine Einheit kleiner wäre, 
als die unmittelbar vorausgehende, was unmöglich ist, da es immer 
nur eine endliche Anzahl ganzer positiver Zahlen giebt, welche 
kleiner sind als eine gegebene. 

Auf diese Weise ist bewiesen, dass man endlich zu einer Form 
(a<»), ?>(">, gelangen muss, in welcher nicht nur 2 (6<">) ^ «•'*>, 

sondern auch ^ ist. 

Zugleich ergiebt sich jedesmal durch die wirkliche Ausfüh- 
rung der Operationen eine Substitution, welche aus den successiven 
Substitutionen von der Foi'm 



zusammengesetzt ist, und durch welche die gegebene Form (a, &,«') 
in die ihr äquivalente reducirte Form «<"+'>) übergeht. 

Nehmen wir als Beispiel die Form (200, 100, 51), deren De- 
terminante D = — 200 ist, so haben wir h' = — 100 (mod. 51) zu 
setzen und finden hieraus 6' = 2 und S = — 2; die Substitution, 
durchweiche die gegebene Form (200, 100, 5 l)transformirt werden 
muss, ist daher gefunden; da wnr aber den ersten und zweiten 
Coefficienten «' und V und die Determinante JD kennen, so brauchen 
wir diese Transformation nicht wirklich auszuführen, sondeim wir 
berechnen den letzten Coefficienten a" durch die Formel . 

// 2 j) 

«" = ^-^ = « + (&- W«; 

in unserm Fall finden wir also a" = 4. Die benachbarte Form ist 
daher (51, 2, 4); sie ist nicht reducirt, weil der letzte Coefficient 
kleiner ist als der erste. Wir -wiederholen daher dieselbe Ope- 
ration, indem wir h" = — 2 (mod. 4) und folglich &" = i 2 setzen, 
wo beide Zeichen zulässig sind; dann ergiebt sich ö' — — 1 oder 
= 0, je nachdem das obere oder untere Zeichen genommen wird, 
und ausserdem = 51; also ist die neue Form (4, + 2, 51), und 
diese ist, mag man das obere oder das untere Zeichen wählen, 
reducirt. Ferner geht die gegebene Form (200, 100, 51) durch die 
Substitution 
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/ 0, +1W 0, +1\ _ /-l, -1\ 

\-i, -2j \-i, -ij- v+2, 

in die Form (4, 2, 51), dagegen durcli die Substitution 

/ 0, +-1W 0, 1\ /-l, +0\ 

V-1, -2j \-l, O; ~ V+2, -V 

in die Form (4, — 2, 51) über. Man sieht aus diesem Beispiele 
wie einfach der angegebene Algorithmus sich gestaltet. 


§• 65 . 


Wir sehen ferner an dem eben behandelten Beispiele, dass 
eine und dieselbe Form zwei verschiedenen reducirten Formen 
äquivalent sein kann, w’oraus folgt, dass auch zwei verschiedene 
reducirte Fonnen unter einander äquivalent sein, also derselben 
Classe angehören können. Da es von grosser Wichtigkeit ist, dies 
allgemein zu untersuchen, so stellen war uns die Frage: 

Wann sind zicei reducirte Formen («, i», c) und (a', b\ c’) von 
gleicher negativer Determinante D = — D einander äquivalent? 

Zunächst ziehen wir einige Folgerungen aus den beiden Be- 
dingungen 

2(5) ^ a ^ c, 

welche ausdrückeii , dass die Form (a, 5, c) eine reducirte ist. Es 
ergieht sich nämlich aus der erstem 4 5’ = o’, aus der letztem 
rt’ ^ oc, also auch 4 5’ ^ ac oder .S 5’ ^ «c — 5’, folglich 

(5) ^ V\d. 

Hieraus folgt weiter, dass .S «c = 3 // + 3 5’ ^ 4 .£/ und, da 
^ ac ist, dass 

a ^ 
ist. 

Nehmen wir jetzt an, die beiden reducirten h’ormeii (a, 5, c), 
(a', 5', c') seien äquivalent, so dürfen wir, ohne die Allgemeinheit 
zu beeinträchtigen, voraussetzen, dass 

«' i « 

ist. Es sei nun (y/g) die Substitution, durch welche (a, 5, c) in 
(»', 5', c') übergellt, also 
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l = tiÖ — ßy (1) 

u' = a«> ■\-2huy cy^ (‘2) 

h' — aaß + b(aä ßy) cyd. (3) 


Multipliciren wir die Gleichung (2) mit u, so ergiebt sich 
aa' — (aa -}- hyy ^y^\ 
da nun sowohl «, als auch «' ^ und also 

aa' 

ist, so folgt, dass in der vorstellenden Gleichung y’ entweder = 0 
oder = 1 sein muss; denn Aväre y* ^ 4, so wäre au' A /J, was 
mit der Bedingung aa' streitet. Wir unterscheiden nun 

diese beiden Fälle: 

I. y z= 0. 

Dann lauten die drei obigen Gleichungen folgendennaassen: 
«Ö = 1; «' = ««2; l' — uceß + 6; 
aus der ei'sten folgt « = ö = + 1 ; also ist «' = a, und die dritte 
Gleichung lehrt, dass b' — b — + aß durch a = a' theilbar ist; 
da nun aber (6) ^ i « und (b') ^ 5 also auch (b') ^ 3 « ist , so 
sind nur zwei Fälle möglich: entweder ist b' — b = 0, also b' = b 
und folglich, da schon a' — u ist, auch c' = c, d. h. die Formen 
sind identisch, in welchem Fall sich die Aequivalenz von selbst 
versteht; öderes ist der absolute Werth von b' — b, da er unmöglich 
grösser als « sein kann und doch durch a theilbar sein muss, gleich 
a; in diesem Fall muss eine der beiden Zahlen b, b' gleicli -\-\a, 
die andere gleich — 1«, und also d = c sein; wir werden daher 
auf zwei nicht identische ambige Formen f«, 3«,c) und (a, — 3«. c) 
geführt. Diese sind aber in der That äquivalent, und die erstere 
geht in die letztere durch die Substitutioji (J’ ;j;j) über. 

II. y = ± 1. 

In diesem Fall lautet che Gleichung (2) folgendennaassen 
a' = ««2 + 2bu c; 

da wir angenommen haben, dass a' nicht grösser also, und folglich 
auch nicht grösser als c ist, so folgt, dasä 
ft«2 + 2 ta ^ 0 

ist. Da nun andererseits 2 (b) ^ u und stets (cs) also auch 

- der absolute W erth von 2ba nicht grösser ist als a «2 , so ist ganz 
gewiss 

a«2 + 2ba ^ 0. 
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Es kann also aa'^ + 2 6« weder j)ositiv noch negativ sein, und 
folgliedi ist 

«K* + 2 = 0, 

also a! — c\ da aber a' ^ « und a ^ c, so folgt weiter, dass so- 
wohl a' = rt, als auch c = a ist. Nun kann man die Gleichung 
(3) mit Hülfe der Gleichung (1) in die Form 

h b' = aaß -\-2bad + cd 

hringen, und da c = «, und 2i« = ip aa^ ist, so crgieht sich 
b -\-b' = a (ccß ^ «^d + ö) 

d. h. b -f b' ist theilbar durch a. 1 heraus folgt ganz ähnlich wie 
im Fall I, dass b b' entweder = 0, oder dass der absolute Werth 
von b -f- b' gleich a sein muss. Im letztem Fall müssten b und b' 
einander gleich, nämlich -= + §« sein, daun erhielte man also 
wieder den Fall zweier identischen Formen, der kein Interesse 
darhiek’t. Im erstem Fall dagegen ist b' = — b, folglich da «' = «, 
und auch c = a ist, auch d — c — a\ wir haben daher folgende 
zwei Formen («, b^ a) und («, — i», a), welche (wenn b von Null 
verschieden ist) nicht identisch sind; diese sind wirklich äquivalent, 
und die erstere geht in die letztere durch ilie Substitution 
über. 

Wir fassen das Resulüit der Untersuchung in Folgendem zu- 
sammen: 

Die beiden eimitjen Fälle, in denen zwei nicht identische rc- 
ducirte Form’n derselben Classc angehören, sind die folgenden: die 
Formen («, \ a, c) und (a, b, a) gelten resp. durch die Substitu- 
tionen 

(o, + i) (?,’ o) 

in die entgegengesetzten Formen (a, — \n, c) und (a, — b, u) über. 


§• 6G. 


Hiermit ist nun auch die Aufgabe gelöst, zu entscheiden, ob 
zwei Formen von gleicher negativer Determinante äquivalent sind 
oder nicht. Sind tp und ip die beiden Formen, so transformire 
man jede derselben, falls sie noeh nicht rcducirt sein sollte, nach 
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der oben (§. 64) angegebenen Methode in eine reducirte Form, <p in 
<p', iji in tl>'. Stellt sieb dann lieraus, dass tp' und 4>' identisch aus- 
f'allen, oder dass sie einen der beiden eben untersuchten Fälle 
darbieten, in welchen zwei nicht identische reducirte Formen 
dennoch äquivalent sind (was durdi den Anblick der beiden 
Formen augenblicklicli erkannt wird), so sind die gegebenen For- 
men qp und gewiss äquivalent. Und zugleich ergiebt sich eine 
Substitution, durch welche die eine Form in die andere übergeht; 
denn durch den l’rocess der Ueduction ergeben sich Substitutionen 
S, durch welche q> in qp', und T, durch welche il> in übergeht. 
Sind daher q ' und identisch, so geht, wenn T' die inverse Sub- 
stitution von T bedeutet, die Form qp durch die zusammengesetzte 
Substitution ST' in die Form über. Sind dagegen qp' und il>' 
nicht identisch, aber doch äquivalent, so ist, wie wir oben gesehen 
liaben, immer eine Substitution U bekannt, durch welche qp' in f 
übergeht; und dann geht qp durcli die zusammengesetzte Substitu- 
tion SUT' in ip über. 

Zeigt sich aber, dass die Formen qp' und rl>' niclit identiscli 
sind, und dass sie auch keinen der beiden im vorigen Paragraphen 
ei-wähnten singulären Fälle darbieten, sind also diese beiden 
reducirten Formen nicht äquivalent, so sind auch die beiden ge- 
gebenen Formen qp und ip nicht äquivalent, wie unmittelbar aus 
§. .59 folgt. 

Hiermit sind für negative Determinanten die beiden in §. 59 
aufgestellten Probleme der Lehre von der Aequivalenz vollständig 
gelöst: soeben das erstere, welches darin besteht, über die Aequi- 
valenz oder Nichtäquivalenz zweier gegebenen Formen zu entschei- 
den; und zugleich haben wir jedesmal, wenn die Entscheidung für 
die erstere lautet, auch eine Substitution zu finden gelehrt, durch 
welche die eine Form in die andere übergeht. Das zweite Pro- 
blem, aus einer gegebenen Substitution, durch welche eine gege- 
bene Form in eine (hierdurch schon völlig bestimmte) äquivalente 
Form übergeht, alle Substitutionen zu finden, durch welche die 
erstere Form in dieselbe zweite Form übergeht, ist in den §§.61,62 
ebenfalls vollständig gelöst. 
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§. « 7 . 

Die Theorie der rcdueirteii Formen setzt iiiis nun auch in den 
Stand, tür jede gegel)ene nec/utive Determinante ein volhtändigfS 
Sjinkm nicht-äquivalenter Formen (§. 5'J) aufzustellen, wobei wir 
uns wieder auf solche Formen beschränken wollen, deren äussere 
Coeflicienten positiv sind. Da nämlich jede Forai von negativer 
Determinante 7) = — /! einer reducirten Form und im Allgemei- 
nen auch nur einer solchen reducirten Form äquivalent ist, so 
brauchen wir, um ein vollständiges Formensystem zu erhalten, nur 
die sämmtlichen reducirten Formen aulzusuchen und jedesmal, 
wenn zwei solche nicht identische Formen einen der beiden in §. 65 
erwähnten Fälle darhieten, eine von ihnen nach Belieben Ibrtzulassen, 
die andere beizubehalten. Dass die Anzahl der so übrig bleiben- 
den nicht äquivalenten reducirten Formen endlich ist, ergiebt sich 
leicht aus den Bedingungen 

2 (h) ^ a ^ c, 

denen eine reducirte Form (a, b, c) genügen muss, und der hier- 
aus (in §. 65) gezogenen Folgerung 

ih) ^ 

Bezeichnet man nämlich die grösste ganze in z/ enthaltene Zahl 
mit k (so dass A ^ < A -f 1 ), so kann der mittlere Coefficient 

b keine andern, als die folgenden 2 A -(- 1 Werthe 

0, +1, + 2 . . . + A 

haben; und wenn man dem mittlern Coeflicienten b irgend einen 
dieser Werthe beigelegt hat, so ist uc = b- also hat man die 
Zahl Id -F z/ auf alle mögliche Arten in zwei positive Factoren zu 
zerlegen, und jedesmal denjenigen, welcher den andern an Grösse 
nicht ühertiifft, für«, den letztem fürc zu nehmen; stellt sich dann 
gleiclizeitig heraus, dass 2 (b) ^ « ist, so ist die so gebildete Form 
wirklich eine reducirte und deslialb aufzuschreiben, im entgegen- 
gesetzten Fall aber fortzulassen. Auf diese Weise erhält man noth- 
weudig alle reducirten Formen; ihre Anzahl ist aber nothwendig 
eine endliche, denn die Anzahl aller Zerlegungen der (2A-|-1) 
Zahlen von der Forai [Id /!) in zwei Factoren ist selbst endlich. 
Wir haben daher das Resultat: 


Digitized by Google 



159 


Quadratische Formen. 

Bie Anzahl aller nicht äquivalenten redueirten Formen von 
negativer Determinante, d. h. die Classenanzahl selbst ist endlich. 

Beispiel 1: Für die Determinante D= — 12 istz/= 12; 
hieraus A = = wir haben daher b folgende Werthe durch- 

laufen zu lassen 

0 , ± 1 , + 2 , 

und dann die Zahlen b'‘-\-zl, d. h. die Zahlen 

12, 13, 16 

auf alle möglichen Arten in zwei Factoreu zu zerlegen; es ist 


12 = 1 , 

II 

.6 = 3. 

, 4 

13 =r 1 , 

. 13 



16 = 1 

.16 = 2, 

GD 

II 

, 4. 


Dies giebt, indem der erste Factor immer =: a, der zweite = c 
gesetzt wird, die eilf Formen 

(1, 0, 12), (2, 0, 6), (3, 0, 4); 
a, ± 1, 13); 

(1, ± 2, 16), (2, ± 2, 8), (4, ± 2, 4). 

Von diesen sind die folgenden nicht reducirt , 

(1, ± 1, 13), (1, + 2, 16), (2, + 2, 8), 
weil in ihnen die Bedingung 2 (b) ^ a nicht erfüllt ist; als wirk- 
lich reducirte Formen bleiben daher nur die folgenden fünf übrig 
(1,0,12), (2,0,6), (3,0,4), (4, ±2, 4); 
allein die beiden Formen (4, 2, 4) und (4, — 2, 4; gehören unter 
die Ausnahmelalle des §. 65, sind also äquivalent. Mithin enthält 
das vollständige Formensystem nur vier Formen, nämlich 
(1, 0, 12), (2, 0, 6), (3, 0, 4), (4, 2. 4). 
die als Repräsentanten ebenso vieler Classen gelten. Von diesen 
vier Formen sind nur die beiden folgenden 
(1, 0. 12), (3, 0, 4) 

ursprünglich, und zwar sind (da D nicht = 1 (mod. 4) ist) beide 
von der ersten Art. 

Beispiel 2; Ist D = — 35, also zJ 35, so ist A =: 3 
also kann b nur die sieben Werthe 

0, i 1, i i 3 

durchlaufen; diesen entsprechen die Zahlen 6* 4- .z/; 
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35, 3li, 30, 44; 

die Zerlegungen derselben in zwei Faetoren sind folgende: 

35 = 1 . 35 = 5 . 7 

30 = 1 . 36 = 2 . 18 = 3 . 12 = 4 . 9 = 6 . C 

39 =r 1 . 30 = 3 . 13 

44 = 1 . 44 = 2 . 22 = 4 . 11. 

Aber von den 22 entsprechenden Formen erfüllen nur die folgen- 
den 10 die Bedingung 2 (i) ^ a : 

(1, 0, 35), (5, 0, 7). (2, ± 1, 18) 

(3, + 1, 12), (4, ± 1, 9), (6, ± 1, G). 

L)a ferner die beiden Formen (2, + 1, 18) den Fall I, die beiden 
Formen (0, + 1, C) den Fall II des §. 04 darbieten, so existiren 
nur acht nicht ä(iuivalente reducirte Formen 

(1, 0, 35), (5, 0, 7), (2, 1, 18) 

(3, ± 1, 12), (4, ± 1, 9), (0, 1, 0); 
diese sind alle ursprünglich; sechs, nämlich 

(1, 0, 35), (5, 0, 7), (3, ± 1, 12), (4, + 1, 9) 
sind von der ersten, die beiden andern 

(2, 1, 18), (6, 1, 0) 
sind von der zweiten Art. 

Beispiel 3: Ist 2) = — 48 = — so ist A = 4, so dass f> 

lolgende Zahlen 

0, ± 1, ± 2, ± 3, + 4 

durchlaufen muss; die Zerlegungen der entsprechenden Zahlen 
^ sind folgende: 

48 = 1 . 48 = 2 . 24 = 3 . 10 = 4 . 12 = 0 . 8 

40 = 1 . 49 = 7 . 7 

52 = 1 . 52 = 2 . 20 = 4 . 13 

.57 = 1 . 57 = 3 . 19 

04 = 1 . 04 = 2 . 32 = 4 . 16 = 8 . 8. 

Von den entsprechenden 27 Formen sind nur folgende eilf re- 
ducirt: 

(1, 0. 48), (2, 0, 24), (3, 0, 10). (4, 0, 12). 

(6, 0, 8), (7, ± 1, 7), (4, ± 2, 13), (8, ± 4, 8). 

Unter diesen besteht jedes der drei Paare (7, + 1, 7), (4, i 2, 13), 
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(8, + 4, 8) aus je zwei äquivalenten Formen; also bleiben nur acht 
nicht äquivalente Formen 

(1, 0, 48), (2, 0, 24), (3, 0, If,), (4, 0, 12), 

(C, 0, 8), f7, 1, 7), (4, 2, 13), (8, 4, 8). 

Ursprünglicli von der ersten Art sind die folgenden vier: 

(1, 0, 48), (3, 0, IG), (7, 1, 7), (4, 2, 13), 
die anderen vier sind derivirte Formen. 


§. 68 . 

Um schon jetzt einen Begriff von der Fruchtbarkeit dieser 
Untersuchungen zu geben, verbinden wir in einigen Beispielen die 
gewonnenen Resultate mit der in §. CO vorausgeschickten Theorie 
der Darstellung der Zahlen durch bestimmte quadratische Formen, 
bemerken jedoch gleich, dass die folgenden Sätze nur specielle 
Fälle eines grossen allgemeinen Satzes sind. 

Die Formen der Determinante 2) = — 1 bilden nur eine ein- 
zige Classe, denn es giebt für diese Determinante, wie man leicht 
erkennt, nur die einzige reducirte Form 
(1, 0, l)=x-‘Ar y\ 

Wir fragen nun nach dem System der durch diese Form darstell- 
baren, d. h. also in zwei Quadrate zerlegbaren Zahlen m\ um aber 
die frühere Theorie unmittelbar anwenden zu können, lassen wir 
nur eigentliche Darstellungen {x, y) gelten, in denen die beiden 
darstellenden Zahlen x, y relative Primzahlen sind; ferner wollen 
wir uns der Einfachlieit halber auf ungerade darstellbare Zahlen 
m beschränken. Es sei also m eine solche darstellbare ungerade 
Zahl, so ist zunächst m positiv. Da ferner die Determinante — 1 
quadratischer Rest von m ist, so müssen alle in m aufgehenden 
Primzahlen von der Form ih l sein. Umgekehrt, ist diese Be- 
dingung erfüllt, so ist die Determinante — 1 quadratischer Rest 
von m, und die Congruenz 

Ä* = — 1 (mod. m) 

hat im Ganzen (nach §. 37) 2“ incongruente Wurzeln, wenn y, die 
Anzahl dieser von einander verschiedenen in m aufgehenden Prim- 
zahlen bedeutet (dies gilt selbst für den Fall, in welchem ja = 0, 

Diriohlct, Zahlenthoorle 
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m — 1 ist). Es sei n ein bestimmter Repräsentant einer })estimmten 
dieser Wurzeln, uml 1 = so bilde man die (juadratisehe 
Fonn (Mi, «, \) von der Determinante — 1; da nur eine einzige 
Formenclasse existirt, so ist diese Form der reducirten Form (1,0, 1) 
notliwendig äciuivalent, und man wird durch die in §. 06 angege- 
bene Methode eine, und hieraus nach §§. 61, 62 alle Transforma- 
tionen finden, durch welche (1, 0, 1) in (»i, n, }) übergeht. Die 
Anzahl dieser von einander verschiedenen Transformationen |) 
ist (nach §§. 61, 02) stets = 4; ebenso viele Darstellungen (a', y) 
der Zahl m existiren daher, welche zu derjenigen Wurzel gehören, 
deren Repräsentant n ist. Und da chisselbe Raisonneuient auf 
jede der 2." Wurzeln der obigen Congruenz passt, so existiren im 
Ganzen 

4 . 2." = 2."+® 
verschiedene Darstellungen der Zahl »j. 

Stellt man aber die Frage, auf wie viele verschiedene Arten 
eine solche Zahl m in zwei Quadrate zerlegt werden kann, ohne 
Rücksicht auf die Ordnung der beiden Quadrate und auf die Vor- 
zeichen ihrer Wurzeln, so liefern je acht verschiedene Darstellungen 
von der Form 

X, ± y) und (± y, + x) 

nur eine einzige Zerlegung m = a:’ -f y* (von diesen acht Dar- 
stellungen gehören vier, nämlich 

(a:, y), (—x, — y), (— y, a;), (y, —x) 
zu einer, und die anderen vier 

(x, — y), (— X, y), (— y, —X), (y, x) 
zu der ihr entgegengesetzten Wurzel); folglich ist die Anzahl dieser 
verschiedenen Zerlegungen 

=zz 2"-i, 

mit einziger Ausnahme des Falles m = 1, weil dann nicht acht, 
sondern nur vier verschiedene Darstellungen 

(±1,0) und (0, ±1) 

existiren , die sich zu der einzigen Zerlegung 1 = D ± 0* ver- 
einigen. 

In diesem allgemeinen Resultat ist als spgcieller Fall der 
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berühmte von Fennat aufgestellte, zuerst von EuJer*) bewiesene 
Satz enthalten: 

Jede (positire) Primzahl von der Form 4/( -f- 1 lässt sich stets, 
und zwar nur auf eine cinzüie Weise in zwei Qwalratc Zerfällen. 

Die Bedingung, dass die Quadrate keinen gemeinschaftlichen 
Factor haben, lallt hier fort, da sie sich von selbst vei-steht. 

Beispiel 1: Die Zahl 37 ist eine Primzahl von der Form 
4 A -t- 1 ; die beiden Wurzeln der Congruenz z^ = — 1 (mod. 37 ) 
findet man (z. B. mit Hülfe des Wilson’schen Satzes) = + (1; 
nimmt man n = (i, so hat man die Form (37, 6, 1) zu betrachten, 
welche durch die Substitution (^j’ IJ) in die reduciile Form (1,0,1) 
übergeht; umgekehrt geht also (1, 0, 1 ) durch die inverse Substi- 
tution (;^J* in (37, 6, 1) über. Also ist die gesuchte Zerlegung 
folgende: 37 = 1-; es ist nicht nothig, die vier zu dieser 

Wurzel -|- 6, und die anderen vier zu der entgegengesetzten Wurzel 
— G gehörenden Darstellungen hier einzeln aufzuschreiben. 

Beispiel ‘2: Die Zahl «j = G5 = 5 . 13 ist das Product aus 

den beiden Primzalilen 5 und 13, w^elche beide die Form 4A 1 
haben. Mithin giebt es 2* = IG verschiedene Darstellungen, also 
nur zwei verschiedene Zerlegungen der Zahl 65. Die vier Wurzeln 
der Congruenz z"^ = — 1 (mod. G5) sind + 8 und +; 18; wir bilden 
daher die beiden F’ormen (6.5, 8, 1) und (G.5, 18, 5), welche durch 
die Substitutionen ij) und (“*’ in die rcducirte Form 
(1,0, 1) übergehen; die inversen Substitutionen sind V) 

(IJl i?), und folglich sind die beiden gesuchten Zerlegungen fol- 
gende : 

G.5 = 8*-t- 1'^ = 72 -f 42 . 


§. 69 . 

Alle Formen der Determinante /) = — 2 bilden ebenfalls 
nur eine einzige Classe, da nur eine einzige reducirte Form 
( 1 , 0 , 2 ) = a;2 + 22/2 

vorhanden ist. Wir fragen auch hier wieder nach allen durch 

*) Demonstratio theorematis Fermatiani, omnem numerum primum 
/ormae 4 n-j-l esse summam diiorum quadratorum , Nov. Comm. Petrop. 
V. p. 3. ' 

11 * 
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diese Form darstellbaren ungeraden Zahlen w; die erste Bedin- 
gung ist die, dass — 2 quadratischer Rest von m sein muss; dazu 
ist erforderlich und hinreichend, dass für jede in ni aufgehende 
(also ungerade) Primzahl p 



also p von einer der beiden Formen 8/t -|- 1 oder 8Ä -f 3 sei. Um- 
gekehrt: sind die sämmtlichen p in m aufgehenden Primzahlen p 
alle von der Form 8 A -f- l oder 8 A -f 3, so hat die Congruenz 
= — 2 (mod. m) 

stets 2.“ incongruente Wurzeln. Ist n ein bestimmter Repräsen- 
tant einer solchen Wurzel, und M* 2 = ml, so ist die Form (m,n,J) 
nothwendig der Form (1, 0, 2) äquivalent; man findet daher (nach 
§. fiC) eine Substitution durch welche die letztere in die cr- 

stere übergeht; ausser dieser existirt (nach §. G2) nur noch die andere 
(Z^; z|), welche dieselbe Eigenschaft hat; es giebt daher zwei ver- 
schiedene Darstellungen (x, y) und ( — x, — y) der Zahl m, die zu 
dieser Wurzel gehören. Im Ganzen giebt es daher 

2 . 2 ,“ = 2 ,"+’ 

verschiedene Darstellungen der Zahl m durch die Form (1, 0, 2). 

Man erkennt ferner leicht, dass, wenn die beiden Darstellungen 
i(a:, y) zu der Wurzel n gehören, entsprechend die beiden Dar- 
stellungen i(a:, — 2/) zuder entgegengesetzten^Wurzel — «gehören. 
Je vier solclic Darstellungen geben eine und dieselbe Zerlegung 
der Zahl m in ein Quadrat und ein doppeltes Quadrat; mithin ist 
die Anzahl aller verschiedenen Zerlegungen 

= 2f-\ 

die einzige Ausnalime bildet wieder der Fall, in welchem p = 0, 
also m = 1 ist ; denn dann vereinigen sich die zwei vcrscliiedenen 
Darstellungen (-)- « ist= — n (mod. 1)) zu der einzigen Zerlegung 
1 = 1 ’ -t- 2 . 0>. Der interessanteste specielle Fall ist wieder der, 
in welchem p = 1 ist: 

Jede Pritmohl p von einer der beiden Formen 8 A 1 oder 
8 A -|- 3 läsfd mch stets und nur auf eine einzige Weise in ein Qua- 
drat und ein doppeltes Quadrat zerlegen. 

Beispiel 1: Ist m = 41, so ist die Bedingung erfüllt; p ist 
= 1; die beiden Wurzeln der Congruenz = — 2 (mod. 41) sind 
+ 11; die Form (41. 11, .3) geht durch die Substitution (^J’ !JTj) in 
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die Form (1, 0, 2) über, diese also rückwärts in jene durch die 
Substitution (1|; Ij); also ist a; = 3, »/ = — 4, und folglich 
41 = 3* + 2 . 4». 

Beispiel 2 : Ist >» = 33 = 3 . 1 1 , so ist die Bedingung er- 
füllt; p ist = 2, und folglich muss cs zwei verschiedene Zerlegun- 
gen geben. Die Wurzeln der Congruenz = — 2 (mod. 33) sind 
+ 8 und + 14: wir bilden daher die beiden Formen (33, 8, 2) und 
(33, 14, ü), welche resp. durch die Substitutionen 

(+:+) und (-■+^) 

in die Form (1, 0, 2) übergehen; die inversen Substitutionen sind 

(rl:_“i) und (z 2 ;z?) 

und folglich ist 

33 = P + 2 . 4* = 52 + 2 . 22 . 


§. 70. 

Alle Formen der Determinante D — — 3 bilden Classen, 
als deren Repräsentanten man die reducirten Formen 
(1, 0, 3) = a:2 + 32/» 

und 

(2, 1, 2) = 2.r2+2a:*/ + 22/2 ■ 

annchmen kann; sie sind resp. von der ersten und zweiten Art. 
Ungerade Z.ahlen können offenbar nur durch die erstere dargestellt 
werden; es sei daher m eine ungerade und der Einfachheit wegen 
durch 3 nicht theilbare Zahl; damit sie durch die Form (1, 0, 3) 
darstellbar sei, ist erforderlich, dass, wenn p irgend eine in ihr 
aufgehende Primzahl ist, 

folglich p von der Form 3 fe + 1 sei. Umgekehrt, sobald diese 
Bedingung für alle p in ni aufgehenden Primzahlen p erfüllt ist, 
so hat die Congurenz 

z^ = — 3 (mod.wt) 

stets 2/' incongruente Wurzeln; ist n ein bestimmter Repräsentant 
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einer solchen, und n‘‘ + 3 = ml, so ist die Form (»», n, l) von der 
ersten Art (da m ungerade ist) und folglich der Form (1, 0, 3) 
äquivalent. Es gieht also (nach §. G2) zwei Suhstitntionen 



durch welche die Form (1, 0, 3) in die Form (»», w, 1) übergeht, 
und folglich auch zwei Darstellungen {x, y) und ( — x, — y) der 
Zahl »», welche zu dieser Wurzel gehören. Im Ganzen gieht es 
daher 

2 . 2,“ = 2.“+i 

verschiedene Darstellungen einer solchen Zahl m durch die Form 
(1, 0, 3), die sich aber wieder auf nur 

1 . 2"+' = 2,"-> 

verschiedene Zerlegungen der Zahl m in ein einfaches und ein 
dreifaches Quadrat reduciren (nur auf den Fall jtt=0, also m=l 
passt die letztere Formel wieder nicht). Besonders hemerkenswerth 
ist der specielle Fall: 

Jede Primzahl von der Form 3 /i + 1 ist stets und nur auf 
eine einzige Weise in ein einfaches und ein dreifaches Quadrat 
zerlegbar. 

Gehen wir nun zu den durch die zweite Form (2, 1, 2) dar- 
stellbaren, nothwendig geraden Zahlen über; w'ir beschränken uns 
auf diejenigen von der Form 2m, wo m wieder eine ungerade und 
durch 3 nicht theilbare Zahl bedeutet. Dann erkennen wir leicht, 
dass der Complex dieser Zahlen m mit dem eben behandelten voll- 
ständig identisch ist. Denn aus der Älöglichkeit der Congruenz 
= — 3 (mod. m) folgt auch die der Congruenz z'^ = — 3 (mod. 2 >»), 
und umgekehrt (§. 37), und ausserdem ist die Anzahl der Wurzeln 
wieder = 2^‘. Ist ferner n' ein bestimmter Repräsentant einer 
solchen, und 3 = 2 ml, so ist die Form (2 m, w', ?) nothwendig 
von der zweiten Art (denn der mittlere Coefheient n' ist ungerade, 
folglicli l gerade) und also gewiss der Form (2, 1, 2} äquivalent; 
man kann daher (nach §. (i2) sechs verscliiedene Transformationen 
der letztem Form in die erstere finden, aus welchen folgende sechs 
Darstellungen 

± (x, yh ±(y,—x — //), ±(x + y, —x) 
entspringen, die alle zu derselben Wurzel n' gehören (die sechs 
zu der entgegengesetzten Wurzel — n' gehörenden Darstellungen 
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entstehen aus diesen durch Vertauschung der ersten darstellenden 
Zahl mit der zweiten)*). Im Ganzen existiren daher 

6 . 2." = 3 . 2.«+^ 

verschiedene Darstellungen der Zahl 2w^ durch die Form (2, 1, 2), 
oder, was dasselbe ist, der Zahl m durch die Form x'^ -f“ + 2/^- 

Sieht man je vier zusammengehörige Darstellungen von der Form 

i—^y—y\ iy^x\ i—y^—^) 

als nicht wesentlich verschieden an, so ist die Anzahl der wesent- 
lich verschiedenen Darstellungen nur noch 

= 3 . 2.«-h 


Für eine Primzahl p von der Form 3Ä -j- 1 giebt es daher immer 
drei wesentlich verschiedene Darstellungen durch die Form 

Beispiel: Ist >« = 13, so sind n = + 7 die Wurzeln der 
Congruenz = — 3 (mod. 26) und also auch der Congruenz 

z^ = — 3 (mod. 13). Wir bilden daher die beiden Formen (13, 7,4) 
und (26, 7, 2). Sie gehen resp. durch die Substitutionen 


(+2; + l 


und 




in die Formen (I, 0, 3) und (2, 1, 2) über. Die beiden inversen 
Substitutionen sind 


(±5:±|) (Tt“o‘) 

und folglich ist 

13 = 12-f 3 (—2)2 = (—4)2 + (—4) . 1 H- 12; 
hieraus findet man leicht die beiden anderen Darstellungen 


13 = 42+4 . (—3) + (—3)2 
= 32-f 3 . 1 -P 12 

♦) Da von den Zahlen x, y, x-\- y stets eine und nur eine gerade ist, 
so giebt es unter den sechs zu der Wurzel n' gehörenden Darstellungen der 
Zahl 2 m immer zwei + {x\ y*), in welchen y' gerade ist = 2 m; setzt 
man ferner a;' -f « = i , so geht die Gleichung x' x' x'y' y' y' = m 

über in -}- Su it — m, d. h. man erhält eine Darstellung {t, u) der Zahl 
m durch die Form (1, 0, 3), und zwar gehört diese Darstellung zu derselben 
Wurzel n'. Hierin besteht der Zusammenhang zwischen den Darstellungen 
der Zahlen m und 2 m resp. durch die Formen (l, 0, 3) und (2, 1, 2). 
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71. 


Als letztes Beispiel wählen wir die Determinante Z) = — 5; 
es giebt zwei nicht äquivalente reducirte Formen 
(1, 0, 5) und (2, 1, 3), 

beide sind ursprünglich und von der ersten Art. Wir suchen 
wieder das System aller ungeraden und durch 5 nicht theilbaren 
Zahlen m zu bestimmen, welche durch diese Formen darstellbar 
sind. Die dazu erforderliche Bedingung besteht darin, dass für 
jede in m aufgehende Primzahl p die Gleichung 

Statt finden muss; hieraus folgt (§. 52, II), dass jede solche Prim- 
zahl von einer der vier Formen 

20Ä-F1, 20Ä-f‘), 20Ä-I-3, 20/1 + 7 
sein muss. Ist diese Bedingung erfüllt, und p die Anzahl der 
verschiedenen Primzahlen p, so hat die Congruenz 
a* = — 5 (mod. »») 

wieder 2f* incongruente Wiu’zeln; ist n ein bestimmter Repräsen- 
tant einer solchen, und w’ + 5 = ml, so ist die Form (m,n,T) noth- 
wendig einer und nur einer der beiden obigen reducirten Fonnen 
äquivalent; es giebt dann jedesmal (nach §. G2) zwei Substitutionen, 
durch welche diese reducirte Form in (»t, n, l) übergeht, also auch 
zwei zu der Wurzel n gehörige Darstellungen der Zahl m durch 
diese reducirte Form. Im Ganzen giebt es also 

2 . 2i“ = 2.“+^ 

Darstellungen einer solchen Zahl durch die obigen reducirten 
Formen. Allein es bleibt noch zweifelhaft, durch welche der beiden 
reducirten Formen die zu einer bestimmten Wurzel n gehörigen 
beiden Darstellungen erfolgen; und eine ähnliche Frage wird jedes- 
mal da auftreten, wo es mehrere nicht äquivalente Formen der- 
selben Art giebt. In unserm Fall ist es nicht schwierig, diesen 
Zweifel zu heben. 

Ist nämlich die Zahl m darstellbar durch die Form (1, 0, 5), 
also z. B. m — x'‘ iß, so folgt hieraus »w = (mod. 5), d. h. 
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tu ist quadratischer Rest von f ) ; ist dagegen die Zahl m darstellbar 
durch die zweite Form (2, 1, 3), also z. 15. m = -\-2xy 3y-, 

so ist 2»» = (2x+ f/)* -t- 5 7/* = (2x-{- yY (mod. 5), und, da 2 
quadratischer Nichtrest von 5 ist, so ist m ebenfalls (]uadratischer 
Nichtrest von 5. Es tritt also hier die besonders einfache Erschei- 
nung auf, dass alle Darstellungen einer Zahl entweder nur durch 
die h'orm (1, 0, 5) oder nur durch die Form (2, 1, 3) geschehen, je 
nachdem m quadratischer Rest oder Nichtrest von 5, d. li. je nach- 
dem »» = + 1, oder = + 2 (mod. 5) ist. Hieraus folgen die spe- 
ciellen Sätze: 

Jede Fr imzahl von einer der beiden Formen 20 A -j- 1, 20 A -F !) 
ist auf vier Arten durch die Form (1, 0, 5) darstellbar (welche we- 
sentlich nur eine eimiye Zerleyuny in ein einfaches und ein fünf- 
faches Quadrat bilden); jede Fr imzahl von einer der beiden Formen 
20A-I-3, 20A-f-7 ist auf vier Arten durch die Form (2, 1, 3) 
darstellbar. 

Beis 2 nel 1; Ist m = 29, so sind « = i 13 die beiden Wurzeln 
der Congruenz z^ = — 5 (mod. 29); die hieraus gebildete Form 
(29, 13, 6) geht durch die Substitution 



in die reducirte Form (1, 0, 5) über; durch Umkehrung dieser Sub- 
stitution erhält man die Zerlegung 

29 = 32 -F 5 . 22. 

Beispiel 2: Für m ~ 27 findet man « = + 7; die beiden 
entsprechenden Formen (27,7,2) und (27, — 7, 2) gehen bezüglich 
durch die Substitutionen 

in die reducirte Form (2, 1, 3) über; durch Umkehrung derselben 
erhält man daher die vier Darstellungen 

27 = 2 (:p4)2-F2(T4) (±1)-F3 (±1)2 
27 = 2 (±3)2 -F 2 (±3) (± 1) + 3 (± l)» 

von denen die beiden ersteren zu der AVurzel + 7, die beiden letz- 
teren zu der Wurzel — 7 gehöi-en. 
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I 

§. 72. 

Wir wenden uns nun zu den Formen mit positiver Determi- 
nante 2), um auch für sie die Hauptprobleme der Tlieorie der 
Aequivalenz zu lösen. Das zAveite Problem (§. 59), aus einer Trans- 
formation einer Form in eine zweite alle Transformationen der 
erstem in die letztere zu finden, ist durch unsere frühere Unter- 
suchung (§. G2) auf die Aufgabe zurückgeführt, alle ganzzahligen 
Auflösungen der Gleichung 

P — Du’^ = 

zu finden. Dieselbe ist für positive Determinanten hei weitem 
schwieriger zu lösen, als für negative. Dasselbe gilt von dem 
ersten Hauptproblem: zu erkennen, ob zwei Formen von gleicher 
Dctenninante äquivalent sind oder nicht. Wir schlagen zur Lö- 
sung desselben einen ganz andern Weg ein, wie früher bei nega- 
tiven Determinanten, einen Weg, der aber zugleicli die Mittel 
an die Hand geben Avird, auch die obige Gleichung vollständig 
aufzulösen. *) 

Das Charakteristische dieser Methode besteht darin, dass 
Avir auch irrationale Grössen in den Kreis unserer Betrachtungen 
ziehen. Ist nämlich (a, &, c) oder 

ax"^ 4- 2 hxy -f C'iß 

eine Form, deren Determinante — ac = D positiv ist, so hat 
die entsprechende quadratische Gleichung 

a -|- 2 ftfO -f =r 0 

zwei reelle Wurzeln 

— bipyD a 

c -—b±yD' 

die Avir, je nachdem das obere oder untere Zeichen genommen 
wird, als die erste oder ziveite Wi(,rzel der Form («, ?>, c) bezeichnen 
und von einander unterscheiden Avollen, indem Avir ein für alle 
Mal festsetzen, dass das Zeichen VD stets die positive Quadrat- 
Avurzel aus der Determinante bedeuten soll. Durch die Coeffi- 
cienten der Form (a, />, c) ist also jede ihrer beiden Wurzeln voll- 
ständig, ohne ZAveidcutigkeit bestimmt. Aber umgekehrt ist auch 
jede Form («, &, c) der Determinante D durch Angabe einer ihrer 

*) Lejeune Dirichlet: Vereinfachung der Hieorie der binären qua- 

dratischen Formen von positiver Determinante (Berliner Akaü. 1854). 
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Wurzeln vollstiiuclij^ duirakterisirt, in der Weise, da.ss zwei Formen 
(tt, h, c) und («', //, c') derselben Determinante Dnothwendig iden- 
tisch sind, sobald sie gleiche erste, oder gleiche zweite Wurzeln 
haben; denn aus der Gleichung 

— q= VD — T VD 
c' - c ' 

worin entweder die beiden oberen, oder die beiden unteren Zeichen 
zu nehmen sind, ergiebt sich in Folge der Irrationalität von \ D 
zunächst c' = c, und dann b' — h, also auch «' = n. 

Im Folgenden nennen wir zwei Wurzeln ca, ca' zweier Formen 
resp. (a, b, c), (n', h\ e') g1eichnumi(j, wenn beide erste, oder beide 
zweite Wurzeln sind, uwjlcichnamii) dagegen, wenn die eine die 
erste, die andere die zweite Wurzel ist. Wir können dann das 
eben erhaltene Resultat auch so aussprechen: Wenn zwei Formen 
dieselbe ( positive) Betenninunte besitzen, und wenn eine Wurzel 
der einen Form mit der gleiehnomi/jen Wurzel der andern Form 
ubereinstimmt, so sind beide Formen identisch. 


§• 73 . 

Wir wollen nun annehmen, es seien («, b, c) und (a', b', c') 
zwei äquivalente Formen, und zwar wollen wir für einen .Augen- 
blick die uneigentliche Aequivalenz nicht ausschliessen , weil da- 
durch der Nerv der Retrachtung deutlicher hervortritt. F.s sei 
(y;^) eine Substitution, durch welche (ct, b, c) in (a', I/, e') über- 
geht, also 

ad — ßy = 1. 

Da durch diese Substitution 

X = kF + ßy', y = yx' + dy' 

identisch 

ax- -f- 2 bxy -f- cy^ = a' üd ■ 2 b' F y' -f e' y'* 

wird, so leuchtet ein, dass vermöge der Formeln 

y 1- ba' ! — y -j- «CD 

^ a -F ßa" ” ~ ti — ßa 

aus einer Wurzel ca' der Form (a', b', c') eine Wurzel a der Form 
(cc, b, c) gefunden wei'den kann, und umgekehrt; denn die Wurzeln 
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dieser Formen sind ja die Wertho der Verhältnisse y:x und y':x', 
für welclie die Formen verschwinden. Aber es fragt sich vor allen 
Dingen, ob zwei so vei'bundene Wurzeln ra und a' gleichnamig 
sind, oder nicht. Da nun 

m — 

c 


ist, so folgt 

, yc — «( — iipVD) _ ba-\-cyi:uYD 

® ~ — dc + /J(— VjD) ~ —bß — cd-fßVD' 

machen wir den Nenner rational, indem wir den Bruch durch 
— bß — cd + ßVD erweitern und berücksichtigen, dass 
daß + b {kS + ßy) eyd = b' 
aßi + 2bßd + cö'^ — d 
ist, so ergiebt sich 

, —b'^iVB 

M 


Wir haben daher folgendes Resultat erhalten; Wenn eine Form 
(«, b, c) durch eine Substitution ("; in eine äquivalente Form 
(a\ b', c') übergeht^ so ist je eine Wurzel a der erstem mit je einer 
Wurzel fij' der letztem Form durch die liclation 


y dm' , — y etm 

d — ßm 

verbunden; und zwar bilden m, m' ein Pcuir gleiehnamigcr oder un- 
gleichnamiger Wurzeln der beiden Formen, je naclulem die Stibsti- 
tution eine eigentliche oder uneigentliche ist. 

Wir schliessen von jetzt an uneigentliche Aequivalenz und 
uneigentliche Substitutionen gänzlich aus; es sind dann also stets 
zwei gleichnamige Wui’zeln der beiden äquivalenten Formen in der 
angegebenen Weise mit einander verbunden. Dieser Satz lässt 
sich in folgender Weise umkehren: 


Wenn zwei Farmen (a, b, c), (a', b', c') dieselbe Determinante 
haben, und wenn zwei gleichnamige Wurzeln m und m' derselben 
durch die Gleichung 


m = 


y 4- dm' 


« + ßm' 

verbunden sind, in welcher die vier ganzen Zahlen «, ß, y, ö der 
Gleichung 
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aö — ßy = l 

so sind die beiden Formen äquivalent , und zwar geht die 
erstere. durch die. Substitution (“' in die letztere über. 

Denn durch diese Substitution gellt (a, b, c) in eine äquiva- 
lente Form (a", b", c") über, und bezeichnet man mit oi" ihre mit 
ta gleichnamige Wurzel, so ist nach dem eben bewiesenen Satze 

03 — ^ ^ ^”» 1 und folglich «' = o": 

da ferner der Voraussetzung nach ®' mit gj, folglich auch mit «" 
gleichnamig ist, und da endlich (a', V, c') dieselbe Determinante 
wie (a, b, c), und folglich auch wie (a", b", e") hat, so ist zufolge 
der Schlusshenierkung des vorigen Paragraphen (a', b\ d) identisch 
mit (a", b’\ r"), d. h. (a, b, c) geht durch die obige Substitution in 
(a', b', c') über. 

Von besonderer Wichtigkeit für das Folgende ist die Betrach- 
tung zweier benachbarten Formen (a, b, a') und (a', b\ a"), in welchen 
der Definition zufolge (§. ß.S) die Summe b -f b' durch a' theilbar, 
also b -f- // =: — a' S ist, und von welchen die erstere in die letztere 
durch die Substitution (_?’ j) übergeht. Die gleichnamigen Wur- 
zeln <a und cj' dieser beiden Formen hängen durch die üleichungeu 

A 1 1 

0=0 T , O = -r 

O 0 — o 


zusammen. 


§. 74. 

Auch bei positiven Determinanten vergleicht man zwei For- 
men, deren Aequivalenz beurtheilt werden soll, nicht unmittelbar 
mit einander, sondern inan transformirt jede von ihnen in eine 
sogenannte reduchie*) Fonn; der ßegrifi' qiner solchen ist aber 
hier wesentlich verschieden von demjenigen, welcher früher (§. (i4) 
für negative Determinanten aufgestellt ist. 

Eine Form fa, i, c) von positiver Determinante D hei.sst eine 
redneirte. Form, wenn, abgesehen roni Zeichen, ihre erste Wurzel 

*) OausK: D. A. art, t 3. 
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ihre zweite Wurgrl 


— h — vn 


c 


> 


1 , 


- <> + vn 

c 


< 1 


ist, und wcmi ausserdem beide Wurgeln entficgemicsetste Zciclten 
haben. 


Ziehen wir zunächst einige Folgerungen aus dieser Erklärung. 
Da die erste Wurzel numerisch grösser als die zweite, also auch 
die Summe der beiden Grössen b und YD numerisch grösser als 
ihre Differenz sein soll, so muss, da YD positiv ist, auch b positiv 
sein (nicht = 0); da ferner die beiden Wurzeln entgegengesetzte 
Zeichen haben, so gilt dasselbe auch von den beiden Grössen 


— (i + YD) und — b -Y YD-, 


und da die erstere gewiss negativ ist, so muss die letztere positiv 
sein; es ist daher 

0 < b < YD. 

Bezeichnen wir ferner mit (c) wieder den absoluten Wei-th 
des Coefficienten c, so muss also im algebraischen Sinne (d. h. mit 
Rücksicht auf die Vorzeichen) 


b+YD ^ 
(c) 


1 und 0 < 


-b-YYP 

(0 


1 . 


d. h. es muss 


0 < YD — b < (c) <YD-\-b 


sein; und umgekehrt leuchtet ein, d;iss jede Form (a, b, c), deren 
(loefticienten diesen letzteren Ungleichungen genügen, sifeher eine 
reducirte Form ist, weil aus ihnen rückwärts die ursprünglichen 
Bedingungen sich ableiten lassen. 

Aus der Definition ergeben sich noch weitere Folgerungen. 
Da D = b^ — ac und b'^ < D ist, so müssen a und c entgegen- 
gesetzte Zeichen haben; da ferner die erste Wurzel und c eben- 
falls entgegengesetzte Zeichen haben, so hat die ei’ste Wurzel 
dasselbe Vorzeichen wie der erste Coefficient u der Form. Nun 
hat ferner die zweite Wurzel das entgegeugesetzte Zeichen der 
ersten Wurzel, also dasselbe Vorzeichen wie der dritte Coefficieut 
c der Form, was sich unmittelbar auch daraus ergieht, dass YD — b 
positiv ist. 
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17.5 


Fiii' (len ahsoluteii Werth des ersten (h)efticienten n gelten 
dieselben llediiigungen, wie für den von e; denn da 
D = Iß (n) ( c), 


als< 


(«) 


_ (yi) + h) (VD — h) 

~~ (c) 


ist, so ergiebt sich aus den Bedingungen 


Vn + b . ^ YD — h , 

^ > 1 , 0 < < 1 , 


dass 


(c) 


(c) 


(a) > VT) — b, und («) < \ D b 

ist *). 

Für das Folgende ist noch der specielle Fall beinerkeuswerth. 
in welchem 


VD — (a) < b < VD und (c) ^ (a) 
ist; aus diesen Bedingungen kann man nämlich stets schliessen, 
dass die Form (a, b, c) reducirt ist, obwohl die Fhnkehrung nicht 
gestattet ist. In der That, giebt man diesen Bedingungen die 
F'onn 


0 < VD — b< («) <; (c), 
so ergiebt sich zunächst, dass die zweite Wurzel 

-b + VD 


numerisch < 1, ferner dass die erste Wurzel 
— b — VD a 
c ~ VD — b 


numerisch > 1 ist. Hieraus folgt weiter, wie oben, dass b positiv 
ist, weil VD -\-b numerisch grösser als VD — b ist; und folglich 
haben, da ausserdem b <VD ist, beide Wurzeln entgegengesetzte 
Zeichen. Also ist die Form gewiss eine reducirte. 


*) Dassellie ergiebt sich unmittel1)ar daraus, (lass die erste Wurzel einer 
Form (n, b, c) der reciproke Wertli der zweiten Wurzel ihres Gefährten 
(c, b, a) ist; mithin sind entweder beide Formen reducirt, oder beide nicht 
reducirt. 
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§. 75. 

Aus der Erklärung einer reducirten Form orgiebt sich ferner 
der folgende wichtige Satz*) (vergl. §. G7); 

Für jede positive Dpicrminante f/icbt es nur eine endliche An- 
zahl reducirter Formen. 

Denn, bezeichnen wir mit X die grösste ganze in VZ> enthal- 
tene Zahl, so dass X < \’D < A -|- 1 und also X mindestens 1 
ist, so kann der mittlere Coefficient h einer reducirten Form (a, b, c) 
nur die X verschiedenen Werthe 1, 2...X haben; für jeden dieser 
Wertlie von b ist 7) — = (a)(c,) auf alle mögliche Arten in zwei 

Factoren zu zerlegen, welche zwischen X — b und A 1 -|- i exclu- 
sive (oder zwischen A 1 — b und XF^> inclusive) liegen; je zwei 
solchen P’actorcu « und c hat man entgegengesetzte Zeichen zu 
geben, und mau muss sie permutiren, wenn sie ungleich sind. Dann 
sind aber wirklich alle reducirten Formen gefunden, und es giebt 
deren offenbar nur eine endliche Anzahl. 

Beispiel 1: Ist D = 13, so ist A = 3; wir liahen daher fol- 
gende Fälle und Zerlegungen : 

b = 12 = 3 . 4 

6 = 2; 9 = 3.3 

6 = 3; 4=1. 4 = 2. 2 

und diese liefern die folgenden 12 reducirten Fonnen: 

(± 3, 1, q: 4), (±'l, 3, 4), (± 3, 2, q: 3), 

f± 4, 1, T 3), (+ 4, 3, qi 1), (+ 2, 3, J. 2). 

Beispiel 2: Für D = 19 ist A = 4; wir bilden daher folgende 
Tabelle: 


6 = 1; 

18 gieht keine Zerlegung; 

6 = 2; 

15 = 3 . 5; 

6 = 3; 

10 = 2 . 5; 

6 = 4; 

3=1.3; 


hieraus ergehen sich folgende 12 reducirte Formen: 

(± 3, 2, ip 5), (± 2, 3, qr 5). (± 1, 4, q: 3), 
(± 5, 2, T 3), (± 5, 3, T 2), (± 3, 4, qr 1 ). 


*) Onusfi: 1). A art. 185. 
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BrispirJ 3: Für D = 3.'3 ist A — 5; also bilden wir die Ta- 


belle 

i = 1; 34 giebt keine Zerlegung; 
ft = 2; 31 , „ ;; 

ft = 3; 26 „ „ 

ft -4; Hl „ „ 

0 — .1; 10 = 1 . 10 = 2- . .5; 
wir erlialten daher 8 redueirtt^ Fennen: 

(± 1, 5, :p 10), (± 2, 5, :p 5); 

(± 10, 5, q: 1), (± .5, 5, q: 2). 

liriapicl 4: Für I) — 70 ist A = 8; wir bildendaller folgende 
Tabelle: 

/> = 1 ; 78 giebt keine Zerlegung; 
ft — 2 , / 5 „ „ „ 

?> = 3; 70 = 7 . 10; 
h = 4; 63 = 7.9; 
b — 5; .'>4 = 6 . 0; 
fy = 6; 43 giebt keine Zerlegung; 
t = 7; 30 = 2 . ].') = 3 . 10 = 5 . 6; 
h = 8; 15 = 1 . 15 = 3 . 5; 
wir erhalten daher 32 reducirte Formen: 

(± 7, 3, q: 10), {+ 7, 4, q: !)), (± 6, 5, q= 9), {± 2, 7, q: 15), 

(± 3, 7, q= 10), (± 5, 7, q: 6), (± 1, 8, q: 15), (±-.3, 8, q: 5), 

und 

(± 10, 3, qi 7), (± 9, 4, q: 7), (± 9, 5, q: 6), (± 15, *7, q: 2), 

(± 10, 7, q: 3), (± 6, 7, q: 5), (± 15, 8, q: 1), (± 5, 8, q: 3). 


§■ 76. 

Aehnlich wie bpi negativen üeterminanten (§. 64) beweisen 
wir auch die Richtigkeit des folgenden Satzes *) : 

Jede Form von poiiitiver Ddermhumte ist einer reducirten 
Form äquivalcvi. 

Bezeichnen wir die gegebene Form von positiver Determinante 


♦) üauss: D. A. art. 183. 

Dirichlet, Zahleutheoric J2 
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D mit (fl, 6, «'), so suchen wir eine ihr nach rechts henachharte 
Form (a', h', a") so zu bestimmen, »lass 

VD - (a') < // < VD 

wird. Da zufolge der Erklärung einer benachl)arten Form der 
mittlere Coefticient h' jeden Werth erhalten kann, welcher = — b 
(mod. a') ist, und keinen andern, so fragt sieh nur, ob zwischen 
den Grenzen VT) — (a') und VD stets ein solcher Werth existirt; 
dies ist offenbar der Fall, da die sämmtlichen zwischen diesen bei- 
den Grenzen enthaltenen ganzen Zalilen 

A+1— (ft'), A-f- ‘2 — («')... A— 1, A 
ein vollständiges' Restsystem in Bezng anf den Modulus «' bilden ; 
aus demselben Grunde ergiebt sich, dass nur eine einzige solche 
Zahl h' existirt. Nachdem b' = — b — n'ö bestimmt ist, geht die 
Form (a, b, n') durch die Substitution (_J’ '^) in die benachbarte 
Form (a', b\ a") über, deren Coefticienten a', b' der obigen Be- 
dingung Genüge leisten. Findet sich nun, dass zu gleicher Zeit 
{a") S («') wird, so ist nach dem am Schlüsse «les §.74 besonders 
hervorgehobenen speciellen Fall die gefundene Form («', b’, «") 
eine reducirte. Ist dagegen 

(«') > («"), 

so verfahre man mit der gefundenen Form («', b', a" ) genau so wie 
mit der gegebenen Form, d. h. man bilde die ihr nach rechts be- 
nachbarte Form (a", //', in welcher 

VD — (a") < b" < VD 

ist, und welche gewiss eine reducirte ist, wenn («"') ^ {a") ist. 
Sollte aber wieder 

(«") > («'") 

sein, so setze man denselben Process in derselben Weise fort; da 
unter einer gegebenen positiven Zahl («') nur eine endliche An- 
zahl von ganzen positiven Zahlen liegt, so muss man nach einer 
endlichen Anzahl von Transformationen durchaus zu einer Form 
(a<"', in welcher sowohl 

\ D — («<">) < < VD 

als auch 

(«(»+!)) ^ (aM) 

ist, also zu einer reducirten Form gelangen, was zu beweisen war. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass bei diesem Process nicht 
gerade erst die letzte Form eine reducirte zu sein braucht, denn 
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es giebt reducirte' Formen, iu welchen die Bedingungen des be- 
sondern hier benutzten speciellen Falles nicht erfüllt sind. Von 
grösserer Wichtigkeit ist es aber, besonders darauf aufmerksam zu 
machen, dass durch den angegebenen Process auch jedes Mal eine 
Substitution gefunden wird, durch welche die gegebene Form in 
die reducirte Form übergeht, und zwar erhält man diese Substi- 
tution durch Composition der successiven Substitutionen, welche 
in dem Proccsse auftreten. Der Algorithmus seihst ist durchaus 
nicht heschwerlich (vergl. §. 64), wie folgende Beispiele zeigen. 

Beispiel l: Die Form (4, 6 , 7) hat die Determinante D — ü \ 
es ist also k = 2. Unter den Zahlen 


-4, —S, -2, -1, 0, 1, 2 


ist ?*'=!= — 6 (inod. 7); dies giebt die benachbarte Form 
(7, 1 , — 1 ), welche noch nicht reducirt ist. Da («") = 1 ist, so 
ist i" = A = 2 , und folglicli erhält man die lienaclibarte Form 
( — 1, 2, 4), welche wirklich reducirt ist. Durch die Substitution 
(_y; j:}) 5) = IJ) geht die gegebene Form in die gefundene 

über. 

Beispiel 2 : Die Form (713, 60, 5) hat die Determinante 
1) — 35; man findet nach der angegebenen. Methode die nach 
rechts benachbarte Form (5, .5, — 2 ), und zu dieser wieder die Form 
( — 2 , 5, 5), in welcher der letzte Coefficient in der That grösser ist 
als der erste. In diesem Beispiel ist aber auch schon die vorher- 
gehende Form (5, 5, — 2 ) reducirt. Die gegebene Fonn geht durch 
die Substitution i., 3 ) in (5, 5, — 2) und durch die Substitution 
(_?; ij,) (_?: l) = ( 7 . 1 : ±6ß) in (— 2, 5, 5) über. 

Beiapncl 3: Die Fonn (62, 95, 145), deren Determinante 

D — 35, geht durch die folgenden successiven Substitutionen 


/ 0, 1\ / 0, 1\ / Ü, 1\ / 0, 1\ 

V- 1 , V- 1 , V' \- 1 , V' V- 1, 4; 


successive in die Formen 


(145,- 95, 62) , (62, — 29, 13), ( 1 3, 3, - 2) , (- 2, .5, 5) 
über, von denen erst die letzte reducirt ist; die Zusammensetzung 
dieser Substitutionen giebt die Substitution (^ 3 ; 1 *®), durch welche 
(62, 95, 145) in ( — 2. 5, 5) übergeht. 


12 * 
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§. 77. 

Nachdem in den beiden voi-li(!rgchenden Paragrai)hen dnr- 
gethan ist, dass jede Form von positiver Determinante einer re- 
ducirten h'orm äquivalent ist, und dass nur eine endliche Anzahl 
von reducirten Formen für jede gegebene Determinante existirt, 
so folgt hieraus unmittelbar: 

Die Anzahl der Clnsscn nicht äquivalenter Formen vmt imi- 
tiver Determinante ist stets endlich. 

Allein es bleibt noch die Hauptfrage zu l)eantworten, ob zwei 
nicht identische reducirte Formen derselben Determinante einander 
äquivalent sein können ; denn erst dann haben wir (wie in §§. 05, CG 
für negative Determinanten) die Mittel gewonnen, um über die 
Aequivalenz von zwei gegebenen Formen derselben positiven De- 
terminante entscheiden zu können. Diese Untersuchung stösst bei 
positiven Determinanten auf bedeutende Schwierigkeiten, da in 
der That immer mehrere niclit identische und doch ä<iuivaJente 
reducirte Formen existiren. 

Um einen sichern Boden für diese Untersuchung zu gewnuen, 
stellen wir zunächst che bestimmte Frage*): 

Kann eine reducirte Form («, />, a') eine ihr nach rechts hc- 
mwhlmie Form («', 1>\ «") haben, welche ebenfalls rcducirt ist? 

Nehmen wir einmal an, dies sei möglich, und es sei (_?’ Jf) 
die Substitution, durch welche die reducirte Form (a, h, a!) in die 
ebenfalls reducirte Form («', h\ «.") übergeht. 'Sind dann co und 
ra' zwei gleichnamige Wurzeln der ersten und der zweiten Form, 
so hängen diese (nacli §. 7.S) durch die Uleichungen 


mit einander zusammen. Wir wollen der Einfachheit lialber fest- 
setzen, dass 0 ) und«' die beiden cr.s<cw Wurzeln der beiden Formen 
bedeuten (obgleich dieselbe Relation auch zwischen den beiden 
zweiten Wurzeln Statt findet). Da in einer reducirten Form die 
beiden äusseren Coefficienten entgegengesetzte Zeichen liaben, und 
die erste Wurzel stets das Zeiclieii des ersten Coefficienten besitzt, 
so haben die beiden unechten Brüche o und «' bezüglich die Vor- 
zeichen von 0 und also entgegengesetzte Vorzeichen, da der erste 

*) ßauss: D. A. iirt. 184. 
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Cocfficiciit «' der zweiten Form zuf^loich der letzte Coefticieut der 
ersten Form ist. Zufolge der obigen Relationen muss daher a — Ö 
ein echter Bruch sein von gleichem Vorzeichen wie to; es muss da- 
her d diejenige vollständig bestimmte ganze Zahl sein, welche dem 
absoluten Werth nach nächst kleiner als « ist und dem Vorzeichen 
nach mitw übereinstimmt. Wir schliessen hieraus, dass eine redu- 
cirte Form («, b , «') höchstens eine einzige nach rechts benachbarte 
Form («', h', a") hat, welche ebenfalls reducirt ist. 

Aber es existirt auch wii-klioi^mmer eine solche der reducir- 
ten Form («, b, a') nach rechts benachbarte und reducirte Form 
(«', b\ a"). Denn es sei a die erste Wurzel der reducirten Form 
(a, b, «'), also ein unechter Bruch, dessen Vorzeichen mit dem 
von (t übereinstimmt; so wähle man die ganze Zahl d so, dass ihr 
absoluter Werth (d j die grösste ganze in(cj) enthaltene ganze Zahl 
(also nie = 0) wird, und gebe d das Vorzeichen von to; dann geht 
die gegebene Form (a, b, a') durch die so bestimmte Substitution 
i-i' If) i“ eine benachbai'tc Form {a\b\a") über, deren erste Wurzel 



ein unechter Bruch ist, dessen Vorzeichen dem von a und a ent- 
gegengesetzt ist und also mit dem von a' übereinstimmt. Bezeich- 
nen wir nun mit cj, und ta'j die beiden zweiten Wurzeln, so besteht 
zwischen ihnen dieselbe Relation 



da nun m, ein echter Bruch ist, dessen Vorzeichen dem von a, 
und also auch dem von d entgegengesetzt, und da d eine von Null 
verschiedene ganze Zahl ist, so folgt, dass d — o, ein unechter 
Bruch, und also tu'i ein echter Bruch ist, dessen Vorzeichen mit 
dem von d, <a und a übereinstimmt, also dem von a' und a' ent- 
gegengesetzt ist. Es ist also bewiesen, dass die beiden Wurzeln 
«' und oj'i der neuen Form («', b', a") entgegengesetzte Zeichen 
haben, ferner dass die erste oj' ein unechter, die zweite a\ ein 
echter Bruch ist; folglich ist diese P'orm in derTliat eine rcducii’te. 
was zu beweisen war. 

Jede reducirte Form hat daher eine und nur eine nach rechts 
benachbarte Form, welche ebenfalls reducirt ist, und diese kann auf 
die antjey ebene Weise immer leicht gefunden werden. 

Genau ebenso liesse sich nun auch beweisen, dass jede redu- 
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cirte Form eine mul mir eine nach links benachbarte reducirte 
Form besitzt. Doch ist es bequemer, diesen Fall auf den eben be- 
handelten durch die einleuchtende Bemerkung (§. 74 Anni.) zurück- 
zufuhren, dass die beiden Formen (a,b,a') und (a',b,a) gleichzeitig 
reducirte, oder gleichzeitig nicht reducirte Formen sind. Wenn 
nun die reducirte Form («, b, a') eine nach links benachbarte und 
ebenfalls reducirte Forai ('«, 'b, a) besitzt, so hat ilie reducirte 
Fonn («', b, a) die nach rechts benachbarte Form (a. '6, '«), 
welche ebenfalls reducirt ist; uhd umgekehrt, sobald die Form 
(a, 'b, '(i) der reducirten Form («', b, a) nach reclits benachbart 
und zugleich reducirt ist, so ist die Form {'«, 'b, «) ebenfalls redu- 
cirt und der Form (a, h, «') nach links benachbart.' Da wir nun 
gesehen haben, dass eine reducirte Form («', b, a) immer eine und 
nur eine nacb rechts benachbarte reducirte Form («, 'i, '«) hat, 
so folgt: 

Jede reducirte Form («, b, a') besitzt stets eine und nur eine 
nach links benachbarte reducirte Form ('«, 'b, «). 


§. 78. 

Aus den soeben bewiesenen Sätzen über die nach rechts und 
links benachbarten reducirten Formen ergiebt sich , dass man 
sämmtliche reducirte Formen einer positiven Determinante D in 
Perioden*) eintheilen kann, die auf folgende Weise zu bilden sind. 
Man wähle irgend eine reducirte Form und bilde die nach rechts 
und links fortgesetzte Keihe 

.... (P—2, <P—i, <Po^ •Pl ' <Pi • • • • 

der successiven nach rechts und nach links benachbarten redu- 
cirten Formen, welche durch das eine Glied <po vollständig be- 
stimmt sind. Da es nur eine endliche Anzahl von reducirten 
Formen der Determinante D giebt, und die ersten t'oefticienten 
zweier auf einander folgenden Formen stets entgegengesetzte 
Zeichen haben, so muss einmal auf eine Form qp„ dieser Reihe nach 
einer geraden Anzahl 2 n von Gliedern eine mit identische 
Form folgen; und da eine Form <p^ oder 9 >u+ 2 a »ur eine 


*) Gaass: D. A. art. 180. 
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einzige nach rechts, und nur eine einzige nacli links benachbarte 
reducirte P'orm besitzt, so müssen auch die beiden Formen 9)^^, 
und 9)^, +14.2», ebenso die beiden Formen g>„-i und q>u—i+ 2 n, und 
also auch allgemein je zwei Formen dieser Reihe identisch sein, 
deren Indices dieselbe Differenz 2 » haben. In der ganzen Reihe 
sind daher höchstens 2w verschiedene Formen 

<P0j Vli <P-3 ■ ■ ■ <P»n—i, 9 ^ 2 «— li 

und diese werden in der That alle von einander verschieden sein, 
wenn keine der Formen 9p,, 9)4 .. . mit 9)„ identisch ist; 

denn wären q)y und qiy+ 2 „i zwei identische Formen, so müsste 
auch 9>2„' mit 9>e identisch sein. Nehmen wir also an, dass 2n 
die Anzahl der wirklich verschiedenen Formen dieser Reihe ist, 
so besteht dieselbe aus einer nach beiden Seiten sich unendlich oft 
periodisch wiederholenden Folge dieser 2 « Formen; je zwei Formen 
9>„ und q>,,, deren Indices eine durch 2?i theilbare Differenz (i — v 
haben, sind identisch; und umgekehrt, sind die Formen 9)„ und 
9),, identisch, so ist = v (mod. 2 «). 

Es kann nun sein, dass diese 2 h Formen alle reduc.irten For- 
7uen der Determinante I) erschöpfen; aber es ist auch möglich, 
ffass ausser ihnen noch andere reducirte Formen derselben Deter- 
minante existiren. Im letztem Fall sei ipo eine solche, in der obi- 
gen Periode nicht enthaltene reducirte Form, so entspricht ihr 
ebenso eine Periode von 2 m unter einander verschiedenen Formen 

4>0l ’/'l) i-'i • • • 7l'2/n— 2i 

alle diese Formen der zweiten Periode werden auch von denen der 
ersten verschieden sein; denn besässen beide' Perioden eine ge- 
meinschaftliche Form, so wären beide Reihen vollständig identisch, 
da von dieser gemeinschaftlicheir Form aus die Reihe nur auf eine 
einzige Weise nach rechts und links fortgesetzt werden kann. 

In derselben Weise kann man fortfahren, bis endlich alle re- 
ducirton Formen in verschiedene Perioden eingetheilt sind ; die An- 
zahl der Perioden ist nothwendig eine endliche; die Anzahl der 
Glieder kann in verschiedenen Perioden vei’schieden sein, jeden- 
falls ist sie stets gerade*). 


*) Von bcBondorem IiiteresBe sind noch folgende Bemerkungen (Gauss: 
D. A, artt. 187, 194). Wenn (a, b, c) eine reducirte Form iat, so gilt Das- 
selbe von ihrem Gefährten (c, b, a) (§. 74); sind die Perioden dieser beiden 
Formen entwickelt, und die beiden Formen selbst nach den Plätzen, welche 
sie in diesen Perioden einnehmen, mit 9 :« und tpy bezeichnet, so leuchtet 
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Beispiel 1 : Wir haben 75) das System der rCMtueirten 

Fonuen für die Detcrminaiitc D = 13 aufgcstcllt; nehmen wir 
■/.. B. für qpg die Form (3, 1, — 4), so erhalten wir folgende Periode 
von zehn Foiinen 


(p„ — (3, 1, — 4); 
cp., = (1, 3, —4); 
<f4 = (3, 2,-3); 
cp„ = (4, 3, — 1); 
cp„ = (4, 1, —3); 


qp, = (—4, 3, 1); 
qp, = (- 4, 1, 3); 
tPr, = (— 3i b 4); 
cp, = (- 1, 3, 4); 
qp, = (—3, 2, 3). 


ein, il.iss auch ifft+i und allgemeiner je zwei Furmeii y^u+A und a 

Gefährten sind, wo ?i jede beliebige ganze Zahl bedeutet. Hieraus geht her- 
vor, dass beide Perioden aus gleich vielen Gliedern bestehen werden. 

Es ist nun möglich, dass beide Perioden identisch sind, dass also i/'j- 
selbst ein Glied in der Periode der Form ist; und dann wird offenbar 
der Gefährte einer jeden Form dieser Periode ein Glied derselben Periode 
sein. Ist nun ifr der Gefährte von yg, so ist, weil die äusseren Coefficienten 
einer reducirten Form entgegengesetzte Vorzeichen, und ausserdem die ersten 
Coefficienten der auf einander folgenden Formen abwechselnde Vorzeiclion 
haben, nothwendig r ungerade = 2 in — 1 ; da nun gg und (/ 2 m— l Gelahrten 
sind, so gilt Dasselbe von gA und (/am— i— A, also auch von gm und gm- 1 , und 
ebenso, wenn 2n die Anzahl der Glieder der Periode bedeutet, von gm+n 
und gm— 1 — n = gm+B— bezeichnet man daher irgend eine der beiden For- 
men (/m oder (/m+B mit (A, B, C), so ist die ihr nach links benachbarte 
Form identisch mit (C, B, A), und folglich ist 2B = 0 (mod. Ä), d. h. 
ifHn und gm+B sind amhiye Formen; und sic sind verschieden, weil m nicht 
= m -j- n (mod. 2 n) ist. 

Umgekehrt, ist in einer Periode eine ambigu Form (A, B, C) enthalten, 
so ist ihr linker Nachbar ihr Gefährte (C, B, A), und folglich findet sich in 
derselben Periode noch eine zweite ambige Form. Ausser diesen beiden 
ambigen Formen g,« und gm+« giebt cs aber keine andere ambige Form in 
derselben Periode; denn, wenn (/» eine ambige Form ist, so sind g»— i und 
g», und folglich auch ga»— i und gj Gefährten; mithin ist i/a«— i identisch 
mit g 2 m— 1 , folglich 2 s = 2ni (mod. 2n), also s ~ m, oder s = iii-j- n 
(mod. 2n). 

Dieser Fall kann ofi'enbar nur bei der Periode einer solchen Fom ein- 
treten (§§. 56, 56), welche ihrem Gefährten eigentlich und folglich sich 
selbst uneigentliuh äquivalent ist, d. h. wenn die Form einer sogenannten 
ambigen Classe angehört. Dass umgekehrt jedes Mal, wenn diese Bedingung 
erfüllt ist, die Periode der Form auch ihren Gefährten und folglich zwei 
ambige Formen enthalten muss, ist eine unmittelbare Folge des weiter unten 
(g. 82) bewiesenen Haiiidsatzes dieser ganzen Theorie. — Man vergleiche die 
Beispiele im Text. 
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Diese Ucclinung geschieht am eini'achsten auf folgende Art ; 
um aus der reducirteii Form («, !>, a') die ihr iiacli reelits henacli- 
harte reilucirte Form («', //, a") zu finden, brauclit man nur ihren 
mittlern Coefficienten b' zu suchen, welcher durch die liediugung 
h' — — b — rt'ö = — h (mod. a') und die Neheubediugungen 

A + 1 — (a') ^ ^ A 

stets vollständig bestimmt ist und durch den blossen Aid)lick der 
Form sogleich erkannt wird. In uusenu Fall ist A = 3; man 
findet daher den mittlern Coefficienten b’ der Form ipi durch die 
Bedingungen 

b' = — 1 (mod. 4), 0 ^ ^ 3, 

nämlich b' = 3. Und nachdem so b' und ö = 1 gefunden sind, 
ergieht sich 

b'^—D 

a" = ^a^{b-b')b, 

also in iinserm Fall a" =1. In derselben Weise ist fortzufahren, 
bis die erste Form sich reproducirt; in unserm Beispiel wird, 
der mittlere Coeflicieut von qpjo dadurch bestimmt, dass er = — 2 
(mod. 3) sein, und ausserdem nicht ausserhalb der Grenzen 1 und 
3 liegen muss, woraus folgt, dass er z= 1 ist; also wird q>io iden- 
tisch mit (po- 

Die so gefundenen zehn ursprünglichen Formen der ersten 
Art erschöpfen aber noch nicht alle reducirteii Formen der De- 
terminante 13; es bleiben noch zwei ursprüngliche Formen der 
zweiten Art übrig 

i/io = (2, 3, -2), K', =(-2, 3, 2), 
welche offenbar noch eine zweite Periode bilden. 


Beispiel 2: Für Z> = 19 erhalten wir folgende zwei Perioden, 
jede von sechs Gliedern: 


und 


«Po = (3, 2, — 5); 
tp, = (2, 3, - 5); 
«P4 = (3, 4, — 1); 

ti'o ( 3, 2, 5); 

.p, = (- 2, 3, 5); 
ip, = (—3, 1, 1 ); 


«p, = (-5, 3, 2) 
<Pj = (— 5, 2, 3) 
<P5 = (— 1, 4, 3) 

tp, = (5, 3, -2) 
IP:, = (.0, 2, - 3) 
tPs = (1, 4. —3). 
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\ 

Beispiel 8: Für D — 85 erhält man folgende vier Perioden, 
jede von zwei Gliedern: 

(Po = ( 1, 5, —10), 9>, = (—10, 5, 1) 

= (10, 5, — 1), = {— 1, 5, 10) 

;i:o = ( 2, 5, — 5), x\ = (— 5, 2) 

(k = ( 5, 5, - 2), e, = (- 2, 5, 5), 

Beispiel 4: Die 32 reducirten Formen der Determinante 

D — 19 zerfallen in vier Perioden von je sechs Gliedern und zwei 
Perioden von je vier Gliedern; eine der sechsgliedrigen Perioden 
ist folgende: 

= (7, 8, —10); (pi = (-10, 7, 3) 

(p.2 = (3, 8, — 5); qPa = (— 7, h) 

(p4 = (6, 5, — 0); cp^= (— 9, 4, 7); 

aus ihr entstehen die drei anderen durch Vertauschung der äusseren 
Goefticienten (womit die Vertauschung von rechts nach links in der 
Folge der Glieder verbunden ist), ferner durch Verwandlung der 
Vorzeichen der äusseren Coefficienten in die entgegengesetzten. 
Eine der beiden viergliedrigen Perioden ist 

= (1, 8, — 15); ipi = (— 15, 7, 2) 

il'2 = (2, 7, — 15); = (— 15, 8, 1); 

aus ihr entsteht die andere durch die Zeichenänderung der äus- 
seren Coefficienten. 


79. 

Die vorhergehenden Untersuchungen über die Perioden der 
reducirten Formen von positiver Determinante stehen in der eng- 
sten Beziehung zu der Entwicklung der Wurzeln dieser Formen in 
Kettenbrüche. Nehmen wir für die Anfangsform g)o einer Periode 
immer eine solche, deren erster Coefficient positiv ist , so ist auch 
ihre erste Wurzel «o positiv. Wir bezeichnen mit die erste 
Wui'zel der Form mit den vierten Coefficienten der Sub- 
stitution 


0 , - 1-1 


187 


(Quadratische Formen. 


durch welche (p^, in die nach reclits bemichharte Form 9« 4.1 über- 
geht, und endlich mit A‘„ den abst)luten Werth von d„. I>a (nach 
i;. 77) der Coefticient Ö„ seinem Zeichen nach mit übereinstimmt, 
und dem absoluten Werth nach die gi-össte in dem absoluten Werth 
von (Of, enthaltene ganze Zahl ist, nnd da die Wurzeln »ä • • • 

abw echselnd po.sitiv und negativ sind, so ist ( — 1 ).“ stets positiv, 

und folglich 

= (- U"d„; 

zwischen den successiven Wurzeln w,„ . . . bestehen aber fol- 

gende Helationen ($. 77): 


= S„- 


1 


1 


l'u + l 


— 


“(14-1 ' ‘ W,< + 2 

multiplicirt inan diese Gleichungen der Keihe nach mit +1,^1 
11. s. w^ der Art, dass die linke Seite stets positiv ward, so er- 
hält man 


iw« — A’„ -f- 


1 


d” w«|.i — A7/+1 i 


1 

i w^,4_a 


T w.»+i 

und hieraus ergiebt sich für den positiven irrationalen unechten 
Bruch ( — l)."w„ der folgende unendliche Kettenhruch (§. 23): 


( — 1 )■” w« — (A'„, 1C|t-^.2 • • •). 

Oft'enbar ist dieser Kettenbrucli periodisch; denn besteht die Pe- 
riode der reducirten Formen cp aus 2 m Gliedern, so ist = 
und also auch A„.^2a — A«; cs wiederholt sieh daher die Reihe der 
Zahlen Je immer nach höchstens 2 n Gliedern von Neuem. 


Beinpid 1: Nehmen wir D = 13, so haben war, um die erste 
Wurzel o>o der Form <pii = (3, 1, — 4) in einen Kettenbruch zu ent- 
wickeln, ihre Periode aufzustellen (§. 78): 

epo = (3, 1, — 4); <pi = (— 4, 3, 1 ) 

^2 = (1, 3, —4); cpj = (—4, 1, 3) 

cp, ~ (3, 2, — 3); qPs — (— 3, 1, 4) 

(p,: — (4, 3, — 1 ); qp, = (— 1, 3. 4) 

cp)t = (4, 1, — .3); (fg = ( — 3, 2, 3); 

die successiven Werthe der Substitutionscoeflicienten h sind fol- 
gende : 

Äo = -l-l, d, = — fi, A, =-f-l, ö, =— 1 , Ä 4 =+l. 

Ö5 = -l, Ä„= + f>, Ä, =-l, ö, =-Fl, Ä„=— 1 ; 
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daraus ergeben sich die absoluten Wertbe 

Ä*0 b ^ 6, IC’t Ij 1, ^4 1» 

Ä-5 If b. “ ^*.7 — b — — b b 

llier zeigt sich die eigenthümliche Erscheinung, dass die Perioile 
des Kettenbruchs nur aus fünf Gliedern besteht, wähi’cnd die I’e- 
i'iode der Formen doppelt so viele Glieder enthält; wir werden 
später (§. 83) darauf zurückkoninien. Die gesuchte Kettenbruch- 
Entwicklung ergiebt sich hieraus ;ils die folgende: 

1 4- VTi 

=(bc, b b 1; b 6, b b i;-.-) 


Ebenso liefern die beiden anderen reducirten Formen derselben 
Determinante 1> — 13, nämlich 

<iP„ = (2, 3, - 2), <p, = (-2, 3, 2) 
lolgende Werthe 


also 


dg — -1-3, d] — — 3, 
bl = 3, kl = 3 


und folglich 




auch liier ist die 1‘eriode des Kettenbruchs nur halli so gross wie 
die der reducirten Formen. 


Beispiel 2 \ Für Z) = 1!) giebt die sechsgliedrige Formen- 
|K'riode 


•Po — (3i 2, — 5) 
<p, = (2, 3, — 5) 
cp, = (3, 4, — 1) 


tpi = (— 5, 3, 2) 

93 = (— 5, 2, 3) 

9r, — {— b 4, 3) 

die Zahlen 

^*0 "F b ^1 = — ä» = "F b ^3 = — 2, ^4 = -F 8, ds = — 2; 
1. kl =3, k, —1, k-i —2, k,= 8, Aj = 2 ; 


kg ■■ 
also 


= (h 3, 1, 2, 8, 2; . . .) 
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Beisinel 3: Für IJ 7d giebt die sechsgliedrige Periode 

<Po = i'^1 — tO); <Pi = ( — 3) 

ip, = (3, 8, - 5); tp, = (- .ü, 7, G) 

= (G, •’3, - !)); <p, = (- 9, 4, 7) 

ilie Zahlen 

ö„ = + 1, =-5, Ö, = + .3, ö, = — ‘2, S, = d, =- 1; 

Icq = 1, /i'i = i>, k>2 3, 7^3 =2, Ä*4 — 1, A*;*, = Ij 

also entsteht die Entwicklung 

3 


10 


= (1,5, 3, 2, 1, 1;...). 


Ebenso liefert die viergliedrige Periode 

qpo = (E 8, — 15); <jp, = (— 15, 7, 2) 
<p-2 = (2, 7, — 15); qi:, = (— 15, 8, 1) 

diu Zahlen 

d'(i = -(- 1, d'i = — 7, Ö-2 = -p 1, d'a = — IG 
ko — 1, k) — 7, A'-j = 1, A;j = IG; 
also den Kettenhruch 

8 + FT9 


15 


= (1, 7, 1, IG; . . .). 


Zu gleiclier Zeit findet man natürlich auch die Entwicklung der 
Wurzeln der drei anderen h'ornien 


7 +F79 
2 

7 + \/7Ü 

15 

8 + 

1 


= — (7, 1, IC, 1; . . .) 
= (1, IG, 1, 7; . . .) 

= -(16,1, 7,1;...) 


durch einfache Vei’schiehung der Periode*). 


*) Die Form (I, 0, — D) ist der rcducirton Form (Tq = (1, i, 
iiquivalent; die letzte Form der entsprechenden Periode ist otienhiir <P 2 n—i 
= {).^ — i>, X, 1), und hieraus folgt eine Entwicklung von der Form 

y = {A'o . . . An— 2, An— 1, An— 2 . . . Aq, 2 i; . . .) 

und 

— (A; Ä*Q . . . An — 2; kn — l, kn — 2 ■ . • A(j, 2/J . . .), 

Eine ähnliche Entwicklung tritt jedes Mol auf, wenn in der Periode 
zwei amhige Formen Vorkommen (§. 78). 
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§. 80 . 

Es bleibt nun noch die scliwierigste Frage zu beantworten 
übrig, nänili(*li die, ob zwei reducirte Formen derselben Deter- 
minante, welche verscliiedenen Perioden angehören, äquivalent 
sein können oder nicht. Dazu müssen wir eine Digression über 
die Theorie der Kettenbrüche machen, in welcher wir einige weni- 
ger bekannte Sätze über dieselben beweisen wollen. 

Ein Kettenbruch («, c, d . . .), dessen sämmtliche Elemente 
a, b, d . . . positive ganze Zahlen sind (mit Ausnahme des ersten 
«, für welches auch der Werth Null gestattet ist), soll im Folgen- 
den ein regelmässiger heissen; der Werth eines solchen endlichen 
oder unendlichen Kettenbruchs ist bekanntlich stets positiv, und 
umgekehrt ist bekannt, dass jeder positive Werth stets und nur 
auf eine einzige Weise in einen regelmässigen Kettenbrucli 
verwandelt werden kann. Sehr wichtig für unsere Zwecke ist 
nun die Umwandlung eines unregelmässigen unendlichen Ketten- 
bruchs 

(a, /l, y . . . g, v, j), q, r . . . u, v . . .), 

dessen Elemente ganze Zahlen und zwar von einem bestimmten p 
ab sämmtlich ganze Zahlen sind, in einen regelmässigen. 

Es wird sich zeigen, dass hei dieser Umivandlung (die Elemente 
w, V . . . von einem bestimmten , in endlicher Entfernung liegenden., 
Element u ab unverändert bleiben., und dass die Differenz zwischen 
der Anzalü der geänderten und der Anzahl der sie ersetzenden 
Elemente eine gerade oder ungerade Zahl ist je naehde^n der Weiih 
des ganzen Kettenbruchs positiv oder negativ ist. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, es sei v das letzte nicht 
positive Element des Kettenbruchs, und wir setzen ausserdem zu- 
nächst voraus, dass v nicht das erste Element des ganzen Ketten- 
bruchs ist. Wir suchen nun die Unregelmässigkeit des Kettenbruchs 
von dieser äussersten Stelle v zu entfernen und um mindestens 
eine Stelle weiter nach links zu drängen. 

Hierzu brauchen wir offenbar nur den unendlichen Ketten- 
bruch (ft, V, p, q . . .) zu betrachten , den wir auch in endlicher 
Form (ft, V, p') oder (ft, v, p, <f) oder (ft, i/, jp, /) u. s. w. schreiben 
können, wenn wir die unendlichen regelmässigen Kettenbrüche 
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(j), q, r, s . . .), (q, r, s . . .), (r, s . . .) u. s. w. 
zur Abkürzung mit p', q\ r' u. s. w. bezeichnen. Wir liaben nun 
Iblgencle Fälle zu unterscheiden. 

1. Ist V = 0, so ist 

(fl, 0, p') = p + p’ = p-\rp + ^, 

oder also 

0, p, q') = (fi fp, g'); 

es ist also die Unregelmässigkeit von der Stelle v — 0 um min- 
destens eine Stelle nach links gedrängt, und zugleich ist an Stelle 
der abgeänderten drei Elemente p.0,p das einzige Element p-\-p 
getreten. 

2. Ist V negativ = — w, und n > 1 , so erhält man mit Be- 
nutzung der Identität 

(g, — h) — {g — 1, 1, /i — 1) 
folgende successivc Umformung: 



= (ft — 1, 1, »—1, —p') 


und hieraus durch noclnnalige Anwendung derselben Identität 
(ft, — H, jt, q') = (ft — 1, 1, H — 2, 1, jr>'— 1) 

= (ft — U U « — 2, 1, p — 1, q'h 

An Stelle der drei abgeänderten Elemente ft, — n , p sind die fünf 
Elementeft — 1, 1,« — 2, 1, p — 1 getreten, und von diesen ist 
höchstens das erste negativ. Sollte ferner n — 2 oder p — 1, oder 
sollten beide Zahlen = 0 sein, so wird man durch einmalige oder 
zweimalige Aiiweudung der unter 1. aufgestellten Regel alle Ele- 
mente, mit Ausnahme des ersten, in positive verwandeln; auch 
dann wird der Unterschied zwischen der Anzahl der abgeänderten 
und der Anzahl der dieselben ersetzenden Elemente eine gerade 
Zahl bleiben, und die Unregelmässigkeit ist mindestens um eine 
Stelle nach links verschoben. 

3. Ist V = — 1 , so ist die eben angegebene Regel nicht an- 
wendbar; wenn gleichzeitig p > 1, so findet man 

(ft, — 1, p, q') = (ft — 2 , 1, p — 2 , q'); 
sollte p = 2 sein, so hat man wieder nach der unter 1. aufge- 
stellteu Regel zu verfahren. Ist aber p = 1, so hilft diese Fonnel 
Nichts; dann ist aber 
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(A- - 1, 1, <]') — ft — 1 — (/ 

und folglich 

0<, —1, 1, 5 , r, s') = (ft — 2 — g, 1, r — 1, s'); 
und sollte r = 1 sein, so würde man wie in 1. verfahren. 

Auf diese Weise ist in allen Fällen ohne Ausnahme die Un- 
regelmässigkeit des Kettenbruclis von der Stelle v um mindesttms 
eine Stelle weiter nach links gedrängt, und zugleich ist der Unter- 
schied zwischen der Anzahl der ahgeänderten und der Anzald der 
sie ersetzenden Elemente jedes Mal eine gerade Zahl. Durch 
successive Anwendung desselben Verfahrens wird nnin daher den 
ursprünglich gegehenen Ketten brucli 

(«, ß,y . . . ft, V, p,q,r...t, ti, v . . .) 
in einen andern 

(«', b, c . . . k, l, ti, V . . .) 

umformen können , in welchem alle auf das erste folgenden Ele- 
ine)ite b, c . . . positive ganze Zahlen sind, welche von einer in 
endlicher Entfernung liegenden Stelle u an mit den Elementen des 
gegebenen Kettenbnichs übereinstimmen; und zwar wird der Unter- 
schied zwischen der Anzahl der abgeänderten Elemente 

und der Anzahl der sie ersetzenden Elemente 

6, c . . . k, l 

eine gerade Zahl sein, weil dasselbe bei jedem einzelnen Act der 
gesammten Umformung Statt findet. 

Ist nun tt’ positiv oder = 0, so ist die Umformung vollendet, 
und der Werth des Kettenhruchs ist positiv; ist dagegen a' negativ 
= — «, so ist der Kettenbruch negativ, und zwar 
= — (« — 1, 1, b—l, c . . .) 
oder, wenn & — 1 sein sollte, 

= — (ö— 1, c-1- 1, d . . .). 

llei diesem letzten Act ist die Anzald der abgeänderten Elemente 
um eine Einheit kleiner oder grösser als die Anzald der sie er- 
setzenden Elemente; und hiermit ist der letzte l’unct unstu’er obigen 
Behauptung nachgewiesen. 
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§• 81 - 


Wir bedürfen zweitens für die Untersuchung der Aequivalenz 
zweier Formen noch des folgenden Satzes: 

Sind a, ß, y, 6 vier ganze Zahlen, ivelchc der Bedingung 
«d — ßy — 1 

genügen, und deren erste « von Null verschieden ist; findet ferner 
zwischen zwei Grössen co und Sl die Relation 

y 4- dii 

” ~ u + ß£l 

Statt; so kann man stets 

cj = (y', m, n . . . r, ß', £1) 

setzen, wo die Anzahl der positiven ganzen Zahlen m, n . . . r eine 
gerade ist, y' und ß' uhei- auch Null oder negative ganze Zahlen sein 
können. 

Um diesen Satz zu beweisen, können wir, ohne die Allgemein- 
heit zu beeinträchtigen, annehmen, dass die von Null verschiedene 
ganze Zahl « positiv ist; denn sollte a negativ sein, so verwandele 
man die Zeichen aller vier Zahlen «, ß, y, d in die entgegenge- 
setzten, so bleibt die zwischen ihnen, und ebenso die zwischen a 
und bestehende Relation ungeändert. Ist nun zunächst cc = 1, 
also d = ^y -f 1, so ist unmittelbar 


1-1- ß££ — + 1 + 

also ist in diesem h’all unser Satz richtig. Ist aber a > 1, so ent- 
wickle man den Bruch y : « in den Kettenbruch (y', m, «... r), 
dessen Elemente sämmtlich positive ganze Zahlen sind, mit Aus- 
nahme des ersten y', welches positiv. Null oder negativ sein wird, 
je nachdem y positiv und grösser als «, oder positiv und kleiner 
als «, oder endlich negativ ist. 

Wir können ferner voraussetzen, dass die Anzahl der positiven 
Elemente m, n . . . r gerade ist; denn da bei der gewöhnlichen 
Methode, einen Bruch y:« in einen Kettenbruch zu verwandeln, 
das letzte Element r mindestens = 2 ist, so könnte man, w'enn 
die Anzahl der Elemente m, «... r ungerade sein sollte, das letzte 
Element r in den Kettenbruch r — 1 -F^ verwandeln und also statt 

Dirichlet, Zahlentheorie. 13 


(r, ß, ii), 


Digitized by Google 



194 


Vierter Abschnitt. 


des obigen Kettenbnichs den folgenden (/, m, n ... r — 1, 1) neh- 
men, in welchem die Anzahl der positiven Elemente m, n...r — 1, 1 
nun gerade ist. Bildet man nun nach der früher (§. 23) angege- 
benen Methode die sogenannten Näherungsbrüche, 

[/] [y\w] [r\ [y', m, n . . .q,r] 

1 ’ [wi] ’ [m, ri\ * * * [wj, n ... q^r\ ’ 

so erkennt man leicht, dass ihre Nenner sämmtlich positiv sind. 
Damals haben wir auch bewiesen, dass diese Brüche irrcductibel 
sind, und da der letzte der obigen Brüche dem in Folge der Re- 
lation Cid — ßy = \ ebenfalls irreductibelii Bruche y:a gleich, und 
a positiv ist, so muss 

a = [m, w . . . g, r] , y = [y', m. n ... q., r] 

sein, weil ein Bruch nur auf eine einzige Weise in die irreductibele 
Form mit positivem Nenner gebracht werden kann. Da ferner die 
Anzahl der Elemente y', n . . . q., r ungerade ist, so folgt aus 
der damals aufgestellten Formel [§. 23, (9)], dass 

[m, w . . . g] [y', m, % . . . g, r] — [w, w . . . g, r] [y', m, n ...q] — — 1 
oder also 

« [y', n ... q] — [m,n . . . q]y =z l 

/ 

ist; vergleicht man dies mit der Relation ad — ßy = 1, so ergiebt 
sich (ähnlich wie im §. 60), dass man 

d = [/, m, n . . . g] +y/3' 
ß = [m^ n . . . q] aß' 

d. h. 

d = [y\ m, n ... q,r, ß'] 
ß = [m, n ... q, r, ß'] 

also 

- = (y', m, «... g, r, ß') 

setzen kann, wo ß' eine ganze Zahl bedeutet*). Nach demselben 
Bildungsgesetz ist nun 

y -f dii = [y', m, n . . . r, ß\ ii] 
a -f- /3 = [«^, n ... r, ß\ ii] 

und folglich, wie zu beweisen war, 

03 = (y', m, «... r, ß\ Sl). 

*) Da die Brüche y:«, ß:a resp. den Kettenbrüchen (/, in : . . r), 
{ß'i r...m) gleich sind, so sind y', ß' die grössten in denselben enthaltenen 
ganzen Zahlen (im Sinne des §. 43). 
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§. 82 . 

N 

Nachdem auch dieser zweite Puuct aus der Theorie der Ketten- 
brüche behandelt ist, schreiten wir zur definitiven Entscheidung 
der Frage, ob zwei verschiedene Perioden von reducirten Formen 
einer positiven Determinante äquivalente Formen enthalten können. 
Es seien daher (a, h, c) und (A, B, C) zw'ci reducirte (eigentlich) 
äquivalente Formen; da alle P’onnen einer und derselben Periode 
einander stets äquivalent sind, so können wir annehmen, dass die 
ersten Coefficienten a, A, und folglich auch die ersten Wurzeln 
dieser beiden Formen positiv sind, weil im entgegengesetzten P’all 
die unmittelbar benachbarten P'ornien diese Eigenschaft besitzen 
würden. Bezeichnen wir («, i, c) mit und (A, B, C) mit 0g, 
und bilden wir für jede dieser beiden P'ormen (nach §. 78) die sie 
enthaltende Periode, so erhalten wir dadurch für die ersten Wur- 
zeln ög, ißg dieser beiden Formen die regelmässigen Kettenbrüche 

= (^1 kli ^'2 • • -)i 

*ße = -^2 • • •)• 

Ist nun eine Substitution , durch w'elche <p^ in 0g übergeht, 
so besteht zwischen den ersten Wurzeln Og, iig die Relation 

y "F ^ 

und ausserdem ist 

«d — ßy =r 1. 

Da ferner « nicht = 0 sein kann, weil sonst A = c. also ^4 negativ 
wäre, so kann man nach dem so eben bewiesenen Satze 
Og = (y', m,n...r, ß', ßg) 

und also auch 

Wo = (y\ »h n . . . r, ß', K), Ku Ki . . .) 
setzen, und in diesem unendliclien Kettenbruch, welcher wenigstens 
von der Stelle ab keine Unregelmässigkeit enthält, ist die An- 
zahl der Elemente y', m, n... r, ß' eine gerade = 2g. Ist ß' positiv, 
so ist, da Og > 1 ist, auch y' positiv, also der Bruch regelmässig. 
Ist abör ß'= 0 oder negativ, so forme man den Kettenbruch nach 
den obigen Regeln (§. 80) in einen regelmässigen um; nimmt man 
ft hinreichend gross, so werden die Elemente K^, Ku,., ■ ■ . bei 
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1!H) 

dieser Umformung ungeäiulert l)Ieil)en, und die Anzahl v der Ele- 
mente, welche an die Stelle der vorhergehenden (2 -j- f*) Elemente 
y', m, «... r, ß\ . . . Ku-i 

treten, wird = ft (mod. 2) sein (nach §. 80), da der Werth des 
ganzen Kettenhruchs positiv ist. Da nun to„ nur auf eine einzige 
W'eise als ein regelmässiger Kettenbruch dargestellt werden kann, 
so müssen die Zahlen 

-^u+ii ^fi+a 

resp. mit den Zahlen 

ky, ky^l, ky^2, .... 

identisch sein. Ist daher ft -|- Ä ein Multiplum von der Anzahl der 
Formen, welche die Periode der Form (P« bilden, und also eine 
gerade Zahl, so ist auch v -\-h eine gerade Zahl = 2m, und die 
Zahlen 

stimmen mit den Zahlen 

7fo, K\, K« . . ., 

und diese folglich mit den Zahlen 

^*2mi ^*2oi+2 • • • 

Überein. Hieraus folgt unmittelbar 

Üq =r (kirn, kim+l . . .) = Ö2«; 

und da durch ihre erste Wurzel auch stets die Form vollständig 
eharakterisirt ist (§. 72), so schliessen wir hieraus, dass die Form 
<J>o mit derFonn identisch sein muss, dass also <&o sich in der 
aus (p„ entwickelten Periode befinden muss. Wir haben so folgen- 
den Hauptsatz*) gewonnen: 

Ztvei äquivalente reducirte Formen von positive)' Determinante 
gehören einer und derselben Periode an;- zwei reducirte Formen 
können nicht äquivalent sein, wenn sie verschiedenen Perioden an- 
gehören. 

Mit Hülfe dieses Satzes ergiebt sich nun eine Methode, um 
zu prüfen, ob zwei gegebene Formen von gleicher positiver De- 
terminante äquivalent sind oder nicht. Man suche (nach §. 7ß) 
zu jeder der beiden Formen eine ihr äquivalente reducirte Form; 
je nachdem die so gefundenen reducirten Formen derselben oder 
verschiedenen Perioden angehören, sind die gegebenen Formen 

*) Gangs: D. A. art. 19.7. 


/ 
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äquivalent, oder nicht äquivalent. Im erstem Fall ergieht sich 
ofienhar zugleich eine Substitution, durcli welclie die eine Form 
in die andere übergeht (vergl. g. 06 ). 

Beispiel: Die beiden gegebenen Formen seien (71.3, 60, 5) 

und (62, 95, 145), welche dieselbe Determinante 1) = 35 liaben. 
Die erste geht durch die Substitution (_J; l,J)in diereducirteForm 
(5, 5, — 2), die zweite durch die Substitution in die redu- 

cirte Form ( — 2,5,5) über (§.76). Diese beiden reducii-ten Formen 
gehören aber derselben zweigliedrigen Periode (5, 5, — 2), ( — 2, 5, 5) 
an, und zwar geht die erstere durch die Substitution (_J’ J) in die 
letztere über. Mithin sind die beiden gegebenen Formen (713,60,5) 
und (62, 95, 145) äquivalent, und da (Zj’, Z'S) die inverse Substi- 
tution von i'5) ist, so geht die erstere dieser beiden Formen 
durch die Substitution (_J; ±j>) (_J; J) (zl\ Z") = Tel) j» die 
letztere über. 


§. 83. 

Durch unsere letzten Untersuchungen ist das erste der beiden 
in §. 59 aufgestellten Hauptprobleme auch für Formen von positiver • 

Determinante gelöst; das zweite haben wir in g. 62 auf die Auf- 
lösung der unbestimmten Gleichung 

zurückgeführt, und es bleibt daher, um in der Theorie der Formen 
von positiver Detenninante zu demselben Abschluss zu kommen, 
wie früher für negative Determinanten, nui- noch übrig, diese 
Gleichung für jeden positiven (nicht quadratischen) AVerth der 
Determinante I) vollständig aufzulösen. Fermat hat diese Gleir 
chung den Mathematikern zuerst vorgelegt, worauf ihre liösung 
von dem Engländer Pell angegeben wurde; allein obwohl seine 
Methode die Lösung in jedem Fall wirklich giebt, so lag doch in 
ihr nicht der Nachweis, dass sie immer zum Ziele führen muss, 
und dass die Gleichung ausser der evidenten Auflösung t = F «. 

M = 0 noch andere Auflösungen besitzt. Diese Lücke ist erst von 
Lagrange *) ausgefüllt, und hierin besteht wohl eine der bedeutend- 

*) Solution d’un Probleme d’Arithmetique, Miscellanea Taurinensin, 

Tom. IV. (Oiuvres de Lagruiigo, publ. par Serret, )■ 1Ö07. p. ÜGÜ.) — 
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steil Ijeistuiigen des grossen Mathematikers auf dem (iebiete der 
Zalilentheorie, da die von ihm /u diesem Zweck eingeführten Prin- 
eipien in hohem Grade der Verallgemeinerung fähig und deshalb 
auch auf ähnliche htlhere Prohlenie anwendhar sind *). 

Wir schlagen hiei' einen ganz andern Weg ein, der sich den 
zunächst vorangehenden Untei’suchungeu unmittelbar anschliesst. 
Der Zusammenhang zwischen der obigen unbestimmten Gleichung 
und dem zweiten Hauptprohlem in der Theorie der Aequivalenz 
war folgender. Ist («, h, c) eine Form von der Determinante Z) 
und vom Theiler ö, und ist ("• irgend eine eigentliche Substitu- 
tion, durch welche (a, b, c) in sich selbst übergeht so ist stets 

t — bu a CU au „ t-\-bu 

wo f, u zwei der Gleichung 

~ 02 

genügende ganze Zahlen bedeuten; und umgekehrt, jeder Auflö- 
sung f. u der unbestimmten Gleichung entspricht durch die vor- 
stehenden Formeln eine Substitution durchweiche die Form 

(a, b, c) in sich selbst übergeht. Wir haben nun durch die letzten 
Untersuchungen, wie sich gleich zeigen wird, ein Mittel gewonnen, 
alle Transformationen (y’ einer reducirten Form von positiver 
Determinante 7) in sich seihst direct zu finden, und folglich können 
wir hieraus auch alle .Vuflösungen der unbestimmten Gleichung 
ableiten. Wir schicken der Ausführung dieser Untersuchung noch 
eine Bemerkung über die Perioden der reducirten Formen voraus. 

Wir wissen, dass die Reihe der positiven Zahlen Ä-, welche die 
Elemente des Kettenhruchs bilden, in den die erste Wurzel «o 


.Sur la solnlion des pyohlrines indetermines du serond degre, Meni. de l’Ac. 
de Berlin T. X.KIII. ((Kuvres de L. T. II. 1868. p. 375.) — Additions anx 
Elemens d’Atgebre jiar L. Euler §§• II, VIII. — Das Verdienst, die tiefe 
Bedeutuiifr der Pell’scheu tHeichung für die allgemeine Auflösung der unlie- 
Btimmten Gleichungen zweiten Grades zuerst dargethan zu haben, gebührt 
Euler \ man vergl.: De solutione problematum Diophanteorum per numeros 
integros, Comm. Petrop. VI. p. 175. De resolutione formularum quadra- 
ticarum indeterminatarum per numeros integros, Nov. Comm. Petrop. IX. 
p. 3. De usu nooi algorilhmi in problemate Felliano solvendo, Nov. Comm. 
Petrop. XI. p. 28. Nova suhsidia pro resolutione formulae axx-\- 1 == y g, 
Opuec. anal. I. p. 310. — Man vergleiche ferner öauss; D.A.urtt. 197 — 202. 

*) Siehe Supplement VIII. 
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einer reducirten Form (pa entwickelt wird, eine gerade Anzahl von 
Gliedern 

fci . . . ÄJ2» — 1 

enthält, nach welchen dieselben Glieder periodisch wiederkohren; 
und zwar ist diese Anzahl 2 n die der reducirten Foi-nien , welche 
mit (po in einer Periode enthalten sind. Wir haben aber oben 
(§. 79) an einzelnen Beispielen gesehen, dass die Zahlen Je aus 
kleineren Perioden bestehen können; wir fanden z. B. aus der zehn- 
gliedrigen Formenperiode der Determinante D — IS folgende 
Zahlen: 

ö|) = -]- 1, dl — — C, dj = -(- 1, da = — 1, ^4 = -(■ 1; 

#5 — , 1) dj = -f- d; = — 1, dj = -)- 1, d<i = — 1 ; 

und also 

Jcq = 1, A*i — 6, Jc^ — — 1, = 1, Ä/4 = 1; 

und hierauf wiederholt sich schon dieselbe Reihe 

Aj = 1, Jcg = 6, = 1, 7ig = 1, A’.j = 1. 

Es ist nun wichtig zu untersuchen, wann dies eintreten kann. 
Es sei daher 2w die Gliederanzalil der Formenperiode und ni die 
Gliederanzahl irgend einer Periode in der Reihe der Zahlen A. 
Dann ist, indem wir die früheren Bezeichnungen für die Formen 
und ihre ersten Wurzeln beibehalten, wenn tn gerade ist, 

* • ■ ) — - Aj • • . ) 

und folglich = öq , und also auch <p„, identisch mit qPo und 
daher uotlnvendig m ein Multiplum von 2 n; es existirt also jeden- 
falls keine kleinere Periode von gerader Gliederanzahl als die der 
ganzen Formenperiode entsprechende. Ist dagegen m ungerade, 
so ist 2 tu ebenfalls die Gliederanzahl einer Periode in der Reihe 
der Zahlen A, und folglich ist nach dem eben Bewiesenen 2 m ein 
Multiplum von 2«, also m mindestens = n; der Fall, dass die 
Periode der Zahlen A kürzer ist als die aus 2 n Gliedern beste- 
hende Periode der Formen, kann also nur dann eintreten, wenn 
H eine ungerade Zahl ist, indem dann, wie wir ja auch an dem 
obigen Beispiel sehen, die Periode der Zahlen A aus n Gliedern 
bestehen kann; es ist dannea, = — cjo, und also c„ — — Coi A„ = A,„ 
a„ = — « 0 - Doch muss man sich liüteii zu glauben, dass diese 
Erscheinung jedesmal wirklich eintreten muss, wenn n ungerade 
ist; denn wir haben nur gezeigt, dass sie in diesem Fall allein 
eintreten Aann. Für Z)=19 z. B. sind die beiden Formenperioden 
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sechsgliedrig (§. 79J, also ist n = 3; aber die Perioden der Zahlen 
Je sind nicht dreigliediig, sondern sechsgliedrig*). 


*) Die Erscheinung, dass die Kettonbruch-Entwicklung nur halb so lang 
ist, als die Periode der Form, wird, wie oben gezeigt ist, nur dann eintreten, 
wenn die Formen (o, b. c) und ( — a, b, — c) äquivalent sind, und man er- 
kennt leicht (aus §. 82), dass sie dann auch stets eintreten muss. Führt man 
nun die Untersuchung über die Aequivalenz dieser beiden b'ormen genau 
ebenso durch wie in §. 62, so erhält man das Resultat: Die Coeflicienten 
einer joden Substitution durch welche eine Form (a, 6, c) von der 

Determinante D und vom Theiler a in die Form ( — a, b, — c) übergeht, 
sind in den Formeln 



au 

<? 


t-f- hu 
a 


(I) 


enthaltön, wo t, u zwei ganze Zahlen bedeuten, welche der unbestimmten 
Gleichung 

fi — Du'^= — a» ^ (II) 

Genüge leisten; und umgekehrt, giebt es zwei solche ganze Zahlen t, u, so 
liefern jene Formeln (I) stets eine Substitution von der angegebenen Be- 
, sehaffenheit. Die erwälinte Erscheinung wird daher stets und nur dann auf- 
treten, wenn die Gleichung (II) möglich ist; tritt sie daher in der Periode 
irgend einer Form auf, so wird sie auch in allen Perioden derjenigen For- 
men auftreten, welche zu derselben Ordnung gehören (§. 61); ist ferner die 
Gleichung — Du^ = — 1 möglich, so wird sie bei allen Perioden dieser 
Determinante D auftreten. Dies ist z. B. stets der Fall, wenn D = 
und p eine positive Primzahl = 1 (mod. 4) ist; denn sind T, U die klein- 
sten positiven Zahlen , welche der Gleichung T® — DU^ = + 1 genügen 
(§. 84), so ist T ungerade, U gerade, und 
T-1 T-l-1 _ 

2 2 \ 2 / ’ 


da die beiden Factoren linker Hand relative Primzahlen sind, so ist einer 
und nur einer von ihnen durch D theilbar; wäre nun T — 1=2 
T-\-l = 2g^, U = 2/g, so wäre g* — =-j-l, und f <. U, gegen 

die Voraussetzung; es muss daher T — 1=2/®, j'-|-l = 2Dg®, U=2fg, 
und also/® — Hg® = — 1 sein, w. z. b. w. Zugleich leuchtet ein, dass 

r -|- 17 VH = g was nur ein specieller Fall eines allgemei- 

neren Satzes ist. 

Besonders interessante Resultate erhält man, wenn man, falls die Glei- 
chung (II) möglich ist, ilie Perioden von ambigen Formen betrachtet (§. 78). 
Um uns auf den einfachsten Fall zu beschränken, nehmen wir an, die Glei- 
chung £® — Hm® = — 1 sei möglich; ist nun X die grösste in VH enthaltene 
ganze Zahl, also = (1, ä, A® — H) eine roducirtc und zugleich ambige 
Form, deren Periode 2 n Glieder enthält (§. 79), so muss n ungerade = 2 »« -(- 1, 
und (fn — ( — 1, A, H — A®), also gs,,, = (H — A®, A, — 1) sein, und hieraus 
folgt leicht, dass y,„ = (o, b, — a), gism+i = ( — fl, b, a), also H = a®-f-h® 

ist, wo a ungerade und relative Primzahl zu b ist, weil eine ursprüng- 

liche Form der ersten Art ist. Da wir vorhin gesehen haben , dass dieser 
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Um nun die unbestimmte (ileiebung — I)u'^ = zu lösen, 
in welcher 1) eine beliebige nicht quadratische positive Zahl, und 
entweder JD = 0 (mod. öO, oder 4 2) = (mod. 4ö’) ist, nehmen 
wir eine heliebige reducirtc Fomi («, c) von der Determinante 
D und vom Theiler ö. (Dass eine solche stets existirt, leuchtet 
aus 61, 76 unmittelhar ein.) Wir nehmen ferner, was stets ge- 
stattet ist, a positiv, und folglich c negativ an; dann ist die erste 
Wurzel 0) dieser Form positiv, und folglich 

O = (A'n, 2, . . . ihlm—U 

wo 2 n die Gliederanzahl der Formenperiode, und h eine beliebige 
positive ganze Zahl ist. Setzt man nun 


— — (Ic^, JCi . . . 2)1 ~ß — {i^Oi A'i . . . A'2 Ab_i ) 

d. h. (nach §. 23) 

U — \k[ ... A‘2A«— 2]i ß ~ fA'i . . . A.2 A,,_i], 

y ~ [All, A’i . . . A'2A„_2|, Ö [A'o, A‘| . . . klhn-i-! A’jAn— l]t 
so ist nacli den schon öfter benutzten Sätzen rxd — ßy = 1 und 
a, ßa = \1ci ... A‘2a«— 2) kikn—\-, wj 
J/ -)- ÖOJ = [A'o, Ai . . . A' 2 Aa— 2, kun-l, w] 


und folglich 

y + da ,111 7 \ 

1 ~ fA'l’, 7>'l • ■ • «2A» -2, /i2Aa— 1, <0^ = fü, 

cc p OJ 

woraus unmittelhar folgt (§. 73), dass die Form (a, b, c) durch die 
Substitution (J; ^) in sich selbst übergeht. 

Setzt man daher für h der Reihe nach alle positiven ganzen 
Zahlen 1, 2, 3 . . ., so ei'hält man durch die Zähler und Nenner 
der Näherungsbrüche vom Range 2hn — 1 und 2hn jedesmal eine 
entsprechende Transformation (y 5') der Form {a,b,c) in sich selbst 
(wenn 77 = 1 ist und A =: 1 genommen wird, hat man a = 1, 
ß = A'i, y = A'o, S — A'oA, 1 zu setzen); die vier Coefficienten 
«, ß, y, d sind immer positiv, und da ausserdem mit wachsendem h 
auch notliwendig die Zähler und Nenner der Näherungsbrüche 

# 

Kall stets cintritt, wenn D eine Primzahl = 1 (mod. 4) ist, so liegt hierin 
ein neuer Beweis des Kermat 'sehen Satzes (§. 68), und zugleich eine directe 
Methode, die Zerlegung einer solchen J’rimzahl 1) in zwei Quadrate aus der 
Entwicklung von yD in einen Kettenhruch ahzulciten (vcrgl. Gauss: D. A. 
art. 265; Leyendre: Theorie des Nombres 3n>« cd. Tora. I. §. VII. (52)). Dies 
Resultat steht in der engsten Beziehung zu der hiquadratischen Hülfs- 
gleichung, welche bei derTheilung des Kreises in D gleiche Theile auftritt. 
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beständig wachsen, so entsprechen zwei verscliiedeuen Werthen 
von h auch zwei verscliiedene Substitutionen ^). 

Umgekehrt wollen wir nun zeigen, dass man auf diese Weise 
aJle die Transformationen ("; der Form (a, b, c) in sich selbst 
erhält, in denen die vier Coefticienten «, ß, y, Ö sämmtlich positiv 
sind. Denn es sei eine solche Substitution, so ist (§. 73) 

« ^ — ßy = ] und CO = ^ , 

cc pcj 

also auch 

ßco^-\-(u — d) o> — y = 0, 

und zwar müssen dieser quadratischen Gleichung beide Wurzeln 
der Gleichung genügen. Da nun die eine zwischen 1 und -|- oo, 
die andere zwischen — 1 und 0 liegt, so muss die linke Seite dieser 
Gleichung für o = 1 negativ, für a — — 1 positiv ausfallen; hier- 
aus folgt, dass 

y d > cc ß, ß ö > cc y 

ist, wo die Ungleichheitszeichen die Gleichheit ausschliessen. Da 
wir bew'eisen w'ollen, dass y ; « und d : ß zwei auf einander fol- 
gende Näherungsbrüche eines regelmässigen Kettenbruchs (A^, fci . . .) 
sind, so haben wir vor allem zu zeigen, dass y ^ « und d > y ist; 
dies ergiebt sich in der That aus den vorstehenden Ungleichungen. 
Wäre nämlich d'^y, so würde aus der zweiten Ungleichung folgen, 
dass ct < ß und also auch aö < ßy sein müsste, während doch 
ad = ßy \ ist; also ist gewiss d > y. Wäre ferner y<cc. also 
a =r y + p, wo p eine positive ganze Zahl bedeutet, so würde aus 
der ersten Ungleichheit folgen, dass S>ß+Q, also auch 
«d — /Jy > (/3 q- y) p + p2 

wäre; dies ist aber wieder unmöglich, da die linke Seite = 1, die 
rechte aber mindestens = 3 ist, weil /3, y, p positive ganze Zahlen 
bedeuten; also ist in der That y ^ 

Hieraus folgt nun weiter, dass man 

** ^ 

setzen kann, wo die Elemente y', m ... q, r sämmtlich positiv sind, 
und zwar kann man es so einrichten, dass ihre Anzahl ungerade 
ist, w'eil man eventuell wieder r in r — 1 -F j auflösen kann. Neh- 
men wir ferner zunächst an, dass a > 1 ist, so ist auch y > a und 
y nicht theilbar durch «, und folglich enthält der Kettenbruch 
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mindestens drei Elemente. Bilden wir daher den unmittelbar vor- 
aiisgehenden N äherungsbr uch 


j = (/,»«•• • 5), 

SO folgt aus ag? — fy = 1 und ad — ßy = 1, dass man wieder 
ß = f aß\ 8 = q) yß' setzen kann, und hierin wird ß' eine 
positivr ganze Zahl sein. Wäre nämlich /3' = 0, so wäre d = g?, 
und da (p gewiss < y ist, so wäre d < y, während doch 8 > y 
ist; wäre ferner ß' negativ, so wäre auch d negativ, gegen unsere 
Voraussetzung, dass a, ß, y, d positive ganze Zahlen sind. Es 
ist daher 


ß = (r', m. . ,q,r, ß') 


und folglich, ähnlich wie früher, 

y 4- dco 


O) 


= (y,m ...q, r, ß', Ö), 

WO nun die Anzahl der positiven Elemente y', wi . . . g, r, ß' gerade 
ist*). In dem bisher ausgeschlossenen Fall a = 1 erhält man ein 
ganz ähnliches Resultat, denn dann ist 

y + (/3y + l)w 


07 


(y> ö)- 


1 ^07 

Wir erhalten daher für co stets einen regelmässigen periodi- 
schen Kettenbruch 


07 = (y\ m . . . g, r, ß'; y\ m . , .) 

in welchem die Anzahl der Glieder y', m . . . g, r, ß' eine gerade ist. 
Da nun ein Werth 07 nur auf eine einzige Weise in einen regel- 
mässigen Kettenbruch entwickelt werden kann, so müssen die 
Zahlen y', m . . . der Reihe nach mit den Zahlen ä’o, li\ . . . überein- 
stimmen; und da wir uns oben überzeugt haben, dass jede Periode 
der Zahlen deren Gliederzahl gerade ist, entweder mit der Reihe 
der den sämmtlichen 2 w Formen entsprechenden Zahlen A: identisch 
ist oder aus einer mehrmaligen Wiederholung dieser kleinsten Pe- 
riode von gerader Gliederanzahl besteht, so ist also r = k^hn-i-, 
ß' = k 2 /m-i-, wo h irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet, und 
folglich 


*) Dasselbe ergiebt sich auch unmittelbar daraus, dass die grössten in 
den Brüchen y:«, ß:a enthaltenen ganzen Zahlen y', ß' zufolge der obigen 
Ungleichungen positiv sind (vergl. §. 81). ' 


■2U4 


Vierter Abschnitt. 


— (A^I, k ... k■2htt—2)^ -ß (Ä'oi k] . . . k2hn~2t l) 

-was zu beweisen war. 

Nachdem wir gezeigt haben, wie wir alle aus vier positiven 
Cüeßicienten bestehenden Transformationen der reducirten Form 
(«, b, c) in sich selbst finden können, deren erster Coefficient a 
positiv ist, brauchen wir nur noch einen Blick auf die obigen 
Formeln 


^ t — bu . CM au . t-\-bu 

“ ö ’ ' “ ö’ ^ ’ö’’ “ 6 ~ 

zu werfen, um sogleich zu erkennen, dass die hieraus resultirenden 
Auflösungen t, u der unbestimmten Gleichung stets aus zwei po- 
sitiven Zahlen t, u bestehen. P’ür u folgt dies aus der dritten P’or- 
mel; da ferner, wie wir gesehen haben, S > y und y^u, also 
d > a ist, so ergiebt sich, dass auch t positiv ist. Das Umgekehrte 
ist ebenfalls richtig; sind t, u zwei positive der unbestimmten Glei- 
chung genügende Zahlen, so besteht die aus denselben abgeleitete 
Substitution aus vier positiven Zahlen; denn da die Form 

(a, b, c) reducirt, also b positiv, und der Annahme nach a positiv, 
also c negativ ist, so sind zunächst ß, y, 8 positiv; endlich ist 
P — b^ip = 6^ — «CM* positiv, folglich hat t — 6m, also auch «, 
dasselbe Zeichen wie <4-6«, nämlich das positive. 


§■ 84 . 

Wir können daher behaupten, dass alle aus zwei positiven 
Zahlen t, u bestehenden Auflösungen — und auf diese kommt es 
uns zunächst allein an — durch die Kettenbruchentwicklung der 
Wurzel « der Form (a, b, c) gefunden werden, und zwar jede nur 
ein einziges Mal. Aus dem Anblick der unbestimmten Gleichung 
P — Dtp = 0^ geht aber hervor, dass die zusammengehörigen 
positiven Werthe <, u gleichzeitig waclisen und gleichzeitig abneh- 
men; dasselbe folgt auch aus der Natur der Zähler und Nenner 
der Näherungsbrüche; m, und folglich auch f, wird gleichzeitig mit 
y, also auch mit der von uns mit h bezeichneten Zahl wachsen; 
nehmen wir h = 1, so wird die entsprechende Auflösung, die wir 
mit (T, U) bezeichnen wollen, aus den kleinsten Zahlen bestehen. 


t 
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(1. h. T wird die kleinste nller Zahlen t, und gleichzeitig wird IJ 
die kleinste aller Zahlen u sein (die Auflösung f — ö, « = 0 ge- 
hört natürlich nicht zu den positiven Auflösungen). Diese kleinste 
Auflösung T, ü findet man daher sehr leicht durch Entwicklung 
einer Periode von reducirten Formen. 

Beispiel 1: Nimmt man für die Determinante D = 79 die 
reducirte Form (7, .3, — 10), welche natürlich von der ersten Art 
ist, so erhält man (§. 79) 

1, Ä-’i — - 5, lc-2 — 3, Ic^ 2, = 1, — Ij 

die successiven Näherungshrüche sind folgende: 

6 19 ^ ^ 

1 ’ 5 ’ 10’ 37’ 53’ 90 ’ 

aus den beiden letzten ergiebt sich daher die Substitution (^'j’ ,®5); 
will man nur die kleinste Auflösung der Gleichung — l)u‘‘ = o^, 
so braucht man nur die Nenner der Näherungsbrüche bis ß = 90, 
oder die Zähler derselben bis y = 03 zu bilden, so findet man 
durch die Formeln ßa = — cm oder y6 = au die kleinste der Zahlen 
M, nämlich (7=9, und hieraus das zugehörige T— V(ö* -f- i) U^) 
= 80. Statt dessen findet man Tauch durch die Formel «ö -f blJ 
oder — blf. 

Nimmt man die redueirte Form (1, 8, — 15), so findet man 
folgende Zahlen (§. 79) 

ko ~ 1, A'i = 7, ki = 1, A'j = 10; 
also die Näherungsbrüche 

^89 IM 
1’ 7’ 8’ 135’ 

die beiden letzten liefern die Substitution (J; j’“), und hieraus er- 
giebt sich wieder 1} = 9, T = 80, wie vorher. 

Beispiel 2; Es sei 7) = 13 = 1 (mod. 4); um die kleinste 
Auflösnng der Gleicliung 13m‘'* = 4 zu finden, nehmen wir 
die reducirte Form (2, 3, — 2), so ist (§. 79) 
ko 3, k\ ,3; 

tlie Näherungsbrüche sind also | und j; dadurch erlialten wir die 
Substitution (J; ,J) und hieraus (7 = 3, T= 11.. 
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§• 85. 

Nachdem wir gezeigt haben, wie die kleinste positive Auflö- 
sung (T, U) der unbestimmten (jleicliung immer gefunden werden 
kann, gehen wir dazu über, alle anderen Auflösungen (t, u) auf 
diese eine zurückzuführen. Der'Requeinlichkeit halber Wollen wir, 
wenn t, u irgend zwei (positive oder negative) der Gleichung 
t* — = (S^ genügende Zahlen sind, und \'D stets positiv ge- 

nommen wird, die Ausdrücke 

t — uVD 

(> ’ (5 

die zu dieser Auflösung (f, n) gehörigen Factoren nennen und als 
ersten und zweiten Factor von einander unterscheiden; das Product 
beider ist stets = 1 ; sie haben daher immer gleiche Zeichen , und 
zwar das positive oder negative, je nachdem t positiv oder negativ 
ist; haben ferner t und u gleiche Zeichen, so ist der erste Factor 
numerisch grösser als der zweite, folglich ist dann der erste nu- 
merisch > 1 , der zweite numerisch < 1 ; das Gegentheil findet 
Statt, wenn t und m entgegengesetzte Zeichen haben; und wenn 
M = 0 ist, sind beide Factoren = 1. Ist also z. B. (f, u) eine 

aus zwei positiven Zahlen bestehende Auflösung, so ist ihr erster 
Factor ein positiver unechter Bruch; und umgekehrt, ist der erste 
Factor ein positiver unechter Bruch, so sind beide Zahlen t, u 
positiv. 

Sind ((', m') und (f", m") irgend zwei identische oder verschie- 
dene Auflösungen, so kann man 

t' -I- u' VD t" 4- m" Vn _t + u \I) 
a ' a ö 

setzen, wo ((, m) wieder eine Auflösung bedeutet. Denn entwickelt 
man das Product links und trennt das Piationale vom Irrationalen, 
so findet man 

, t't" 4- Du'u" t'u" -I- u't" 

t ■= , M= ^ ; 

da ferner aus der obigen Gleichung unmittelbar durch Verwand- 
lung von VD in — VD oder auch durch den blossen Anblick der 
Ausdrücke für t, u die andere Gleichung 
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t' - m' VD t" — u"- \D t — u \D 
ö ' 0 ~ a 

folgt, so ergiebt sieh durch Multiplication beider 
i-2 _ J)u2 = 6 »; 

es braucht daher nur noch gezeigt zu werden, dass «t eine ganze 
Zahl ist, weil dann aus der vorstehenden Gleichung von seihst folgt, 
dass P, also auch t eine ganze Zahl ist. Geht nun ö- inZ), folglich 
auch in t "2 auf, so sind t', t" theilbar durch ö, und folglich ist 
u eine ganze Zahl; ist aber 4Z) = ö“ (mod. 4rf-), so folgt (2 t')'* 
= (öm')s (mod. 4ö-)) hieraus 2 t' = 6u' , und ebenso 2 t" = au" 
(mod. 2ö), folglich 2(t'M" + «'t") = 2 öm'm" = 0 (mod. 2ö); mithin 
ist u auch jetzt eine ganze Zahl, w. z. b. w. 

Dieser Satz lässt sich ohne Weiteres auf beliebig viele Auflö- 
sungen (t', m'), (t", u"), (t'", u"') . . . ausdehnen: setzt man 

t' + u' VD t" -t- u" VD r -I- VD t -f « \ D 

a 6 a ■ ■ ■ ~ 0 ’ 

so wird (t, u) stets wieder eine ganzzahlige Auflösung sein. Be- 
stehen ferner alle jene Auflösungen aus zwei positiven Zahlen, so 
sind alle Factoren linker Hand positive unechte Brüche; dasselbe 
gilt also auch von dem ersten Factor der Auflösung (t, m), und 
folglich sind t, u zwei positive Zahlen. 

Setzen wir alle die einzelnen Auflösungen (t', m'), (t", u") . . . 
identisch mit der kleinsten positiven Auflösung (T, f7), so können wir 
^T+ t„4- M..VJ 

setzen, wo n eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, und es 
wrd dann (t„, m„) jedesmal eine positive Auflösung werden; zu- 
gleich leuchtet ein, dass mit wachsendem Exponenten n der Werth 
der linker Hand stehenden Potenz eines unechten Bruchs, und 
folglich auch <„ -|- u„ VI) beständig wächst, so dass verschiedene 
Werthe von n auch verschiedene Auflösungen (t„, u„) liefern; und 
da die beiden Zahlen f„, «<„ entweder beide gleichzeitig wachsen, 
oder beide gleichzeitig abnehmen, so tritt offenbar das erstere oder 
letztere ein, je nachdem n wächst oder abnimmt. 

Umgekehrt können wir zeigen, dass durch die vorstehende 
Formel in der That jede positive Auflösung (t, u) geliefert wird. 
Denn wäre der erste Factor einer solchen Auflösung keine genaue 
Potenz des ersten Factors der kleinsten Auflösung (T, IT), so 
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müsste er, da beide positive unechte Brüche sind, zwischen zwei 
successiven Potenzen . 










des letztem liegen, wo »? mindestens = 1 ist. Dann wäre also 

tn “t* Mn yZ) t -|- M VZ^ tn "t" Mn yZ) T U V D 

< 6 e ö ’ 

und folglich, wenn man 

t-\-uVD tn — M» yZ) t' -\-u' \ D 


setzt. 


, t’ + u'VJ) T+UVD 
1 < — — < — — — ; 


es existirte daher eine positive Auflösung (f, u'), welche aus klei- 
neren Zahlen f, u' bestände, als die kleinste Auflösung (T, U)\ was 
unmöglich ist. 

Man findet daher alle aus zwei positiven Zahlen bestehenden 
Auflösungen durch die Formeln 

h = 2-n-2 1 

0 ö" I 1 . 2 ' ) 

^ — J. I” 1 ] -I- ~ ^) 7>„-3 /Ta Z) 1 

0 ~ 0 Ml ^ 1 . 2.3 I 


wenn man der Reihe nach für n alle positiven ganzen Zalden setzt. 
Da nun ferner ' 

t„ — UnVn ^ ^ T— UVD y_^ ^ T+ UV D y 

ist, so ergiebt sieb, dass durch die Formel 

t„ + u,\D _ ^T±irVDj 

sämmtliche Auflösungen t„, u„ gegeben sind, in welchen t„ positiv 
ist, wenn man für n alle ganzen positiven und negativen Zahlen 
setzt’, indem u = — m„, ist. Für m = 0 ergiebt sich 

ferner 0, k,, = 0. Will man daher alle Auflösungen * t, u 

ohne Ausnahme in eine f'onnel zusammendrängen, so braucht 
man nur 

t-\-uVD _ ^ UV D y 
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zu setzen, und hierin jedes der beiden Vorzeichen mit jedem ganz- 
zahligen Exponenten n zu combiniren. Dass auf diese Weise keine 
Auflösung übergangen, und jede nur einmal erzeugt wird, folgt un- 
mittelbar daraus, dass unter den vier verschiedenen Auflösungen 
(t, m), (f, — !<), (— f, m), (— t, — m), 
wenn u nicht = 0 ist, immer eine und nur eine aus zwei positiven 
Zahlen besteht. 

Hiermit ist nun das zweite Hauptproblem der Lehre von der 
Aequivalenz auch für Formen von posiO'm- Determinante vollständig 
gelöst. Wir sind durch die vollständige Auflösung der unbestimm- 
ten üleicliung P — Z)«’ = ö- in den Stand gesetzt, alle Transfor- 
mationen einer solchen Form in sich selbst, und folglich auch alle 
Transformationen einer Form in eine äquivalente aus einer einzigen 
gegebenen solchen Transformation zu finden (§§. 61, 62); mithin 
ist auch die Aufgabe, alle eigentliclien Darstellungen einer gege- 
benen Zahl durch eine gegebene Form von positiver Determinante 
zu finden, als vollständig gelöst anzusehen (§. 60). 


Dirichlet, Zahlenthrorlc*. 


14 
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Bestimmung der Anzahl der Classen, in 
welche die binären quadratischen Formen 
von gegebener Determinante zerfallen. 


§. 86 . 

Wir schreiten nun, nachdem die elementaren Theile der 
Theorie der quadratischen Formen behandelt sind, zu tieferen 
Untersuchungen, und namentlich zur Bestimmung der Classen- 
amahl der nicht äquivalenten Formen von einer gcgehencn De- 
terminante *). Wir beschränken uns dabei auf ursprünglicJie For- 
men der ersten oder zweiten Art (§. 61), ferner, wenn die üeter- 
minante negativ ist, auf die Formen mit positiven äusseren Coeffi- 
cienten, da die Classenanzahl der anderen Formen offenbar genau 
ebenso gross ist (§. 64). Unter diesen BeschräiikuTigen denken 
wir uns ein vollständiges Formensystem S der öten Art für die 
Determinante D gebildet (§. 59). Zur Bestimmung der Anzahl der 
in diesem System S enthaltenen Formen führt die Betrachtung 

*) G. Lejeune Dirichlet: Revher<ihes sur diverses appUeations de 
l’analyse infinitesimale ä la the.orie des nomlres, Crelle’s Journal XIX, XXI. 
— Vergl. Gauss : D. A. Additam. ad art. 306. X, und die nachgelassenen 
Abhandlungen: De nexu inter muUitudinem classium in quas formae hi- 
naritie secundi gradus distrihnunlur eorumqne determinantem, Gauss’ Werke 
Hd. 11. 1863. 


/ 
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und genaue Definition aller durch sie darstellbaren Zahlen. Da 
durch eine Form der zweiten Art nur gerade Zahlen dargestellt 
werden können, so bezeichnen wir, um beide Fälle zusanimenzu- 
lassen, die darstellbaren Zahlen allgemein mit ö»n, und ausserdem 
beschränken wir uns auf die Betrachtung derjenigen, in welchen 
»» positiv, ungerade und relative Primzahl gegen die Determinante 
D ist. Endlich beschränken wir uns vorläufig noch auf eigentliche 
Darstellungen, d. h. auf die Annahme, dass die beiden darstellen- 
den Zahlen x, y relative Primzahlen sind (§. 60). 

Um den Charakter dieser Zalilen m genau festzustellen, er- 
innern wir uns, dass die Determinante D quadratischer Rest von 
jeder darstellbaren Zahl öw, d. h. dass die Congruenz 

= D (mod. Om) 

möglich ist f§. 60). Es können daher in der ungeraden Zahl m 
nur solche Primzahlen f aufgehen, für welche 

ist. Umgekehrt: enthält m nur solche Primzahlen/, und ist die 
Anzahl der verschiedenen unter ihnen — (i (wo der Fall fi = 0 
nicht ausgeschlossen bleibt) , so ist D quadratischer Rest von m, 
also auch von Om, und die obige Congruenz hat genau 2." incon- 
gruente Wurzeln (§. 37). Ist n ein bestimmter Repräsentant einer 
bestimmten dieser Wurzeln, so können wir — D = O^ml setzen, 
wo l eine ganze Zahl bedeutet (denn ■wenn ö = 2, also D =\ 
(mod. 4) ist, so ist n ungerade, also w* — D durch ö“ = 4 theil- 
bar). Dann ist {Om, n, ol), weil »t relative Primzahl zu 2D, eine 
ursprüngliche Form der öten Art von der Determinante D und 
folglich einer und nur einer in dem System S enthaltenen Form 
äquivalent*). Ist («, b, c) diese Form des Systems, so liefert nur 
sie solche Darstellungen {x, y) der Zahl om, welche zu der durch 
n repräsentirten Wurzel der obigen Congruenz gehören, und zwar 
ebenso viele verschiedene solche Darstellungen {x, y), als es Trans- 
formationen (^’ |) der Form (a, b, c) in die Form {am, n, al), d. h. 
ebenso viele, als es Auflösungen {t,u) der unbestimmten Gleichung 
P — DiP = 0^ giebt (§§. 60, 61, 62). Den Complex aller dieser 


*) Da der Coeffieient am positiv ist, so gilt dies aueb für den Fall, in 
welchem/) negativ ist, und also H nur Formen mit positiven äusseren Coeffi- 
oienten enthält. 

U* 
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Darstellungen der Zahl o m , welche zu einer und derselben durch 
n repräsentirten Wurzel der obigen Congruenz gehören, wollen wir 
eine Gruppe von Darstellungen nennen. Den 2,“ incongruenten 
Wurzeln dieser Congruenz entsprechen daher 2.“ solche Gruppen 
von Darstellungen derselhen Zahl 6 m durch Formen des Systemes 
5, und in jeder Gruppe sind ebenso viel Darstellungen enthalten, 
als es Autiösuugeu der Gleichung = ö“ giebt. 

Das System der Zahlen m ist nun also vollständig definirt 
durch die Bedingungen: 

1. m ist positiv; 

2. m ist relative Primzahl gegen 2D; 

3. D ist quadratischer Pest von tn. 


§• 87 . 

Jetzt haben wir die Darstellungen von 6m, welche einer und 
derselben Gruppe angeboren geuaxier zu betrachten. 

Für den Fall einer negativen Determinante D ist die Anzahl 
X der Auflösungen (f, «) der unbestimmten Gleichung P — Du^ 
= 6- endlich; dieselbe ist zugleich die Anzahl aller zu einer 
Gruppe gehörenden Darstellungen einer jeden Zahl 6m; bedeutet 
also (I wieder die Anzahl der verschiedenen in m aufgehenden 
Primzahlen /, so ist 2,“ die Anzahl der Gruppen, deren jede x Dar- 
stellungen enthält, und folglich ist 

X . 2“ 

die Gesammtanzahl aller Darstellungen der Zahl 6m; und hierin 
ist (§. 62) 

X = 2 im Allgemeinen; 

X = 4, wenn I) = — 1, 

X = 6, wenn D ~ — 3 und tf = 2 
ist. 

Für den Fall einer positiven Determinante D dagegen ist 
die Anzahl der Auflösungen {t, u) der unbestimmten Gleichung 
P — Dtp = 6‘, und folglich auch die Anzahl der in jeder der 2A* 
Gruppen enthaltenen Darstellungen der Zahl 6m unendlich gross. 
Wir gehen daher zunächst darauf aus, durch neue Bedingungen, 
welche den darstellenden Zahlen x, g aufzuerlegen sind, aus den 


Djgitized by Google 



Classeiianzahl der Formen. 


21 .^ 


unendlich vielen in einer Gruppe enthaltenen Darstellungen stets 
eine einzige zu isoliren. Dazu betrachten wir die allgemeine Form 
aller derselben Gruppe angehörenden Darstellungen (ar, y) der 
Zahl öm. Ist wieder («, h, c) die Form des Systems 5, mit welcher 
die Form (6m, n, ol) äquivalent ist, und ist (y 5') bestimmte 
Transformation der erstem Form in die letztere, so erhält man 
(nach §. (il) aus dieser einen alle anderen durch die Zusammen- 
setzung 

n, ft\ A _ /A« -f fiy, Xß 
V', 9/ [r, \i'« + er, 1^/3 -!- (>ö/ 

aller Substitutionen (J’ p , durch welche («, i>, c) in sich seihst 
übergeht, mit dieser bestimmten Substitution p. Da nun (nach 
§. GO) jedesmal der erste und dritte Coefficient einer solchen Sub- 
stitution eine zu der Wurzel w gehörende Darstellung liefern, und 
da auch umgekehrt jede solche Darstellung (x, y) auf diese Weise, 
und zwar nur ein einziges Mal erzeugt wird , so ist die allgemeine 
Form aller dieser Darstellungen folgende : 

ar = A«-l-/iy, y — vu^gy, 

da («, y) selbst eine solche Darstellung ist, so kann mau sagen, 
dass diese beiden Gleichungen aus einer bestimmten Darstellung 
(a, y) alle derselben Gruppe angehörenden Darstellungen (x, y) 
finden lehren. Nun war aber (§. 62) 

, t — hu CU 

A=^-, 

au t-\-hu 

wo (t, «) jede beliebige Auflösung der Gleichung — l)u' = 
bedeutete; folglich erhalten wir ^ 

X = —(ha-\- cy) V = ? ^ +'(«« 4 M 

Für alle diese Werthe ist daher 

ax* 2 hxy -f ciß = 6ni\ 

durch Multiplication mit dem ersten Coefficienten ergiebt sich wie 
früher 

6am = (ax 4 4 Vi?) y) (ax + (h — yD)y ) > 

und es tritt nun die höchst merkwürdige Erscheinung auf, dass 
jeder der beiden irrationalen Factoreu rechter Hand eine geome- 
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trische Reihe constituirt; setzt man nämlicl» die vorstehenden 
Wcrthe von a-, ij ein, so ergiebt sieh leicht 

ax->f{b-\- \ D ) y = (a« 4- (6 + VD) y) , 

ax-\-{h — \D)ij = {aa-\-{h—\D)y) * ; 

wenn man also mit T, U wie früher die kleinsten positiven Werthe 
von t, M bezeichnet und zur Abkürzung den positiven unechten 
Bruch 

T+ UVD ^ 

6 

setzt, so ist (nach §. 85) 

ax \-(b \ D) ?/ = ± (a« + (/^ + \ D) y) b" 

ax + {b — VD)y = i (an -|- (ft — VD) y)0~’' 
wo H eine beliebige positive oder negative ganze Zahl oder Mull 
sein kann. Wir betrachten nur die ei-ste dieser beiden Glei- 
chungen, da aus ihr die zweite schon von selbst folgt. Ist nun k 
irgend ein von Nidl verschiedener reeller Zahlwerth, so leuchtet 
ein, dass man das Vorzeichen der rechten Seite und den Ex- 
ponenten n stets und nur auf eine einzige Weise so bestimmen 
kann, dass der algebraische Werth von ux (b -V VD) y zwischen 
den Grenzen k und kfl liegt; denn nachdem das Zeichen + so ge- 
w'älilt ist, dass V (an V (b D)y) gleichstimmig mit k wird, 
gieht es nur noch ein einziges Glied der geometrischen Reihe 
zwischen den beiden vorgeschriebenen Grenzen, wenn man, um 
für jeden Fall Unbestimmtheit zu vermeiden, die eine derselben, 
z. B. von dem Intervall ausschliesst. Durch diese Forderung 
für den Werth von ux (b VVDjy ist dann aus der unend- 
lichen Anzahl von“ Darstellungen (x, y) eine einzige vollständig 
isolirt. Es kommt’ jetzt nur noch darauf an, k zweckmässig zu 
wähleil. 

Dazu können v«r immer voraussetzen, dass die, eine ganze 
Classe repräsentirende , Form (a, ft, c) des Systems S einen posf- 
tiven ersten Coefficienten a hat; denn es giebt ja in jeder Classe 
sogar reducirte Formen, welche diese Eigenschaft haben. Wir 
machen daher von jetzt ab diese Voraussetzung über die Wahl 
der in S enthaltenen Formen (für negative Determinanten haben 
wir schon früher dieselbe Forderung gemacht, um dort die eine 
Hälfte aller Classen ganz von der Betrachtung auszuschliessen) 


Digitized by Google 


Classenanzalil der Formen. 


215 


und müssen sie dann natürlich für alles Folgende festhalten. 
Dann wählen wir für Je die positive Quadratwurzel aus «am, was 
gestattet ist, da wir nur die positiven darstellbaren Zahlen 6m 
betrachten. Wir stellen also die Bedingmigen 

^ ax + (J + YD)y < Oycam 

auf, um aus allen derselben Gruppe angehörigen Darstellungen 
von 6 m durch (a, h, c) eine einzige (x, y) zu isoliren. Sie lassen 
sich, da ihre drei Glieder positiv sind, so umformen : quadrirt man, 
und bedenkt, dass 6 am das Product aus zwei positiven irrationalen 
Factoren ist, so erhält man leicht durch Division 
aa; 4- = «a: + (6 + VJD)y < 0‘‘{ax + (h — VI))y)\ 

durch Vergleichung der beiden ersten Glieder ergiebt sich, da VZ) 
stets positiv genommen wird, die Bedingung 

die beiden letzten Glieder geben durch Umstellung und Resti- 
tution des Werthes von 6 die Bedingung 

T 

' ax-\-hy>jjy. 

Umgekehrt überzeugt man sich leicht, dass aus diesen beiden Be- 
dingungen 

T 

j/^0, ax + by>jjy 

rückwärts die obigen ursprünglichen Isolirnngsbedingungen folgen. 

Ausserdem zeigt sich, was besonders zu bemerken ist, dass in 
Folge dieser beiden Bedingungen auch der Werth der Form 
ax^ -}- 2b xy -|- ey^ von selbst positiv ausfallt; denn da, T> U VD 
ist, so ergiebt sich durch Addition von +yVD auf beiden Seiten 
der zweiten Bedingung, dass die beiden Factoren 
ax + {b + VI>)y, ax (b — yi))y 
positiv sind, woraus dasselbe für ihr Product und also, da a po- 
sitiv ist, auch für ax^ 2bxy cy^ folgt (für Formen von ne- 
gativer Determinante versteht sich, dies von selbst, da wir nur solche 
betrachten, deren äussere Coefticienten positiv sind). 
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§. 88 . 


Mit Rücksicht auf diese letzte Bemerkung können wir nun 
das Vorhergehende in folgender Weise noch einmal zusammen- 
fassen : 


Es sei S ein volhfändiges System lerspriinglicher Formen 
(V/, h, c), (a\ d) . . . 

der öten Art für eine gegebene Determinante mit positiven ersten 
Coefficienten a' . , . Dann setze man in jede dieser Formen^ z. B. 
(a, ft, e ) , für die Variabein alle ganzzahligen Werthenpuure a*, y 
ein, ivelche folgenden Bedingungen genügen: 

T aX’ 4* '^bxy e\f . . , 

I. ! — — — ist rel 

<5 


relative Frimzahl zu 2D; 


II. hall einer positiven Determinante D ist 

* 

T 

2/^0, ax-]rby>jjy 

wo T, U die kleinsten positiven der Gleichung 

'D-DU- — ö2 

genügenden ganzen Zahlen bedeuten; 

III. X und y sind relative Frimzahlen zu einander. 

Auf diese Weise werden durch die Formen S alle ganzen 
Zahlen Cm und nur solche dargestellt, welche folgenden Bedingun- 
gen genügen: 

1. m ist positiv, 

2. m ist relative Frimzahl zu 2 D, 

3. D ist quadratischer liest von m, 

und die Gesammtanzahl dieser Darstellungen einer jeden solchen 
Zahl Cm ist gleich 

X . 2« , 

wo y die Anzahl der in m aufgehehden verschiedenen Frimzahlen 
bedeutet, während x von m unabhängig ist, nämlich 

X = 1 für positive Determinanten D, 

= 4t für D = — 1, 

= 6 für D = — 3 und c ~ 2, 

2 in den übrigen Fällen. 
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Dasselbe Svstein der unendlich vielen Zahlen m kann daher 
auf doppelte Art erzeugt Averden, erstens durch Zusammensetzung 
aus den Primzahlen /, von Avelchen JJ quadratischer Rest ist, und 
zAveitens durch die Substitution aller erlaubten Zahlenpaare a:, y 
in die Formen des Systems S. Dieses Resultat der früheren Unter- 
suchungen über die Aequivalenz der Formen und die Darstellbar- 
keit der Zahlen bildet das Grundprinci^) der folgenden Unter- 
suchung. Wir bemerken zunächst, dass die Identität der auf die 
beiden verschiedenen Arten erzeugten Zahlensysteme nicht auf 
hören Avird, AA^enn Avir von jeder dei’ erzeugten Zahlen eine be- 
stimmte Function rf; nehmen, d. h. es Avird Avieder Identität bestehen 
zAvischen dem Complex der Zahlen 

^ ^ix- 2 hxy -h ^ ^'x'^ -{- 2 h\xy -f 

und dem System der Zahlen t(m)^ vorausgesetzt, dass der einem 
bestimmten Individuum m entsprechende FunctionsAverth tlf(ni) 
genau x . 2“ mal in den letztem Comiilex aufgenommen wird. Ist 
daher die sonst ganz beliebige Function so geAvählt, dass die 
Summe aller dieser Werthe eine von der Anordnung derselben 
unabhängige convergente Reihe bildet, so folgt aus der angegebenen 
Identität die Fundamentcdyleichuny 


^ ^ + 2hxy-\- cy^ ^ v ^ ^ a'x^--j- 2b'xy c' y^^ ^ 

= X 2 2/^ ^ (we). 

Die linke Seite derselben besteht aus ebensoviel Ilauptsummen, 
als das System S Formen (a, ft, c), («', b\ c') . . . enthält, d. h. als 
es Formenclassen für diese Determinante giebt. Jede Hauptsumme, 
wie z. B. 


V ^.( ttX^-\-2bxy cy^ \^ 

ist eine doppelt unendliche Reihe, d.eren Glieder den sämmtlichen 
durch die Bedingungen L, II., III. dehnirten Zahlenpaaren a:, y 
entsprechen (die Bedingungen I. und II. sind natürlich für die 
folgende Hauptsumme so zu modificiren, dass (a', b\ d) an die 
Stelle von (a, J, c) tritt). Endlich bezieht sich die rechts angedeutete 
Summation auf alle aus den Primzahlen / zusammengesetzten Zahlen 
w, und ebenso behalten ft und x ihre frühere Bedeutung. Wir 
specialisiren nun die Function tp so, dass Avir 
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setzen, wo s ein beliebiger positiver Werth, aber > 1 ist; diese 
letztere Bedingung ist, wie wir später nachträglich zeigen werden, 
nothwendig, damit die vorstehenden unendlichen Keihen convergiren. 
Hierdurch geht unsere obige Gleichung in die folgende über; 

y / ax^ + 2 bxjj -f c»/A ~‘ y ^ 

“ \ <J y + ^ m'' 

wo der Bequemlichkeit halber links nur eine einzige der den ver- 
schiedenen Formen entsprechenden Hauptsummen aufgeschrie- 
beu ist. 


§. 89 . 


Wir bescliäftigen uns nun zunächst mit einer Umformung*) 
der rechten Seite dieser Gleichung; zu dem Zweck betrachten wir 
das System 

f\1 f'it f 3 • • • 

der sämmtlichen Primzahlen /, welclie niclit in 2 D aufgehen , und 
von welchen D (piadratischer Rest ist. Jede der oben defiuirten 
Zahlen m ist dann von der Form 

wo die Exponenten »q, ?(o, Ma . • • positive ganze Zahlen oder Null 
sind, und jedes m kann auch nur auf eine einzige Weise in diese 
Form gebracht werden. Bilden wir nun die diesen Primzahlen 
entsprechenden unendlichen Reihen 


2 2 2 . 

1 4- _ 4- _r_ j u . 




u. s. w., 


*) Wir machen darauf aufmerksam, dass diese Umformung auch auf die 
allgemeinere Reihe 2 2 .« i/' (”•) anwendbar ist, wenn nur die Function i/' für 
ganze Argumente der Bedingung genügt (vergl. 124). 
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so erkennt man leicht mit Berücksichtigung der eben gemachten 
Bemerkung, dass das Product aller dieser Reihen nichts Anderes 
als die Summe 


ist. Denn das Product aus beliebigen Gliedern der ersten, zweiten, 
dritten Reihe u. s. f. hat die Form 

2 ," 2 ." 

(/i"‘ 

wo ft die Anzahl der wirklich in m aufgehenden Primzahlen / be- 
deutet, d. h. derjenigen, deren Exponent n von Null verschieden 
ist; es entsteht daher auf diese Weise wirklich jedes Glied der 
genannten Reihe, und jedes auch nur ein einziges Mal. Da nun 
andererseits 


1 4 - - 1 - — 4 - — 4 - 

'' ' ji ' J-ia ' Jia ' 






1 + 


f 


1-^ 


1_ 

F 


ist, so erhalten wir folgende Gleichung 



' + 7 

"iTl 

/' 


in W'elcher das Productzeichen /7 sich auf die sämmtlichen'oben 
definirten liimzahlen f bezieht. 

Bezeichnen wir mit q allgemein jede positive nicht in 2 D auf- 
gehendc Primzahl, so leuchtet ein, dass man die vorstehende Glei- 
chung auch in folgender Form schreiben kann: 


Oll 

V — = n 

m‘ 


1 + 


q‘ 


\qJ q’ 


denn so oft q nicht zu den Primzahlen f gehört, reducirt sich der 
entsprechende Factor des Productes auf -f 1. Inder so erhaltenen 
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Gleichung multiplic-ireii wir Zähler und Nenner des allgemeinen 
Factors zur Rechten mit 1 — (f% wodurch derselbe gleich 



wird, und indem wir das unendliche Product in drei unendliche' 
Producte zerlegen, erhalten wir 



Jetzt können wir endlich jedes der drei rechts befindlichen 
Producte wieder in eine unendliche Reihe verwandeln. Da nämlich 


\q}q^ 


T = ^f) 


1 + 


( 




q ' \q/ q 


Y- + 


+ 


qrs 




ist, so wird, wenn man für q alle, nicht in 2 D aufgehenden, Prim- 
zahlen 

q\i qit (Za • • • 

setzt,' das Product aller dieser Factoren gleich der Summe aller 
Glieder von der Form 


\q\) Wa/ Wt/ ’ * ■ q^^ q/^ •••)*’ 

wo die Exponenten ri, r.^, r^j . . . alle positiven ganzen Zahlen 
und Null zu durchlaufen haben. Das System aller der in den 
Nennern unter dem Exponenten, s vorkommenden Zahlen 

(Z2'"* (Z/" . . . = « 

besteht offenbar aus sämmtlichen positiven ganzen Zahlen «, welche 
relative Primzahlen gegen 2 D sind; jede solche Zahl n wird ein- 
mal und auch nur einmal durch ein bestimmtes System von Expo- 
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nenten rj, . . . erzeugt; gleichzeitig ist dann mit Benutzung 
der von Jacobi erweiterten Bedeutung des Legendre’schen Zeichens 

(f)''(r©'‘-=QQ©- 

=f — - — ')=(-')■ 

Hierdurcli gewinnen wir also folgende Verwandlung 

'D\ 1 


II- 


1 


1 = y ^ ± 

D\ 1 \n ) n‘' 


\2 / ?' 


wo das Summenzeichen rechts sich auf alle positiven Zahlen n be- 
zieht, die relative Primzahlen gegen 2 D sind. 

Verfallet man ganz ebenso, indem man alle die Entwicke- 
lungen 


1 


1 — — 

9 * 




+ ^ + 


mit einander multiplicirt, so erhält man otfenhar 


ri 


1 — ^ 
q‘ 


n‘ 


und folglich auch 


II- 






Hierdurch haben wir die wichtige Umformung 

D\ 1 


2“ 

V _ = 


X 

n“ 


\n / n‘ 


gewonnen. 


§- 90- 

Wir multipliciren nun beide Seiten unserer Ilauptgleichung 
(§. 88) mit der unendlichen Reihe 
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1 — 

^ «»* ’ 

wodurch sie dem eben gewonnenen Resultat gemäss in die fol- 
gende übergeht: 

V _1 V ^x^ + 2bxy-]-cy^ y’^ x V J. ^ 2 (— ) — • 


Führen wir in dem ersten Gliede links die Multiplication der 
beiden Summen aus, so kann das Resultat als die dreifach unend- 
liche Reihe 


y /an’x“ -}- 2bn‘‘xy -f cn^y' 

“ V ö 


r 


geschrieben werden, in welcher für x, y alle den früheren Bedin- 
gungen L, II., III. genügenden Werthe (§. 88), und für n alle 
positiven relativen Primzahlen gegen 2 2) zu setzen sind. Diese 
Reiiie kann man aber auch wieder als eine doppelt unendliche an- 
sehen, wenn man 

nx = x', ny = y' 

setzt; denn dann nimmt sie die Gestalt 



2bxfy' -F 
ö ) 


an, und es fragt sich nur, welche Bedingungen den neuen Sumnia- 
tionsbuchstaben x', y' aufzuerlegen sind. Diese ergeben sich aus 
den Bedingungen für x, y^ n folgendermassen. Erstens: Da x, y 
zufolge der Bedingung I. so gewählt werden müssen, dass 
ax^ -|- 2 bxy cy^ 
ö 


relative Primzahl gegen 2 2) wird, und da n ebenfalls relative 

Primzahl gegen 2 D ist, so gilt dasselbe von 

ax'^ -\-2bx'y' cy'^ , ax^ -{-2bxy cy^ 

= «'■“ • 

Ö 6 


Zweitens: für den Fall einer positiven Determinante waren x, y 
den Isolirungsbedingungen II. 


T 

y^O, axAf-by > -jjy 


zu unterwerfen; multiplicirt man dieselben mit «, so ergeben sich 
die ganz gleichlautenden Bedingungen 

T 

y' ^ 0, ax' ^ b l/ > -^ y'. 
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DritteiiS: aus der Bedingung, dass x, y relative Primzahlen sein 
sollen, würde jetzt nur noch folgen, dass der grösste gemeinschaft- 
liche Divisor n von x\ xf relative Primzahl gegen 2 2) sein muss; 
allein diese Bedingung kann man gänzlich fallen lassen, da sie 
sclmn in der ersten enthalten ist; denn sobald a/, xf einen gemein- 
schaftlichen Divisor hätten , der nicht relative Primzahl gegen 2 2) 
wäre, so könnte auch 

-t- 2hxfxj' -f c)/'2 
_ 


nicht relative Primzahl gegen 2 2) sein. 

Es zeigt sich also, dass die neuen Variabein af, y' nur den 
beiden Bedingungen I. und II. zu unterwerfen sind, wenn man in 
denselben die Yariabeln accentuirt, dass dagegen die Bedingung 
III. ganz fortgefallen ist. Umgekehrt überzeugt man sich leicht, 
dass ein jedes solches Werthen 2 iaar x\ xy' einmal und nur einmal 
durch ein Werthenpaar x, y und eine Zahl w erzeugt wird. 

Wir lassen nun der Bequemlichkeit halber die Accente der 
Variabein wieder fort, und schreiben daher unsere Hauptgleichung 
in folgender Form*) 

/ax^ -1- 2bxy -f cy'‘\-‘ 


/ n’ \ XI / n' 


wo nun in der ersten auf die Form («, 6, c) bezüglichen Haupt- 
summe die Summationsbuchstaben nur noch den beiden folgenden 
Bedingungen zu unterwerfen sind: 

I. Der Werth — ? - - ^ ~~ relative Primzahl gegen 

2 2) sein. 

II. Im Fall einer positiven Determinante soll 

T 

y/ ^ 0, ax 4- hy > -^y 
sein, wo T, U die frühere Bedeutung haben. 


♦) Auf dieselbe Weise kann auch die allgemeinere Gleichung abgeleitet 
werden, in welcher statt der Function z—> irgend eine Function auf- 

tritt, welche der Bedingung genügt, so oft e und z' 

ganze Zahlen sind. 


Digitized by Google 



224 


Fünfter Abschnitt. 


§. 91 . 


Bevor wir weitergelien , wollen wir aus unserer letzten Glei- 
chung einige interessante Folgerungen ziehen: die erste derselben 
ist rein zahlen theoretischer Natur und vervollständigt unsere frü- 


rechter Hand, nachdem wir die Summationsbuchstaben, um sie von 
einander zu unterscheiden, accentuirt haben; dann erhalten wir 
als Product die doppelt unendliche Reihe 


in welcher sowohl n' als auch n" das Gebiet aller Zahlen w, d. h. 
aller derjenigen positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen hat, welche 
relative Primzahlen gegen 2D sind. Offenbar ist jedes Product 
von der Form n' n'' wieder in demselben Gebiet enthalten; fassen 
wir daher alle Glieder der Doppelsumme, in welchen das Product 
n'n” denselben Werth n hat, immer in ein einziges zusammen, so 
können wir diese Doppelsummc wieder in die Form einer einfach 
unendlichen Reihe 



bringen; bezeichnet man mit 8 die sämmtlichen Divisoren der Zahl 
w, so wird offenbar 


Dividiren wir ferner die Gleichung auf beiden Seiten durch ö* , so 
nimmt sie folgende Form an 


Fassen wir nun auch links alle in den verschiedenen Doppelsummen 
vorko-mmenden Glieder, welche denselben Wertli liaben, in ein ein- 
ziges zusammen, so erhalten wir folgende (ileic.hung 


here Theorie der Darstellung. Wir multipliciren die beiden unend- 
lichen Reihen 
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(any ' 


wo mit V alle die durch die sämmtlichen Formen (a, b, c) . . . des 
Systems S darstellbaren Zahlen bezeichnet werden, und ky die An- 
zahl der verschiedenen Darstellungen einer solchen Zahl v bedeutet. 
Hierbei ist wohl zu bemerken, dass jetzt ebensowohl uneigentliche 
wie eigentliche Darstellungen zugelassen werden, indem die dar- 
stellenden Zahlen x, y nur noch den Bedingungen I. und H. des 
vorigen Paragraphen unterworfen sind, während sie früher auch 
relative Primzahlen unter einander sein mussten. 

Besteht nun für jeden über einer gewissen Grenze liegenden 
positiven Werth des Exponenten s eine Gleichung von der Form 

a' ^ 6' ^ c* ^ a'* ^ b'‘ ^ d> ^ 


wo a, ft, c . . . sowolil wie a', b', d . . . positive und in ihrer Auf- 
einanderfolge wachsende Zahlw’erthe bedeuten, und sind die sämmt- 
lichen Coefficienten a, ß, y . . . ß', y' ■ ■ ■ von Null verschieden, 

so folgt hieraus die vollständige Identität beider Reihen, d. h. es ist 
a = a', b = b', c = d . . . 

« = «', ß = ß\ y = y' ■ • • 

Um dies zu beweisen, können wir annehmen, es sei a ^ a'; 
multipliciren wir beide Seiten der Gleichung mita*, so erhalten wir 

Da nun sow'ohl die Werthe 


a a 

T' ~c’" 

als auch die Werthe 

a a 
¥' ~d"' 

fortwährend abnehmende echte Brüche sind, und beide Ileilien 
convei’giren , so überzeugt man sich leicht*), dass mit unbegrenzt 
wachsendem s die linke Seite der vorstehenden Gleichung sich dem 
Grenzwerth ce nähert, und ebenso die rechte dem Grenzwerth a' 
oder 0, je nachdem a = a' oder < a' ist. Da nun beide Seiten 


*) Vergl öuppleinent IX. §. 143. 

Dirloblet, Zablenthoorlo. 15 
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sich nothwemlig (lemsell)cu Grenzwerth nähern müssen, und « von 
Null verschieden ist, so muss a = «', und folglich auch a = a' 
sein. Nachdem so die Identität der ersten Glieder auf beiden 


Seiten hewiesen ist, kann man dieselben fortlassen; aus der so ent- 
stehenden Gleichung 

A + X+ .. 


b'> ^ c'' ^ 


folgt dann auf dieselbe Weise, dass h = V und ß = ß' sein muss, 
und so kann man fortfahren. 

Wendet man dies Princip auf unsere obige Gleichung an, so 
ergieht sich, dass jedes 6n, dem ein von Null verschiedenes r„ ent- 
spricht, nothwemlig eine Zahl v, d. h. eine durch die Formen S 
darstellhare Zahl, und dass die Anzahl Xy der verschiedenen Dar- 
stellungen eines solchen v = (Jw gleich xr„ ist; wenn dagegen t„ = 0 
ist, so kann auch Cu keine durch die Formen S darstellbare Zahl 
V sein; wir können daher in beiden Fällen sagen: die Anzahl 
aller Darstelhingen einer Zahl <5n durch die Formen S ist immer 


ico ö alle Divisoren der Zahlen n durchlaufen muss*). 

Wir wollen dieses Resultat auf einige Beispiele anwenden. 

1. Ist D = — 1 (und folglich ö = 1), so ist nur eine einzige 
Form in dem System S enthalten, für welche wir die Form (1,0, 1) 
wählen können; das System der Zahlen ön ist das der positiven 
ungeraden Zahlen, und da x = 4 ist, so erhalten wir das Resultat : 

Die Anzahl aller Darstellungen einer beliebigen positiven un- 
geraden Zahl n durch die Form (1,0, 1) = a:’ -j- ist gleich 

4 S (— l)'/««f-i) = 4 (ilf — N) 


d. h. gleich dem vierfachen üeberschuss der Anzahl M ihrer Divi- 
soren d von der Form 4ä -j- 1 über die Anzahl N der Divisoren S 
von der Form 4/t -|- 3. 

Die darstellenden Zahlen x, y sind gar keiner Beschränkung 
unterworfen; es leuchtet fernerein, dass jedesmal acht verschiedene 
Darstellungen eine einzige Zerlegung in zwei Quadrate gehen; nur 
wenn eine der beiden darstellenden Zahlen = 0 ist, findet eine 


*) Vergl, §. 124. 
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Ausnahme Statt, weil dann nur vier verschiedene Darstellungen 
dieselbe Zerlegung liefern, ein Fall, der nur dann eintreten kann, 
wenn n eine Quadratzahl ist. Die Anzahl der verschiedenen Zer- 
legungen ist daher \ {M — N -fl) oder \ {M — AT"), je nachdem n 
eine Quadratzahl ist oder nicht. So ist z. B. 

25 = 02 -f 52 =r 32 -f 42 
45 = 33 -f 62 
49 = 02-f 72 
65 == 12 -I- 82 == 42 -f 72 .' 

Ist endlich n eine Primzahl, so ergiebt sich wieder, dass n 
auf eine einzige, oder auf gar keine Weise in zwei Quadrate zerlegt 
werden kann, je nachdem n von der Form 4 ä -f 1, oder von der 
Form 47> -f- 3 ist (§. 68). 

2. Für die positive Determinante D = 2 existiren nur die 
beiden einander äquivalenten reducirten Formen (1, 1, — 1) und 
( — 1, 1, 1), also nur eine einzige Classe; als repräsentireude Foim 
kann man daher auch (1, 0, — 2) = x- — 2 y 2 wählen. Da die 
kleinsten der Gleichung P — 2«2 = 1 genügenden Zahlen T= 3, 
ü = 2 sind, so werden nur solche Darstellungen betrachtet, in 
w’elchen y ^ 0, 2x > 3y ist. Da ferner 

= ( — 1 )V8(tf*-i) = -}- 1 oder = — 1 

ist, je nachdem d = 87i + 1 oder d = 87t + 5 ist, so bekommen 
wir folgendes Resultat: 

Die Anzahl aller den obigen Bedingungen genügenden Dar- 
stellungen (a;, y) einer beliebigen positiven ungeraden Zahl n durch 
die Form x- — 2y- ist gleich dem üeberschuss der Anzahl der Di- 
visoren von w, welche die Form 8 7i + 1 haben, über die Anzahl der 
anderen Divisoren. 


§. 92. 

Eine zweite interessante Anwendung der vorstehenden Unter- 
suchung machen wir auf die Analysis. Wir haben gesehen, dass 
durcli Einsetzen aller den Bedingungen I. und II. genügenden ganz- 
zahligen Werthenpaare x, y in die Formen (a, b, c) ... des Systems 
iS’ die Zahlen 6n erzeugt werden, und zwar ist 
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die Anzahl der verschiedenen Erzeugungen einer solchen Zahl öw, 
wenn wieder für d alle Di\isoren von n gesetzt werden. Nehmen 
wir daher von jeder der Zahlen ax^ 2bxy 4- eine bestimmte 
Function so entsteht auf diese Weise jeder Werth ip(d}i) sooft 
als XTn angiebt. Hieraus folgt wieder, dass 

2 ip(ax^ 4- 2bxy -j- cy^) 4- • • • = x 2 

sein wird, sobald die Function so gewählt wird, dass diese un- 
endlichen Reihen bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un- 
abhängige Summen haben. Dies ist der Fall, wenn man 

^ W = Q.' 

setzt, wo q eine reelle oder complexe Grösse bedeutet, deren Mo- 
dulus ein echter Bruch ist. Man erhält auf diese Weise folgende 
sehr allgemeine Gleichung 

^ qcxH2bxy+cy'^ . . . _ ^ ^ 

da auf der rechten Seite der Coefficient selbst vdeder eine Summe 
ist, in welcher 8 die sämmtlichen Divisoren von n zu durchlaufen 
hat, so kann man, indem man w in w'd verwandelt, die Gleichung 
auch so schreiben 


2 qax^+2bxy-\-cy'^ _|_ 


= X 





wo nun rechts eine Doppelsumme steht, in welcher jeder der beiden 
Summationsbuchstaben w' und 8 das Gebiet aller Zahlen n zu 
durchlaufen hat. 

Wir wollen die vorstehende Gleichung auf einige specielle 
Fälle anwenden. Nehmen wir z. B. D= — 1, also 1, so 
haben wir links nur eine einzige Doppelsumme; nehmen wir wieder 
(1, 0, 1) als die repräsentirende Form, so ist dieselbe gleich 


2 q^'^+y^ 


-worin x, y alle Werthenpaare zu durchlaufen haben, für -welche 
x'i 4- yi ungerade ausfällt; es muss daher eine der beiden Zahlen 
y ungerade, die andere gerade sein; da man nun in jeder er- 
laubten Combination x mit y vertauschen kann, so setzen wir fest, 
dass X nur die ungeraden, y nur die geraden Werthe durchlaufen 
soll, müssen dann aber die so beschränkte Doppelreihe mit 2 mul- 
tiplicircn; wir erhalten so 
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2 v = 2 2 = 2 S X S g»* 

wo a: alle positiven und negativen ungeraden, y alle positiven und 
negativen geraden Zahlen und Null zu durchlaufen hat; be- 
schränken wir aber x auf alle positiven ungeraden, und y auf alle 
positiven geraden Zahlen, so können wir das vorstehende Product 
auch so schreiben 

4 2 g"“ X (1 + 2 2 gO- 

Auf der rechten Seite haben wir (nach §. 88) die Doppelsumme 



won' undd alle positiven ungeraden Zahlen zu durchlaufen haben; 
die Summation in Bezug auf n' lässt sich ausführen, indem 

V qn'e = ^ . . . = 

ist; dadurch wird die rechte Seite gleich 

und wir erhalten daher folgende merkwürdige Gleichung 

(g + g» -h g ^5 + g« + ■ ■ •) (1 -f- 2g« -1- 2gi« + 2 g 3 e -j- • • •) 

_ g _ g^ , ^-1- . 

l_gj l_gefl _^10 1 — gu’T 
welche, wie die anderen Gleichungen, welche negativen Determi- 
nanten entsprechen, auch aus der Theorie der Elliptischen Func- 
tionen abgeleitet werden kann *). 

Für positive Determinanten fallen die entsprechenden Glei- 
chungen weniger einfach aus, weil auf der linken Seite die Varia- 
holn x, y immer noch der Bedingung II. unterworfen sind. Nehmen 
wr z. B. D = 2, also ö = 1, x = 1, so erhalten wir in ähnlicher 
Weise die Gleichung 

V = V 

_ g g" t 1 __£l_ I 

— I_g2 i_g6 i_gio-r 

wo auf der linken Seite für ar, y alle Werthenpaarc zu setzen sind. 


*) Man vergleiche Jacobi: Fundamenta nova theoriae funotionum 
elUpticarwn 1829 pagg. 92, 103, 184. 
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die den Bedingungen y ^ 0, 2x > Sy genügen, und für welche 
ausserdem — 2y^ und also x ungerade ist. 


Wir kehren nun zu unserem eigentlichen Gegenstände, der 
weitern Behandlung der Gleichung (§. 90) 


zurück, und es wird gut sein, den Gang der Untersuchung hier 
mit wenigen Worten im Voraus anzugeben. Man würde auf un- 
übersteigliche Schwierigkeiten stossen, wenn man die auf der linken 
'Seite angedeuteten Summationen für einen beliebigen Werth von 
s > 1 wirklich ausführen wollte. Lässt man dagegen den Expo- 
nenten s immer mehr abnehmen und gegen den Werth 1 conver- 
gircn, so wird gleichzeitig jede dieser Hauptsummen über alle 
Grenzen wachsen, und bei näherer Betrachtung zeigt sich, dass 
das Product aus einer solchen Hauptsumrae und aus (s — 1) sich 
einem festen endlichen Grenzwerth L nähert, welcher nur von der 
allen Können gemeinschaftlichen Determinante D abhängt, und 
folglich wird der Grenz werth der ganzen mit (s — 1) multiplicirten 
linken Seite = hL sein, wenn man mit h die Anzahl der Haupt- 
ßummen, d. h. also die Anzahl der in dem Formensystem S ent- 
haltenen Formen (a, 6, c) . . . bezeichnet. Da ferner der Grenz- 
werth der mit (s — 1) multiplicirten rechten Seite sich direct be- 
stimmen lässt, so erhält man auf diese Weise einen Ausdruck für 
die Classenanzahl Ä, deren Bestimmung ja den Gegenstand unserer 
ganzen Untersuchung bildet. 

Bevor wir aber dazu übergehen, diesen Grenzprocess dui'ch- 
zuführen, müssen wir noch einige vorläufige Fragen erörtern, deren 
Beantwortung für unsern Zweck durchaus erforderlich ist. Zu- 
nächst wenden wir uns dazu, die den Summationsbuchstaben x^ y 
auferlegte Bedingung I. (§. 90) so umzuformen, dass man einen 
deutlichen Ueberblick über das System der ihr genügenden Wer- 
thenpaare x^ y erhält. Zu dem Ende dürfen wir annehmen, dass 
der Repräsentant (a, J, c) einer ganzen Classe immer so gewählt 
ist, dass der Quotient a : ö nicht nur, wie schon früher festgesetzt 


§. 93. 



ax'^ -f- 2hxy -j- cy^ 
- 
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wurde, positiv, sondern auch relative Primzahl gegen 2 D ist. Von 
der Bereclitigung zu dieser Annahme wird man sich durch die 
folgende Betrachtung überzeugen. Ist 

(a, ?i, c) = (I (Ax‘ 4- P^y + Cy'‘) =: öF 
eine beliebige Form vom Theiler rt, und r irgend eine Prim- 
zahl, so kann man den beiden Variahelii x, y der Form stets 
solche Werthe beilegen, dass der Werth von F nicht durch r 
theilbar wird; denn ist ehie der beiden Zahlen A, C, z. B. ^4, nicht 
durch r theilbar, so gebe man x einen durch r nicht theilbaren, y 
dagegen einen durch r theilbaren Werth; sind aber beide Coeffi- 
cienten A, C durch r theilbar, so ist B gewiss nicht durch r theil- 
bar, und folglich genügt es dann, x und y Werthe boizulegen, die 
beide nicht durch r theilbar sind. Jl/an kann folglich auch x undy 
immer so wählen, dass der Werth von F relative Primzahl gegen 
irgend eine vorgeschriebene Zahl k wird ; denn bezeichnet man mit 
/, r", r"' . . . die sämmtlichen in k aufgehenden Primzahlen, so 
braucht man nur zu bewirken, dass F durch keine einzige der- 
selben theilbar wird, was nach dem eben Gesagten sich stets dadurch 
erreichen lässt, dass die beiden Variabein x, y durch einige dieser 
Primzahlen theilbar, durch andere nicht theilbar angenommen 
werden — Bedingungen, die sich stets auf unendlich viele vei’- 
schiedene Arten erfüllen lassen. Man kann hinzufügen, dass x, y 
ausserdem noch so gewählt wei'den können, dass der Werth von F 
positiv ausfällt; für eine negative Determinante D versteht sich 
dies von selbst, da wir Formen mit negativen äusseren Coefficienten 
ausschliessen; für eine positive Determinante braucht man, da 

aaF — (ax -|- by)'‘ — Dy- 
ist, nur dafür zu sorgen, "dass, je nachdem a positiv oder negativ 
ist, entsprechend (ax -f by) absolut genommen grösser oder kleiner 
als yVD ausfällt, und offenbar lassen die bisher den Variabein 
X, y auferlegten Bedingungen, durch einige Primzahlen theilbar, 
durch einige andere nicht theilbar zu sein, noch solchen Spielraum 
für ihr Grössenverhältniss, dass auch dieser Forderung noch auf 
unendlich viele verschiedene Arten genügt worden kann. Endlich 
können wir noch behaupten, dass für dieVariabeln x,y auch solche 
Werthe gewählt werden können, welche unter einander relative 
Primzahlen sind und doch die übrigen Bedingungen erfüllen, dass 
F positiv und relative Primzahl gegen die vorgeschriebene Zahl k 
ist; denn haben X und y einen gemeinschaftlichen Divisor, so braucht 
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man sie nur durch Division von demselben zu befreien, und die 
Quotienten, die unter einander relative Primzahlen sind, bilden ein 
solches allen Anforderungen genügendes Werthenpaar. 

Wir machen von der vorstehenden (auch für andere Unter- 
suchungen nützlichen) Betrachtung eine specielle Anwendung auf 
den Fall, in welchem 7c — 2D ist; wir können dann so sagen: 
ist (a, J, c) irgend eine Form vom Theiler ö und von der Deter- 
minante 2), so kann man stets zwei relative Primzahlen a, y von 
der Beschaffenheit finden, dass 

a' ’2hay + cy* 

~6 ö 

positiv und relative Primzahl gegen 2 D würd. Da nun a, y rela- 
tive Primzahlen sind, so kann man (§. 24) irgend ein Paar von 
Werthen /3, d wählen, welche der Gleichung ad — ßy = l genügen, 
und dann geht die Form (a, c) durch die Substitution §>) in 
eine äquivalente Form über, deren erster Coefficient a' positiv ist 
und ausserdem die Eigenschaft hat, dass a' : ö relative Primzahl 
gegen 2 D ist. Und hiermit ist in der That der verlangte Nach- 
weis geliefert, dass in jeder Formenclasse solche Repräsentanten 
ausgewählt werden können, welche die obige neue Bedingung 
erfüllen. 


§. 94. 

Wir nehmen daher jetzt an, dass die repräsentirende Fonn 
(u, ft, c) so gewählt ist, dass a : ö nicht nur positiv , sondem auch 
relative Primzahl gegen 2 D ist, und fragen nun nach dem System 
aller Werthenpaare .r, ?/, welche der Bedingung I. genügen, dass 

4- 2bxy -f cy- 
__ 

relative Primzahl gegen 22) wird*). Bezeichnen wir wie früher mit 
^2 den absoluten Werth der Determinante 2), so kann man stets 

a; = '2z/t; -f- «, y~2Jw-\-y 
setzen, wo « und y irgend welche der 2 J Zahlen 

0, 1, 2, . . . (2z/— 1), 

*) Ganz ähnlich lässt sich auch der Fall behandeln, wenn (a, ft, c) keine 
ursprüngliche Form ist; man kann dann gleich darauf ausgehen, die An- 
zahl der Classen von heliehigem Theiler a zu bestimmen, und erhält auf 
diese Weise ebenfalls das unten (in §. 100) gewonnene Resultat. 


Classciianzahl der Formen. 


233 


und V und w beliebige ganze reelle Zalden bedeuten; jede Com- 
bination zweier ganzen Zahlen x, y kann stets nur auf eine einzige 
Weise in diese Form gebracht werden. Ua nun aus 
X = a (inod. 2 und y ^ y (mod. 2 

auch 

ax^ + 2hxy -\-ctf ^ + 2bay + cy^ (mod. 2z/) 

folgt, so leuchtet ein, dass man unter den sämmtlicben 4z/‘‘> Com- 
binationen (a, y) nur diejenigen zu ermitteln bat, für welche 

+ 2 buy -j- cy'‘ 
ö 

relative Primzahl gegen 2J wird. Die gesuchten Combinationen 
(ir, y) vertheilen sich dann in zusammengehörige Paare von arith- 
metischen Reihen, deren Differenz = 2 z/ ist, und deren Anhings- 
glieder «, y specielle solche Combinationen sind, die dieselbe 
Bedingung erfüllen. Uns kommt es nun weniger darauf an, wirk- 
lich alle diese Combinationen (a, y) genau zu definiren, als viel- 
mehr, nur ihre Anzahl sicher festzustellen, weil diese allein hei 
dem spätem Grenzühergang eine Rolle spielt. Hierzu ist es aber 
nöthig verschiedene Fälle zu unterscheiden. 

Erstens: ö = 1. Wir fragen nach der Anzalü der Combi- 
nationen («, y), für welche 2bay -|- cy’ oder, da a relative 

Primzald gegen 2 z/ ist, für welche 

a («a* -|- 2 bay -f- cy‘‘) = (aa -|- byY + z/y* 
relative Primzahl gegen 2 z/ wird. Setzt man zunächst für y ir- 
gend eine der z/ geraden Zahlen 

0, 2, 4 . . . (2z/-2), 

so ist erforderlich und hinreichend, dass (oe« -f- &y)“ und folglich 
(aa E l>y) relative Primzahl gegen 2 z/ werde; lässt man aber « 
das in Bezug auf den Modulus 2 z/ vollständige Restsystem 

0, 1, 2 . . . (2z/— 1) 

durchlaufen, während y seinen Werth behält, so durchläuft (nach 
§. 18) der Ausdruck (aa + by), weil a relative Primzahl gegen den 
Modulus ist, ebenfalls ein vollständiges Restsystem, und folglich 
gehören zu jedem solchen geraden y genau <p(2z/) erlaubte Werthe 
von a, wo die Charakteristik <p im frühem Sinne (§. 11) gebraucht 
ist. Jedem der A ungeraden Werthe 

1, 3 . . . (2z/- 1) 
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von y entsprechen ebenfalls fp{2d) erlaubte Werthe von «; dies 
leuchtet unmittelbar ein, wenn ^ gerade ist, weil die Forderung 
sich dann ebenfalls darauf reducirt, dass {aa -\-hy) relative Prim- 
zahl gegen 2 ^ werden muss. Ist aber ^ und also auch + z/y* 
ungerade, so muss, da 

ungerade und relative Prirnztihl gegen d werden soll, (aa-\-hy) 
gerade, und relative Primzahl gegen zf werden, und folglich muss 
auch der Rest von {aa-\-hy) in Bezug auf den Modul 2 z/ gerade 
und relative Primzahl gegen ’z/ sein, und umgekehrt wird, sobald 
dies der Fall ist, die obige Forderung erfüllt sein. Durcldäuft 
nun « alle seine 2 z/ Werthe, so durchläuft der Rest von {aa,-\-hy) 
dieselben 2z/ Werthe; unter diesen sind die folgenden z/ Restfe 
gerade 

0, 2, 4 . . . 2(z/— 1), 

und unter diesen sind (p (z/) relative Primzahlen gegen die un- 
gerade Zahl z/. Dies ist also die Anzahl der zu jedem ungeraden 
y geliörenden erlaubten Werthe von a; da nun aber z/ ungerade, 
also relative Primzahl gegen 2 ist, so ist auch (2 z/) = qp (2 ) (z/) 

= (p (z/), und folglich haben wir in allen Fällen dieselbe Antwort: 
zu jedem geraden oder ungeraden y gehören stets qp (2 z/) erlaubte 
Werthe von «; mithin existiren im Ganzen erlaubte 

Combinationen («, y). 

Zweitens: ö = 2; a und c gerade, b ungerade, und Z) = 1 
(mod. 4). Es fragt sich: für wieviele Combinationen («, y) ist 

jaa’ -ybay jcy* 

ungerade und relative Primzahl gegen z/? — Wir beschränken 
uns zunächst darauf, die Comhinationen zu bestimmen, für 
welche dieser Werth ungerade ausfällt. Da wir den Repräsen- 
tanten (d, b, c) so gewählt haben, daSs \ a relative Primzahl gegen 
2zZ und also auch ungerade ist, so wird 

D = b^ — ac = 1 oder = 5 (mod. 8), 
je nachdem \c gerade oder ungerade ist; im ersten Fall muss 
daher u(^aa-\-by) ungerade, also « ungerade, und y gerade 
sein; im zweiten Fall muss mindestens eine der beiden Zahlen « 
und y ungerade sein. Die Anzahl der erlaubten Combinationen 
ist hierdurch im ersten Falle auf z/s , im zweiten auf 3 zZ* herab- 
gedrückt. 
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Soll nun der Werth von \aa‘‘ bay \cy'‘ auch relative 
Primzahl gegen /I werden, so ist erforderlich und liinreichend, 
dass 

(a« -F 6y)* + = 2a(^aa’ bay -\-\ca,^) 

oder also (aa + Jy) relative Primzahl gegen /i werde. Im ersten 
Fall, wo Z) = 1 (mod. 8) ist, dürfen für y nur gerade , für « nur 
ungerade Werthe gesetzt werden. Giebt man daher y einen be- 
stimmten der /i Werthe 

0, 2, 4 . . . (2^-2) 

und lässt dann a die sämmtlichen ^ Werthe 

1, 3, 5 . . . (2^— 1) 

durchlaufen, welche offenbar in Bezug auf den Modul J ein voll- 
ständiges Ilestsystem bilden, so gilt (da a relative Primzahl gegen 
^ ist) dasselbe voti den J entsprechenden Zahlen (a« by), und 
folglich sind unter denselben <p {A) = q> (2 z/) relative Primzahlen 
gegen Im Ganzen giebt es daher in diesem Fall z/ tp ( 2 z/) 
erlaubte Combinationen (a, y). — Im zweiten Fall, wo D ^ 5 
(mod. 8) ist, und in welchem mindestens eine der beiden Zahlen 
«, y ungerade sein muss, findet man auf dieselbe Weise, dass 
jedem geraden Werthe von y wieder qp(^) — g>(2z/) ungerade 
Werthe von « entsprechen, woraus zunächst ^q>{2J) zulässige 
Combinationen entspringen; ist aber y ungerade, und durchläuft 
« seine sämmtlichen 2z/ Werthe, so durchläuft der Ausdruck 
(«« -\-by) zweimal dasselhe vollständige Restsystem in Bezug auf 
den Modulus z/ ; es giebt daher immer 2 <p (z/) = 2 <p (2 z/) erlaubte 
Werthe von a, so dass aus den z/ ungeraden Werthen von y ge- 
nau 2d(p{2d) erlaubte Combinationen («, y) entspringen. Im 
Ganzen giebt es daher in diesem zweiten Falle 3z/g)(2z/) erlaubte 
Combinationen («, y). 

Wir können die sämmtlichen Fälle so zusammenfassen: die 
Anzahl der Paare von zusammengehörigen arithmetischeij Reihen 
x = 2^v-\-tt, y = 2^io-\-v 
welche der Bedingung I. genügen, ist 

=: o.z/9(2z/), 
wo 

ö = 2, wenn ö = 1 


0=1, wenn ö = 2 und Z) = 1 (mod. 8) 
<0 = 3, wenn 6 ■= 2 und 2) = 5 (mod. 8) 
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§. 95. 


Wir kehren nun zu unserer Hauptgleichung zurück, der wir 
die Form 

1 

• • ■ ' ' ‘ ' i+e 


e S 


+ 


= ^ y J_ V _L 

ö'+e «*+e ^ \nj »d+ 


(ax'‘ + 2hxy -f e 
gehen , indem wir s = 1 + p setzen, mit q multipliciren und durch 
<J*+e dividiren; lassen wir jetzt die positive Zahl q unendlich klein 
werden, so haben wir die Grenzwerthe der einzelnen Glieder zu 
bestimmen, welche sich auf der linken und rechten Seite befinden. 
Indem wir mit der Discussion der linken Seite beginnen, wird es 
wieder nothwcndig, den Fall einer negativen Determinante von 
dem einer positiven vollständig zu trennen. 

Wir nehmen daher zunächst an, die Determinante D sei we- 
gativ — — z/. Dann sind die Variabein x, y in der der Form 
(«, b, c) entsprechenden Hauptsumme nur der Bedingung I. unter- 
worfen, und wir haben eben gesehen, dass eine solche Hauptsumme 
in ojzf(p(2z/) Partialreihen zerfällt, welche den einzelnen zuläs- 
sigen Combinationen («, y) entsprechen. Betrachten wir daher 
zunächst nur eine einzige solche Partialsumme 

^ {ax^ 2bxy cy'^y-^Q' 
in welcher x, y alle Werthe 

X — 2 Jv -\- a, y = 2dw-\-y 

zu durchlaufen haben, die einer bestimmten zulässigen Combination 
(«, y) und allen denkbaren ganzzahligen Werthen v,iv entsprechen. 
Nach den in den Supplementen (II. §. 118) aufgestellten Principien 
ist der Grenzwerth des vorstehenden Productes identisch mit dem 
des Quotienten T:t, wo t eine über alle Grenzen wachsende posi- 
tive Zahl, und T die zugehörige Anzahl der dargestellten Zahlen 
ax^ 2bxy -|- cy‘‘ bedeutet, welche nicht grösser als t sind, für 
welche also 

•V 


1 


ist. 


Dieser Grenzwerth des Quotienten T:t lässt sich leicht mit 
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Hülfe einer geometrischen Betrachtung bestimmen; setzt man 
nämlich 


X 

Vi 


= 1 , 


y. 

vt 


= V, 


so ist T die Anzahl der Werthenpaare 


für welche 

a|2 + 2J|)j + ci;2 ^ 1 (2) 

wird; sieht man nun als rechtwinklige Coordinaten eines 

Punctes in einer Ebene an, und lässt man v und w alle ganz- 
zahligen Werthe durchlaufen, so bilden die durch die Formeln (1) 
bestimmten Puncte (|, j?) ein Gitter, welches dureh die reeht- 
winklige Kreuzung zweier Systeme von Geraden entsteht, die den 
Axen parallel sind, und von denen je zwei benachbarte die con- 
stante Distanz d = 2^:Vt haben. Die ganze Ebene wird auf 
diese Weise in Quadrate von dem Flächeninhalt 



zerlegt, deren Eckpuncte jene Puncte (|, ij) sind ; und folglich ist 
T die Anzahl derjenigen dieser Gitterpuncte (|, ?j) , welche nicht 
ausserhalb der durch die Gleichung 

a^*+2h^ri-ircri^=\ (3) 

dargestellten Curve liegen; da nun 6* — ac = — ^ negativ (und 
a positiv) ist , so ist diese Curve eine Ellipse , deren Mittelpunct 
mit dem Nullpunct des Coordinatensystems zusammenfällt. Nach 
einem ebenfalls in den Supplementen (III. §. 120) aufgestellten 
Hülfssatz hat folglich das Product 

T.d* = 

z 

den Flächeninhalt A dieser Ellipse zum Grenzwerth, wenn t un- 
endlich gross und also 6 unendlich klein wird; es ist daher der ge- 
suchte Grenzwerth 



woraus schon folgt, dass derselbe von (a, y) unabhängig und also 
für jede der foA(p{^2zJ) Partialsummen, welche unsere Hauptsumine 
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coiistituiren , derselbe ist. Mithin ist der Grenzwerth dieser der 
Form («, b, c) entsprechenden Hauptsumme 


gleich 


1 

(ax^ + 2 bxy + cy^y+e 


. A a(p(2A) . 


wo A den Flächeninhalt der Ellipse (3) bezeichnet*). Um diesen 
zu bestimmen, transformire man die (ileichung der Ellipse durch 
Einführung solcher rechtwinkliger Coordinaten , welche mit den 
Hauptaxen der Ellipse zusammenfallen, wodurch sie die Form 

+ c'V* = 1 

annehmen wird. Bekanntlich bleibt bei einer solchen orthogonalen 
Transformation die Determinante — ac ungeändert, so dass 
a'c' = ae — 6* = 

ist; andererseits sindVa' undVc' die reciproken Werthe der beiden 
Halbaxen, und folglich ist 

j 7C 31 

V77'~VÄ' 

wo natürlich die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Es ergiebt 
sich alst) das merkwürdige Resultat, dass dieser Flächeninhalt A, 
und folglich auch der obige Grenzwerth 

ax(p{2.J) 

~TJVÄ~ 

der auf die eine Form (a, b, c) bezüglichen Hauptsumme von den 
einzelnen Coefficienten a, b, c und folglich von der individuellen 
Natur dieser Form gänzlich unabhängig ist. Denselben Grenzwerth 
wird daher jede andere, einer andern Form (a', b\ c‘) des Systems 
S entsprechende, Hauptsumme haben; bezeichnen wir daher mit h 
die Anzahl dieser einzelnen Hauptsummen auf der linken Seite 
unserer Gleichung, d. h. also die Anzahl der Classen nicht äqui- 
valenter ursprünglicher Formen der <sten Art für die negative De- 


*) Daraus , dass der Quotient T : t sich einem bestimmten Grenzwerth 
nähert, geht zufolge des in den Supplementen (II. §.118) aufgestellten Satzes 
nachträglich hervor, dass die bisher betrachteten unendlichen Reihen für 
jeden positiven Werth von p, also für alle Werthe s 1 convergiren. 
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terminante D= — d, so wird der Grenzwerth der ganzen linken 
Seite gleich 

wä<p(2 ^ 


§. 96. 


Gehen wir nun zur rechten Seite der Gleichung über, so haben 
wir wieder mit Hülfe der in den Supplementen (II. §. 117) aufge- 
stellten Principien den Grenzwerth des Productes 


zu ermitteln, wo das Summenzeichen sich auf alle positiven ganzen 
Zahlen n bezieht, die relative Primzahlen gegen sind. Hc- 
zeichnet man nun mit v, v', v" ... die (2 /I) ersten dieser Zahlen, 
nämlich diejenigen, welche <2d sind, so kann man die vorste- 
hende Summe in (2 J) Partialsummen von der Form 

fl, 1 1 1 . \ 

^U‘+e"'”(v-p2.^)'+e (V -h 4^^)i+e (v -f 6z/)>+? 1 
zerlegen, in welcher die unter dem Exponenten (1 -f- p) stehenden 
Zahlen jedesmal eine arithmetische Reihe von der Differenz 2^ 
bilden; da nun nach dem in den Supplementen behandelten spe- 
ciellen Fall der Grenzwertli einer solchen Partialreihe 


1 _ 

“ 2 ^ 

und also unabhängig von v ist, so wird der Grenzwerth der ganzen 
Summe 


q>(2J) 
~ 2^ 


und mithin wird der Grenzwerth der ganzen rechten Seite der 
Hauptgleichung 


x(p{2 ^ 

6.2 J 


lim 2 


\n / 


Da aber beide Seiten für jeden Werth von s > 1, d. h. für jeden 
positiven Werth von p identisch sind, und da sie folglich, wenn 
überhaupt einen, nothwendig denselben Grenzwerth haben müssen, 
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so ergiebt sich aus der Vergleichung, indem wir D — — ^ resti- 
tuiren, 


h = — 1/— lim sf 

tfOJÄ ' ' \ 




, n J 

als Ausdruck für die Classenanzahl der ursprünglichen Formen öter 
Art (mit positiven äusseren Coefficibnten) für eine negative Deter- 
minante D\ hierin ist ferner (nach §. 88) 


X — 4, wenn D = — 1, 

X = 6, wenn D = — 3 und ö = 2, 
X = 2 in den ührigen Fällen; 
und (nach §. 94) 


0 = 2, wenn ö = 1, 

0 = 1, wenn ö = 2 und Z) = 1 (mod. 8), 
c) = 3, wenn ö = 2 und Z> = 5 (mod. 8). 


§■ 97 - 


Für Formen der ersten Art erhalten wir daher, indem wir 
ö = 1, X = 2 und 0 = 2 setzen, 

h = -V^. lim 2(— ) 

a \»/ n'+e 

mit Ausnahme des einzigen Falles D = — 1 , in welchem x nicht 
= 2, sondern = 4 ist, und folglich 

3t n*+P 

wird; es wird später (§. 101) allgemein gezeigt werden, dass 


lim 'Z(-) = Sf— ) - 

\n/«"+c \nj n 


ist, vorausgesetzt, dass auf der rechten Seite die Glieder ihrer 
Grösse nach geordnet werden; in dem speciellen Fall Z) = — 1 
wird daher 



da der Werth der in der Parenthese befindlichen unendlichen 
Reihe von Leihnitz bekanntlich = j« ist; liierin liegt also eine 
Bestätigung unserer Principien, da in der Tliat für die Determi- 
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naiite D = — 1 nur eine einzige Classe von Formen (mit positiven 
äusseren Coet'ficienten) existirt. 

Wir wollen nun mit der vorstehenden F'ormel für die Classen- 
anzahl h der Formen der ersten Art die für die Anzahl h' der 
Formen der zweiten Art vergleichen. Wir unterscheiden zu dem 
Zweck die beiden Fälle, in welchen Z) = 1 oder 7) = .ü (niod. 8) 
ist. Im ersten Fall ist x = 2 und ta = 1, folglich 

h> — - . lim V = h-, 

Tt V«/>d+e 


im zweiten Fall dagegen ist «a 

7t' =r i ■ -l/I^TJ. lim 

o n 


3 und X = 2, also 



ausgenommen den einzigen Fall D= — 3, in welchem x nicht 
= 2, sondern = 6, und folglich wieder 

h' = h 

ist. Wir können daher so zusammenfassen: es ist 


h' = Ä, wenn 77 = 1 (mod. 8), und für I) = — 3; 
h' = i Ä, wenn 7) = 5 (mod. 8), ausgenommen 77 = — 3. 
Diese Ileziehungen zwischen der Anzald der Formen der ersten 
und der zweiten Art liat schon Ganss gefunden, aber auf einem 
ganz andern Wege*). 


§■ 98 - 

Wir haben nun dieselbe Untersuchung für den Fall einer po- 
sitiven Determinante 7) = ^ zu wiederholen. Betrachten wir 
zunächst die linke Seite , so zerlegen wir wieder jede auf eine be- 
stimmte Form («, b, c) bezügliche Hauptsumme in Par- 

tialsummen von der Form 

p V 

(«X* -F ‘Ihxy -F ct/-)’+P 

in deren jeder die Summationshuchstaben alle Werthenpaare 

a: = 2z/tt-F«, yr=2/lw-]rY (1) 

zu durcldaufen haben, die einer bestimmten Combination (a, y) 

*) 1). A. art. 25fi VI. — Vergl. §. 151, I. 

Dirichlet, Zahloutheorit^. IG 
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und allen ganzzahligen Werthen v, w entsprechen; jetzt aber treten 
ausserdem noch die Isolirungsbedingungen II. hinzu, denen gemäss 

T 

y^O, ax + by> -jjy ( 2 ) 

sein soll. Diese letzteren Bedingungen haben, wie wir schon früher 
gesehen haben ({5. 87), zur Folge, dass 

ax + (b + VD)y^ ax+ (b — VT)) ?/, 

und also auch 

ax^ + 2bxy -f- cy’ 

positive Zahlen sind, und wir können daher wieder die in den 
Supplementen aufgestellten Principien anwenden; bezeichnen wir 
mit t einen beliebigen positiven Werth und mit r die Anzahl der- 
jenigen in den Keihen (1) enthaltenen und zugleich den Bedin- 
gungen (2) genügenden Werthenpaare x, y, für welche 

ax^ -}- 2bxy -j- cy^ ^ t (3) 

ist, so haben wir nur den Grenzwerth des Quotienten r : t für 
•unbegrenzt wachsende Werthe von t zu bestimmen, um dadurch 
zugleich den Grenzwerth der obigen Partialsumme zu finden, welche 
der einen Combination (a, y) entspricht. Setzen wir wieder (in- 
dem wir yt positiv nehmen) 

und sehen wir als rechtwinklige Coordinaten eines Punctes 
einer Ebene an, so ist r die Anzahl derjenigen in der Doppelreihe 


2J , Ol, 


2^ y 

V = —w+ — 


yt 


yt 


enthaltenen Gitterpuncte, welche den drei Ungleichheiten 

T 

V ^0, a^ + br] > jjf], 
a^^+2biri + cr}^ ^ 1 

Genüge leisten, d. h. welche innerhalb eines Stückes der |jj-Ebenc 
liegen, das zum Theil durch die Axe der |, zum Theil durch eine 
durch den Nullpunct gehende Gerade, und endlich durch eine Hy- 
perbel begrenzt wird, die den Nullpunct zum Mittelpuncte hat. 
Bezeichnen wir mit B den Flächeninhalt dieses Stückes der ^tj- 
Ebene, so wird nach den in den Supplementen aufgestellten Prin- 
cipien, wenn t unendlich gross, und also die Kante ö = 2^ : yt 
der Gittei'quadrate unendlich klein wird. 
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also 


lim t.d* = — B, 

t 


T B 
liw-r = 7—^ 
t 4 ^* 


sein. Da dieser Grenzwerth zugleich der Grenzwerth der Partial- 
summe ist, welche sich auf die eine Combination («, y) bezieht, so 
wird, da hierin die Werthe «, y ganz herausgefallen sind, jede der 
(o^(p(2^) Partialsummen, welche den verscliiedenen Comhina- 
tionen («, y) entsprechen, und welche zusammen die auf die Form 
(a, b, c) bezügliche Hauptsumme constituiren, denselben Grenz- 
werth haben; und mithin wird 

der Grenzwerth der ganzen Hauptsumme 


0 V i 

^ 2bxj/ 

sein. Um nun den Flächeninhalt B des durch die drei obigen Un- 
gleichheiten detinirten Hyperbelsectors zu finden, wird mau am 
besten Polarcoordinateu r, q> einführen, indem man 

1 = rcoä(p, T) = rsinqo 

setzt, wo, wie gewöhnlich, r stets positiv und ip zwischen 0 und 2 n 
genommen werden soll, was hinreicht, um jeden Punct (|, r;) der 
Ebene einmal und nur einmal zu erzeugen. Durch diese Trans- 
formation verwandeln sich die früheren Grenzhedingungen in fol- 
gende: 

T 

smqo ^ 0; a cotang (p -|- i ; 
r*(«cosg>2 -|- 2 ft cos qp sin 9) -|- csinqp*) ^ 1 , 


und w4r wiederholen die frühere Bemerkung, dass für jeden, den 
beiden ersten Bedingungen genügenden Winkel q> die Grössen 

«cosqp U (ft -}- Vß) sinqp, « cosqp + (ft — Vß) sinqp, 
u cos qp^ -|- 2 ft cos qp sin qp c sin qp* 

positiv sind, so dass also innerhalb des durch diese beiden ersten 
Bedingungen begrenzten Winkelraumes keine Asymptote, sondern 
nur ein endliches Stück der Hyperbel liegt, woraus schon folgt, 

16 » 
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(lass der entsprechende Sector jedenfalls einen endlichen Werth 
hat*). Dieser wird bekanntlich durch die Formel 


B — J rdrdtf) = 5 r^d(p 


gefunden, wo nun in dem einfachen Integral rechts ftir r* der in 
der Peripherie der Hyperbel geltende Werth 


ftcosg)^+ 26 cosg)sing) + csin^p^ 

a I 1 1 I 1 

2 VZ> la cotang(p + i — VD acotangq) + i -f- V/H sing)* 


zu setzen ist; wir erhalten daher, indem wir cotangg) als neue 
Variabele betrachten, und 

■ = — d cotang m 
sing/* 

setzen, das unbestimmte Integral 

\frUv 

^ f «d cotangg) 1 C ad cotangg) 

4 YJ)J acotangg) + /> 4- \'D 4 VJjJ u cotangg) + /> — V/> 

1 . ^ acotangg) -f J 4- yZ) 

4 yj) a cotang g) 4 - i — \D ' 

diese Integration ist aber auszudehnen über alle Werthe von g), 
welche einen positiven Sinus haben, also von g) = 0 ah bis zu dem 
Werth, wo U (acotangg) 4 - 1>) = T wird; dieser Endwerth von <p 
ist durch die Bedingung, dass sing> positiv sein soll, vollständig 
bestimmt, und wir haben schon oben darauf hingewiesen, dass 
innerhalb dieses ganzen Winkelraums die beiden Grössen 
u cotangg) 4- 4- V-P) o cotangg) 4- 

stets das positive Zeichen hehalten, so dass das obige unbestimmte 
Integral eine stetige reelle Function von g) ist, woraus folgt, dass 
wir nur die beiden Grenzen in dasselbe einzusetzen haben. Auf 
diese Weise erhalten wir 


B = 


1 


lo 


T4- UVB 


1 


AVD T— uyn ~ 2yi) 


log 


T-y uyn 


*) lliei’uus folgt wieder naolitriiglich die Convergenz der l/isher lietrach- 
teten Keihen für jeden positiven Werth von q , d. h. für jeden Werth von 
8 > 1 . 
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Der Orenzwertli der auf die Form (a, h, c)' bezüglichen Haupt- 
summe wird daher, wenn man sUitt ^ wieder D schreibt, gleich 


a(p(2D) , T-\-UVD 

HD VI) ö 


wo, wie früher, 1\ U die beiden kleinsten der unbestimmten 
(ileichung 2'^ — BU^ — 0^ genügenden positiven Zahlen bedeuten. 
Mithin zeigt sich auch hier, wie früher bei den Formen von nega- 
tiver Determinante, dass der Grenzwerth einer auf eine einzelne 
Form («, b, c) des Systems S bezüglichen Hauptsumme nur von der 
Determinante D (und der Art 6), dagegen gar nicht von dem in- 
dividuellen Charakter der Form abhiingt, dass er also für alle 
diese Formen derselbe ist Bezeichnen wir wieder mit h die Au- 
zahl aller in S enthaltenen Formen, d. h. die Anzahl aller Clusxen 
ursprünylicher Formen (Ster Art für die positive Determinante D, 
so ist daher 


oy(2J) 

8DVD 


log 


T+ UVD 

ö 


der Grenzwerth, welchem für unendlich abnelimende positive Werthe 
von p die linke Seite unserer Hauptgleichung sich nähert Auf 
der rechten Seite ist x = 1, ferner ebenso wie früher bei Formen 
von negativer Determinante 


lim p 


1 

jp+C' 


cp(2A) _<pi‘2D) 
2A 2D ’ 


und folghch erhalten wir durch Vergleichung beider Seiten der 
Hauptgleichung das Resultat 


h = 


_1_ 

(Sa 


log 


4VX> 

T+ UVD 


^ (ir) 


I)\ 1 


«>+(' 

.• > GH!., ilt 1 

. •; J,.:,...!, 

. ''i '* /. 'il .(ir'J ■:i;i :i-t j il u.i ’ .11 
••e- 'I ‘....1 Ti.il- 

' \ .’V l; ' V ■f'lr.i;/ M'lidl 




Für Foi-mch der Wsten Art ist' rf=l''uiid o> = 2 (§.94); hier- 
aus folgt für die' Anzahl derClassen ursprünglicher Formell 'erster 
Art der Ausdruck : im! ■ lIc ! i ui .! -inl ..''I i: I 

, 2VD ^/'D\ 1 , , , 

log (TV tfVD) ■ 


,1 - 
-,.i -.1 

wo r, U die kleinsten der Gleichung 
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rs _ 7) C/> = 1 

genügenden positiven ganzen Zahlen bedeuten. Ist ferner D = \ 
(mod. 4), so existiren auch Formen der zweiten Art, deren Anzahl 
wir mit h' bezeichnen wollen; es ist dann ö = 2, und w = 1 oder 
= 3 zu setzen, je nachdem D = 1 (mod. 8) oder = 5 (mod. 8) 
ist; wir erhalten daher, wenn wir zur Unterscheidung mit 2", JJ' 
die kleinsten der unbestimmten Gleichung 
T'i — I)U'^ = 4 

genügenden ganzen positiven Zahlen bezeichnen, 

7/1 2VJ) V... ^ 

" “ w ■ lügi(2''+ U'VD) “ Vny 
Nun ist einleuchtend, dass jede Auflösung (<, u) der Gleichung 
P — 7) M* = 1 durch Verdoppelung eine Auflösung (t' = 2 1, m' = 2 m) 
der Gleichung = i giebt, und umgekehrt, dass man 

durch Halbiruug jeder geraden Auflösung ((', u') der letztem eine 
Auflösung (t, u) der erstem erhält. Hieraus folgt unmittelbar, 
dass (/ = 2 T, u' = 2 ü) jedenfalls die kleinste gerade Auflösung 
der Gleichung f* — Du'^ = 4 ist. Ist nun zunächst 7) = 1 
(mod. 8), so kann diese Gleichung überhaupt nur gerade Auflö- 
sungen haben; denn wäre eine der beiden Zahlen t',u' und folglich 
auch die andere ungerade, so wäre die linke Seite durch 8 theil- 
bar, während sie doch = 4 sein soll; in diesem Fall ist daher 

T' -I- U' VI) 

T = 2 1\ II' = 2 U, ^ = r+ U\D, 

und da ausserdem oj = 1 ist, so ergieht sich 

h' = Ä, wenn 7) — 1 (mod. 8). 

Im andern Fall 7) ^ 5 (mod. 8) kann die Regel nicht so be- 
stimmt ausgesprochen werden, indem hei manchen dieser Deter- 
minanten die kleinste Auflösung (T\ U') wieder eine gerade, hei 
anderen aber eine ungerade ist. Im ersten dieser beiden Fälle ist 
dann wieder T' = 2 T, JJ' = 2 U und folglich, da o = 3 ist, 

h' = \h, wenn 7) = 5 (mod. 8), und 2’', U' gerade; 

es giebt unterhalb 200 nur 5 Determinanten, nämlich 37, 101, 141, 
189, 197, für welche dieser Fall eintritt*). 

*) Vergl. Cayley: Note sur Vequation = + = 5 (luod. 8), 

Crelle’s Journal LIII. p. 369. Man findet daselbst eine Tabelle, welche bis 
D z= 997 reicht. 
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Im zweiten Falle, wenn T\ U' ungerade sind, haben wir unter 
allen positiven Auflösungen (t', «'), welche (§. 85) aus der Formel 
<' + u' VD /r + V VDy 


^ + U' VD y 


für positive Werthe von w entspringen, die kleinste gerade aufzu- 
suchen. Versuchen wir daher die nächst grössere Auflösung, welche 
dem Exponenten n = 2 entspricht, so erhalten wir 
T^ + DU'^ 


t' = 


u' = TU'; 


da u' offenbar ungerade ist, so gehen wir zu dem. folgenden Ex- 
ponenten n — 3 über, um die nächst grössere Auflösung zu prüfen ; 
da Anden \vir 

„ T'^ + 3DT'U'^- T'»4-3Df/'» 

^ — 4 — ^ 4 

und da 

T'* = = 1 (mod. 8) , 3 Z> = — 1 (m'od. 8) 

ist, so folgt, dass t' und folglich auch «' gerade Zahlen werden, 
und also t' — 2 T, u' — 2 U ist. Wir haben daher in diesem 
Falle 

/T'4- U'VIA^ 

T+ UVD = ( 2 ) 

und 

T' -l- U' VD 

log - = ilog(7’+ U\Dy, 


berücksichtigt man ferner, dass oj = 3 ist, so ergiebt sieb die 
Relation 

h' = h, wenn D = b (mod. 8), und I", U' ungerade. 


Auch für positive Determinanten hat Gauss*) ebenfalls die 
Relationen zwischen den Anzahlen der Formen der ersten und 
zweiten Art aufgestellt, für den letzten Fall aber, in welchem 
Z) = 5 (mod. 8) ist, in ganz anderer Form ; er zeigt nämlich, dass 
die drei ursprünglichen Formen 


(1, 0, — />), ( 4 , 1, 



d — D\ 
4 ) 


entweder alle äquivalent sind, oder drei verschiedenen ülassen 
angehören; und je nachdem das Erstere oder Letztere eiutritt, ist 
h' = h oder h' = \h.. 


*) V. A. art. 2.')G. VI. - Vcrgl. g. I5I, 1. 


Digitized by Google 



248 


Fünfter Abschnitt. 


§. 100 . 


Nachdem wir iin Vorhergcdienden für alle Fälle gezeigt haben, 
wie die Classenanzahl der Formen zweiter Art aus der der Formen 
erster Art gefunden werden kann, beschränken wir die fernere 
Untersuchung lediglich auf die Bestimmung der letztem. Bevor 
wir aber dazu übergehen, können wir eine weitere Zurückführung 
unserer Aufgabe vornehmen, indem wir zeigen, dass mau nur solche 
Determinanten D zu betrachten braucht, welche durch keine 
Quadratzahl (ausser 1) theilbar sind. 

Ist n eine beliebige Determinante, so kann mau immer 
D = setzen, wo S- das grösste*) in D aufgehende Quadrat, 
und also ZF ein Product aus lauter ungleichen Primzahlen (oder 
auch = — 1) ist, welches dem Zeichen nach mit D ühereinstimmt; 
dann lässt sich die Classenanzalü der F'ormen von der Determi- 
nante D auf die der formen von der Determinante 1)' zurück- 
führen. Bezeichnen wir alle auf die Determinante D' bezüglichen 
Grössen durch beigesetzte Accente, so wollen wir zunächst die 
beiden Summen 


S (S.) i „„d V (^) 4 

\ n / n‘ \ n ) n ‘ 


mit einander vergleichen, in welchen wir der Beciuemlichkeit halber 
s statt 1 4- 9 geschrieben haben. In der zweiten muss der Buch- 
stabe w' alle positiven Zahlen durchlaufen, welche relative Prim- 
zahlen gegen 2 7/ sind. Bezeichnen wir mit q' alle positiven un- 
geraden nicht in // aufgehenden, und, wie früher, mit q alle posi- 
tiven ungeraden nicht in D aufgehenden Pi-imzahlen, so ist, wie 
wir früher gesehen haben. 




1 


und natürlich ebenso 


\< 1 / r 



*) Die folgende Untersuchung gilt auch für den Fall, dass D' selbst noch 
rjuadratische Factoren hat. 
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Offenbar bildet nun das System der Primzahlen q nur einen 
Theil der Primzahlen q' , denn eine in D = I)' nicht aufgelicnde 
Primzahl q geht auch nicht in D' auf und ist folglich eine der 
Primzahlen </'. Das System der Primzahlen 5' besteht daher aus 
dem der Primzahlen q und aus solchen ungeraden Primzahlen r, 
welche nicht in //, wohl aber in D, also auch in S aufgehen, und 
deren Anzahl ofl'eidjar endlich ist. Das auf die Detenninante 
])' bezügliche unendliche Product wird sich daher in folgender 
W eise zerlegen 


X ~ 1 _ 1 

\q) q‘ 

da nun ferner D = I)’ und folglich 

(f) = (^') = (7) 




ist, so erhalten wir, indem wir statt der beiden unendlichen Pro- 
ducte wieder die unendlichen Ileihen aufschreihen, das Resultat 


und hieraus 

lim V (—) = ri fl —(—) lim (^■) -7^., 

\n/ m‘+P \ \r / r / \n J 


wo also das Productzeichen sich auf alle ungeraden in S, aber 
nicht in D' aufgehenden Primzahlen r bezieht. 

Nachdem wir so für positive wie negative Determinanten das 
Verhältniss zwischen den beiden analogen Grenzwcrthen bestimmt 
haben , die als Factoren in den Classenanzahlen h und h' für die 
Determinanten D und If auftreten, müssen wir wieder die beiden 
Hauptfalle von einander trennen. 

Ist zunächst D' und folglich auch I) negativ, so haben wir 
(da wir uns auf Formen der ersten Art beschränken) 

Ä ilXzX li,n v; (R\ 

n \n/ 

uiul, (len einzigen Fall ausgenommen, in welcliem 1, 


lin, ^ 

7C 


■ \n'J «'•+(' 


Mit Ausnahme des Falles 7 >' = — 1 ist daher, mit Rücksicht auf 
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Fünfter Abschnitt. 


fl.as eben gefuiidene V’erhältniss der beiden Grenzwerthe der un- 
endlichen Reihen, 

ist aber />' — — 1, also x' = 4, h'=l, und D — — S'^ nicht eben- 
falls = • — 1, also S > 1 , so ist die Classenanzabl für eine solche 
Determinante 1) gleich 


.sn(i-fcÄ). 


bür positive Determinanten haben wir folgende Formeln er- 
halten : 

7 ._ 2V7> 1 

* “ iog(r-h uvD) ^ Vir; 

2V7)' 1 

iog(r-f u'viy) “ VmV «'*+? 

wo T', ir die kleinsten jiositiven Zahlen bedeuten, die der Glei- 
chung T'- — D'U'^ = 1 genügen; hieraus ergiebt sich 

iog(r-i-D"y7)').. / /m ix 

* - Tlg(T+ UVD) X ^ V^ - Virj 7)> 

und cs kommt nur noch darauf an, das Verhältniss der beiden 
Logarithmen in rationaler Form anzugeben. Offenbar liefert nun 
jede Lösung (<, m) der Gleichung 

d. h. f» — 7 )'S*m»=1 

eine Lösung der Gleichung 

tfi — D'u'^ — 1 , 


in welcher 


t' = (, u' = Su, 


also das zweite Element u' durch S theilbar ist; und umgekehrt, 
sobald in der Lösung ff', m') das zweite Element u' durch S theil- 
bar ist, so erhält man hieraus eine Lösung der erstem. Hieraus 
folgt, dass die beiden Zahlen 

f = T, u' = SU 

die kleinste positive Lösung der zweiten Gleichung bilden, in 
welcher das zweite Element durch S theilbar ist; man kann daher 
T-[-SUYI>' = T + UVn = (T' + V VD'j» 
setzen, wo k der kleinste positive ganze Exponent ist, für welchen 
der irrationale Destandtheil der Potenz einen durch S theilbaren 
Coefficienten erhält; und dann ist 
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Setzt man, wie frülier, 

(T' + ü' yiyy — + k V-ö' , 

so lässt sich der AVerth von A unmittelbar angeben, wenn für jede 
einzelne in S aufgebende Primzabl p die kleinste Zahl v bekannt 
ist, für welche u'^ durch p theilbar, und zugleich die höchste Po- 
tenz von p gegeben ist, welche dann in u'y aufgeht *) ; doch gehen 
wir hierauf nicht weiter ein, da der Hauptzweck, das Verhältniss 
zwischen den Classenanzahlen h und h' für die Determinanten Z) 
und D' zu finden, erreicht ist. 

Dieselbe Aufgabe ist, wenigstens für negative Determinanten, 
auch schon von Gauss vollständig gelöst**). 


§. 101 . 

In Folge der vorhergehenden Untersuchungen können wir uns 
auf den Fall beschränken, in welchem die Determinante T) durch 
kein Quadrat ausser 1 theilbar ist, und es bleibt nur noeb übrig, 
den Grenzwerth der unendlichen Reihe 



lür unendlich abnehmende positive AVorthe von p wirklich zu be- 
stimmen. 

So lange p positiv bleibt, ist diese Reibe immer convergent, und 
zwar ist ihre Summe durchaus unabhängig von der Ordnung, in wel- 
cher man ihre Glieder auf einander folgen lässt ; ist aber p = 0, so 
gehört diese Reihe zu der Classe derjenigen, in welcher die Summe 
der positiven Glieder für sich , so wie die der negativen Glieder 
für sich genommen unendlich gross ist. Da nun unter der Summe 
einer unendlichen convergirenden Reihe stets der Grenzwerth ver- 
standen wird , welchem sich die Summe ilirer ersten n Glieder 
nähert, wenn die Gliederanzahl n uidiegrcnzt wächst, so sieht man 

*) Dirichlet: TJeher eine Eigenschaft der quadratischen Formen von 

positiver Determinante (Crelle’s Journal LIII). 

**) D. A. art. 256. V. — A'ergl. §. 151, II. — Die obigen Sätze sind auf 
anderm AA'ego auch von Lipschitz bewiesen (Crellc’s Journal LIII). 
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Fünfter Abschnitt. 


Icidit ein, dass bei einer unendlichen Reihe von dieser eigenthüm- 
lichen Beschaffenheit erst dann von ilirer Convergenz und von ihi’er 
Summe die Rede sein kann , nachdem ihre sämmtlichen Glieder in 
eine bestimmte Ordnung gebracht sind, nach welcher eines auf 
das andere folgt; denn die Summe, wenn sie überhaupt existirt, 
hängt wesentlich von der Compensation ah , welche zwischen den 
für sich allein unendlich wachsenden positiven und negativen Bc- 
standtheilen gerade durch diese Anordnung der Glieder hervor- 
gebracht wird. Eine solche unendliche Reihe hat daher ganz ver- 
schiedene Summen , je nach der verschiedenen Anordnung der 
Glieder. Aber gesetzt auch, dies wäre gar nicht der Fall, sondern 
die Reihe hätte auch für den Werth p = 0 einen vollständig be- 
stimmten Werth, so würde sich immer noch fragen, ob dieser 
Werth auch der Grenzwerth ist, welchem sich der Werth der Reihe 
unendlich nähert, wenn p unendlich klein wird, d. h. cs würde sicli 
fragen, ob der Werth der unendlichen Reihe sich an der Stelle 
p = 0 stetig mit p ändert. 

lieber alle diese Zweifel entscheidet nun der folgende allge- 
meine Satz*); 'Sind ce.j, «, . . . unendlich viele Constunten von 
der Beschaffenheit, dass die Summe 

^fl = «l + «2 + • • • + «»1 

wie gross auch n werden mag , ihrem absoluten WeHh mich stets 
Meiner bleibt als eine feste Constantc C, so convergirt die unend- 
liche Reihe 


1 > 2 ' 3 » 


+ 


+ — + 

^ m’^ 


für jeden positiven Werth des Exponenten s (excl. s = 0) und ist 
zugleich eine stetige Function von s. 

Um dies zu beweisen, vergleichen wir die vorstehende Reihe 
mit der folgenden 






Die Summen der ersten n Glieder der erstem und letztem Reihe 
unterscheiden sich von einander nur um 


ßn . 

(«+!)*’ „n 

da nun der Voraussetzung nach ß„ seinem absoluten Werth nach 

I _ , .1 

*) Dirkhlet: Recherches etc. §. 1. — Vergl, '§. 143. ; ■ 
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stets unterhalb der endlichen Grösse C bleibt, und s positiv ist, 
so wird dieser Unterschied mit unbegrenzt wachsendem n unend- 
lich klein werden. Nähert sich daher die Summe der ersten 
n Glieder der einen Reihe einem bestimmten Grenzwerth, d. h. 
convergirt die eine Reihe, so ist dies auch mit der andern der Fall, 
und zwar hat sie dieselbe Summe. Wir brauchen daher die obigen 
Behauptungen nur für die letztere Reihe zu beweisen; dazu be- 
trachten wir die Summe von beliebig vielen Gliedern, welche aul' 
die ersten n Glieder folgen: 

((M-h !)*“(« -1-2)0 ■’■■■■ 

”l- -h m)’ (n tn -F 1 ) 3 ' 

da die Differenzen 

1 1 _ 1 _ 

(n -f 1)* (w -f 2)* ’ (w -t- 2)» (n -{- 3)* 
sämmtlich positiv sind, und ihre Coefficienten 

^a+li ßn^-i • • • 

absolut genommen sämmtlich kleiner als C sind, so ist die Summe 
dieser »»Glieder absolut genommen auch kleiner als das Product 
aus C und der Summe jener »»Differenzen, d. h. kleiner als 

^ ^ 

\(w 4- 1)' (n + «» -f 1)V 

und folglich auch kleiner als 

C 

(m 1)' «* ’ 

die Summe dieser »»Glieder der Reihe kann daher, wie gross ihre 
Anzahl »» auch genommen werden mag, durch hinreichend grosse 
Werthe von n kleiner gemacht werden, als jeder vorher vorge- 
schriehene noch so kleine Werth. Das Stattfinden dieser Erschei- 
nung ist aber bekanntlich nicht nur ein erforderliches, sondern 
auch ein ausreichendeß Kennzeichen für die Convergenz einer jeden 
unendlichen Reihe. ! 

Nachdem so für jeden positiven Werth von s die Convergenz 
der Reihe gezeigt ist, haben wir noch zu beweisen, dass der Werth 
der Reihe sich stetig mit s ändert; wir weisen dies nach für das 
Gebiet aller positiven Werthe von s, die grösser sind als ein be- 
stimmter positiver Werth ö; da man nämlich, wie klein ein von 
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Null verschiedener positiver Werth s auch sein mag, immer noct 
einen positiven Werth <5 angeben kann, welcher unterhalb s liegt, 
so wird der Beweis dann wirklich für alle positiven Werthe s 
(excl. s = 0) gelten. Nun können wir die ganze Reihe als aus 
zwei Theilen bestehend ansehen, deren erster die Summe ihrer 
ersten w Glieder 

••• 

also eine stetige Function von s ist, während der zweite, wie im 
Vorhergehenden bewiesen ist, sicher 

C C 

< — und also auch < — 

ist; dieser letztere Theil kann also durch die Wahl eines hinrei- 
chend grossen Werthes von d. h. durch eine zweckmässige Zer- 
legung der ganzen Reilie, kleiner gemacht werden, als irgend ein 
vorgeschriebener Werth; und zwar wird, was besonders wichtig 
ist, für alle Werthe von s > 6 dies durch einen und denselben 
Werth von w, d. h. durch eine und dieselbe Zerlegung der unend- 
lichen Reihe bewirkt werden. Da nun der erste Bestandtheil 
stetig ist, so kann eine etwaige Unstetigkeit des Ganzen nur von 
einer Unstetigkeit des zweiten Bestandtheils herrüliren, und folg- 
lich muss, da dieser zweite Theil für alle in Betracht kommenden 
Werthe von s absolut genommen < Cn~*^ ist, die Grösse einer 
plötzlichen Werthänderung beim Durchlaufen eines 'bestimmten 
Werthes von s jedenfalls < 2 Cn~*^ sein. Da Tvdr aber durch 
zweckmässige Wahl von n diesen Werth beliebig klein machen 
können, so folgt, dass gar keine Unstetigkeit Vorkommen kann; 
denn fände wirklich ein Sprung um eine Grösse Statt, so nehme 
man n so gross , dass 2 Cn~^ < ft wird , so ergiebt sich augen- 
blicklich der Widerspruch. 

Nachdem so der obige Satz vollständig bewiesen ist, wenden 
wir ihn auf unsere Reihe 

2 ( _L_ 

^\n) n^+Q' 

an, in welcher die Glieder von jetzt ab stets so geordnet werden 
sollen, dass die Zahl n beständig wächst. Unter dieser Voraus- 
setzung erkennt man leicht, dass diese Reihe einen speciellen Fall 
der in dem vorstehenden Satze untersuchten R^ihe bildet; setzt 
man nämlich 
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oder = 0, 


je nachdem m relative Primzahl zu 2D (also eine Zahl «) ist oder 
nicht, und lässt m ein vollständiges Restsystem (mod. 4D) durch- 
laufen, so ist die Summe der entsprechenden Coeflicienten a„. stets 
= 0 , weil diese Coefficienten theils selbst = 0 sind und die 
übrigen, wie eine frühere Untersuchung (§. 52) ergeben hat, zur 
Hälfte den Werth -|- 1, zur andern Hälfte den Werth — 1 besitzen. 
Hieraus folgt unmittelbar, dass die Summe von noch so vielen auf 
einander folgenden Coefficienten a„. stets unterhalb einer endlichen 
Grösse (+ 2/J) bleibt. Mithin ist die in der oben angegebenen 
Art geordnete Reihe 



convergent, so lange s positiv bleibt. Und zugleich eine stetige 
f’unction von s; und folglich wird, wenn g unendlich klein wird. 


lim 2 





wo , wie wir nochmals hervorheben , die Glieder der Reihe so ye- 
ordnet sind, dass n beständig wächst. 


§. 102 . 


Es ist nun zweckmässig, bei der Bestimmung der Summe der 
unendlichen Reihe 

\n y n 

dieselben vier Fälle zu unterscheiden, welche wir früher (§. 52) 
aufgcstellt haben. Wir wenden uns zunächst zu dem Fall, in 
welchem 

J) = + P = 1 (mod. 4), also 

ist, wo P den absoluten Werth von D bedeutet, und also eine po- 
sitive ungerade, durch kein Quadrat theilbare Zahl und > 1 ist. 
Dann lässt sich die Reihe 
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leicht auf die Reihe 


Fünfter Abschnitt. 


Jlf = 



TjVi 


zurückführen, in welcher m beständig wachsend positiven rela- 
tiven Primzahlen zu P, auch die //craf/c» durchläuft. Da jedesmal, 
wenn m ein vollständiges Kestsystem (mod. P) durchläuft, zufolge 
§• 52 , ( 3 ) 



ist, so convergirt die Reihe Jlf; ist ferner h eine beliebige positive 
ganze Zahl, und betrachtet man alle diejenigen Zahlen m, welche 
< sind, so sind dieselben zum Theil ungerade, zum Tbeil ge- 
rade; die erstem stimmen offenbar mit allen Zahlen n < ‘2kP 
überein, und die letztem sind von der Form 2fw', wo ni' alle die- 
jenigen Zahlen m durchläuft, welche < kP sind. In dieser Aus- 
dehnung ist daher 



und hieraus folgt, wenn man k über alle Grenzen wachsen lässt. 


Allgemeiner findet man leicht, dass 


ist; man braucht nur den reciproken Werth des ersten Factors auf 
der rechten Seite'in eine geometrische Reihe zu verwandeln, und 
diese mit der Reihe auf der linken Seite zu multipliciren, so er- 
giebt sich als Product der zweite Factor auf der rechten Seite; 
oder man kann auch genau so wie oben verfahren, indem man die 
Zahlen m zerlegt in die Zahlen n und 2 »»'. 
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§. 103. 


Die nun noch auszuführende Summation kann mit Hülfe des 
in den Supplementen (I. §. 116) bewiesenen Satzes auf verschie- 
dene Arten bewerkstelligt werden, entweder durch Zurückführung 
auf Fourier’sche Reihen, oder durch die Integration eines ratio- 
nalen Bruchs. Wir schlagen den letztem Weg als den directern 
ein. Bedeutet m irgend eine positive ganze Zahl, so ist bekanntlich 

1 


m 


I 


= I x^'~^dx, 


und folglich ist auch 

0 


Da nun das Jacobi’sche Symbol für alle einander nach dem Modul 
P congruenten Zahlen m denselben Werth hat, so ist die Summe 
der Glieder unserer Reihe, in welchen m <hP, gleich 


wo zur Abkürzüng 



l—x^p 
l—x^ ’ 


’ /(a:)= 

gesetzt ist, und der Summationsbuchstabe fi die Werthe m durch- 
laufen muss, welche < P sind. Da dieselben ein vollständiges 
Restsystem in Bezug auf den Modul P bilden, so ist nach einem 
schon öfter benutzten Satze (§. 52) 

/(l) = 2 (|-) = 0; 

es ist folglich f(x) theilbar durch x(x — 1), und mithin hat der 
Bruch 

jl . 

X 1 — x^ 


im reellen Integrationsintervall 0 ^ a? ^ 1 endliche Werthe. Hier- 
aus folgt leicht, dass mit unbegrenzt wachsendem k das Integral ' 

Dirichlet, Zahlentheorie. ]^7 
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Fünfter Abschnitt. 


rdx 
J X 


dx f(x)x^^ 
X 1 —x^ 


unendlich klein wird, und Avir erhalten folglich 


y 1 /(^) . 

^\Pj m ~~J X 1-x^^ 


die Aufgabe ist mithin darauf zurückgeführt, einen echten ratio- 
nalen Bruch zu integriren, was bekanntlich durch Zerlegung des- 
selben *in sogenannte Partialbrüche geschieht. Setzen wir zur 
Abkürzung 

2ni 

= i, e’’ =0, 

so ist in unseim Fall der Nenner 

x ^ — 1 = — 

wo das Productzeichen sich auf den Buchstaben « bezieht, welcher 
ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modul P durch- 
laufen muss; wir setzen fest, dass a die Werthe 

0, 1, 2 . . .(P— 1) 

durchlaufen soll; man erhält dann nach bekannten Regeln 


1 /(®) 


==-4 s 


/(ö“) 


X l — x^ P X — ö" ’ 

wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben a bezieht. Nach 
der oben eingeführten Bezeichnung ist nun 

2ani 


( i. \ 2um 


und diese Summe ist vermöge des in den Supplementen (I. §. 116) 
bewiesenen Satzes 

= VP . 

WO die Quadratwurzel VP positiv^ und 

(»=« 

zu nehmen ist, wenn a keine relative Primzahl zu P ist. Die Zer- 
legung in Partialbrüche liefert uns also das Resultat 


1 fix) 

X 1 — x^ 


*■■/, (/>-■)* (p) 

VP “x—iF' 


( 
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wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben a bezieht, der 
nur alle die positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen braucht, 
welche < P und relative Primzahlen zu P sind. 

Die nun auszuführenden Integrationen der einzelnen cp (P) 
Partialbrüche sind in der einen Formel 

y + *arctang£:^ 

oder 


S X — 5 x’ — 2x cos Ä + l| 4- i arctang 


X — cosd 


sin ä 


enthalten, aus welcher, wenn 0 < 5 < 2 sr ist, 

1 


r dx 

J X — 


log (2 sin J d) + f jarctang (tang j d) + arctang (cotang d)| 


folgt, vorausgesetzt, dass die beiden Arcus, welche in der Paren- 
these stehen, in dem Intervall zwischen -f- j and — genom- 
men werden. Mag nun d zwischen 0 und ä, oder zwischen n und 
2 ä liegen, so ergiebt sich hieraus leicht, dass immer 


1 

J = sinld)-f f(|Ä — id) 

o 


ist. 

Wenden wir dies auf unsern Fall an, so erhalten wir 


/ dx , /„ . «ff\ , ./« an\ 

0 

und folglich 

^(f) i =-’^ ^(1) h 

wo das Summenzeichen rechts sich auf alle qofP) Werthe von a 
erstreckt. Da nun 


^(ß) = ^ 

ist, so können die in der Parenthese befindlichen Glieder, welche 
von a unabhängig sind, wie log 2 und weggelassen werden, 
und man erhält dann 

17 * 


) 
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^ W m~ VT~ ^ \p) pg ““ :p - -p”r 

Dieses Resultat nimmt noch einfachere Formen an, wenn man 
die beiden Fälle P = 1 (mod. 4) und P = 3 (mod. 4) von ein- 
ander trennt. Im erstem Falle ist nämlich 

und folglich, da die linke Seite reell ist, 

/m\ 1 1 „ /« \ , . ax 

^(p)m“' yp2(pjlogs“p 

S(J)« = 0; 

im letztem Fall dagegen ist 

— i 

und folglich 


2 (J) log sin ^ = 0. 


Diese beiden Vereinfachungen lassen sich auch auf folgende Weise 
verificiren. Bedenkt man, dass (P — «) dieselben Werthe wie a 
durchläuft, so folgt 

2 (^) « = 2 (P- «) =-2 (^)« 


2 (^) logsin^ = 2 (^“) log sin 

= 2(^) log sin y; 
ist nun P = 1 (mod. 4), so folgt hieraus 

2(p) «=— « = 0; 

ist dagegen P = 3 (mod. 4), so ergiebt sich 

2 log sin ^ = — V log sin ^ = 0. 
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§. 104. 

Hierflait ist nun für den von uns betrachteten Fall, in wel- 
chem die Determinante Z) = ± P = 1 (mod. 4) und durch kein 
Quadrat theilbar ist, der gesuchte Grenzwerth 

wirklich in Form eines geschlossenen Ausdrucks gefunden, imd 
um die Anzahl h der zu dieser Determinante D gehörenden ur- 
sprünglichen Formen der ersten Art zu erhalten, brauchen wir 
nur noch die beiden Fälle, in welchen D negativ oder positiv ist, 
von einander zu trennen. 

Erstens. Ist D negativ = — P, und also P = 3 (mod. 4), 
so ist (§. 97) 

X \n/n 

und da in diesem Fall 

=-(‘-( 1 ) 4 -)?^^©“ 

ist, BO ergiebt sich 

wo « wieder alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen muss, die 
< P und relative Primzahlen zu P sind. Oflfenbar muss dieser 
Ausdruck für die Classenanzahl sich noch in der Weise umformen 
lassen , dass der Divisor P verschwindet. Dies lässt sich in der 
That durch folgende Betrachtung erreichen. Bezeichnet man mit^ 
«' diejenigen Zahlen a, welche < JP sind, so stimmen die Zahlen' 
(P — a’) mit denjenigen Zahlen a überein, welche > |Psind; es ist 
daher 

wo die Summenzeichen rechts sich auf den Buchstaben a be- 
ziehen; da nun P = 3 (mod. 4), und also 
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(^)=W(i)=-© 

ist, 80 erhalten wir 

^ (t) « = ' ^ (7) “'--P ^ (t> 

OfiFenbar wird die Reihe aller Zahlen a aber auch erschöpft durch 
die sämmtlichen Zahlen 2«' und (P — 2 a'), und folglich ist auch 


2 (^) « = S (^') 2«' + V (P-2a') 

oder nach leichten Reductionen 

Zieht man diese Gleichung von der frühem ab, nachdem dieselbe 
mit 2 mtiltiplicirt ist, so erhält man 

und hierdurch verwandelt sich der obige Ausdruck für die Classen- 
anzahl in den folgenden einfachsten: 



Wir können daher für diesen Fall als Resultat unserer ganzen 
Untersuchung folgenden Satz aussprechen: 

Ist P eine positive, durch kein Quadrat theilbare Zahl von der 
Form 4 + 3, und bezeichnet man mit a' edle relativen Primzahlen 
zu P, welche <\P sind, so findet man die Classenanzahl h der zu 
der Determinante P = — P gehörenden Formen der ersten Art, 
wenn man von der Anzahl derjenigen der Zahlen a', für welche 



'ist, die Anzahl der übrigen Zahlen «' abzieht. 

Der Ausdruck dieses Satzes vereinfacht sich in dem speciellen 
Fall, wenn P eine einfache Primzahl ist, folgendermaassen : 

Ist der absolute Werth p der negativen Determinante D = — p 
eine Primzahl von der Form 4m-}-3, so ist die Classenanzahl h 
der zu ihr gehörigen Formen der ersten Art gleich dem üeberschuss 
der Anzahl der zwischen 0 und \p liegenden quadratischen Beste 
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'enseJhen Grenzen lieaenden 

A 


von p über die Anzahl der zwisehen^ 
quadratischen Nichtreste von p. ■ 

Dieser letztere Satz ist in einer^ nicht wesentlich verschiedenen 
Form schon einige Zeit vor der Veröffentlichung der Lösung 
des allgemeinen Problems*) durch Induction von Jacobi**) ge- 
funden. 

Als Beispiel wählen wir die Determinante D = — 11; unter 
den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 sind vier quadratische Reste 1, 3, 4, 5, 
und ein quadratischer Nichtrest 2 von 1 1 ; mithin ist die Anzahl 
der Formen erster Art = 4 — 1 = 3. In der That giebt es für 
diese Determinante nur drei (nicht äquivalente) reducirte Formen 
erster Art, nämlich (1, 0, 11), (3, 1, 4) und (3, — 1, 4). 

Beiläufig mag hier bemerkt werden, dass zufolge des gewon- 
nenen Resultats die Anzahl der Zahlen a', für welche 

(f)= + l, 

stets grösser ist, als die Anzahl der Zahlen a', für welche 

(Ä = - 

ist, da h immer eine positive Zahl, nie = 0 ist : ein Satz , welcher 
auch für den einfachsten Fall, wo P eine Primzahl von der Form 
4n-f3 ist, auf anderm Wege noch nicht hat bewiesen werden 
können (vergl. das Theorem über die arithmetische Progression, 
Supplement VI.). 

Zweitens. Ist die Determinante D positiv = 4- P> und also 
P = 1 (mod. 4), so ist (nach §. 99) die Classenanzahl 


h = 


2 VP 


log(P-f-PVP) 
und da in diesem Fall 


^(-)- 
■“ \ w / n 




♦) Dirichlet: Becherches sur diverses applications de Vanahjse infini- 
tisimale ä la thioric des nombres in Crelle’s Journal XIX und XXI. 

♦♦) Observatio arithmetica in Crelle’s Journal IX; vergl. Dirichlet: 
Gedäebtnissrede auf C. G. J. Jacobi, und Kummer: Gedächtnissrede auf 
G. P. Lejeune Dirichlet. 
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^ , . an 

= 

ist, so ergiebt sich 

, ^ ( f ) V / 1 ■ 

iog(j’+ cryp) ^vp) p' 

Bezeichnet man die Zahlen a mit a oder mit b, je nachdem 
= + 1 oder =r — 1 

ist, so nimmt die vorstehende Gleichung folgende Gestalt an: 

-(I) 


h = 


log{P+ UVP) 


log 


Ilsin^ 

nsin^^’ 


hierin beziehen sich die Productzeichen U im Zähler und Nenner 
resp. auf alle h und auf alle a; und ausserdem bedeuten T, U die 
kleinsten positiven ganzen Zahlen, welche der Pell’schen Gleichung 
Tt — Pü^= 1 

genügen. Der wahre Charakter dieses Resultates wird durch eine 
weitere Umformung (§. 107) noch deutlicher werden. 


§. 105. 


Nachdem im Vorhergehenden (§§. 102 bis 104) der Fall, in 
welchem P = 1 (mod. 4) ist, seine vollständige Erledigung ge- 
funden hat, begnügen wir uns, die Hauptmomente für die allge- 
meine Untersuchung hervorzuheben. Es handelt sich zunächst 
um die Bestimmung der Reihe 


\n/n 


in welcher n beständig wachsend alle positiven ganzen Zahlen 
durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu 2P sind. 

Gebrauchen wir nun die Buchstaben P, d, s gebau in derselben 
Bedeutung, wie sie am Schluss des §. 52 festgesetzt ist, so ist 
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und folglich stets 

(!)=(?). 

wenn w = v (mod. 8P) ist. Setzt man daher 

1 

— == / x*~^dx, 
n J 


und 


/•(*) = 2 (^) 


WO V alle die Zahlen n durchläuft, welche < 8 P sind, und berück- 
sichtigt, dass /(l) = 0 ist (§. 52), so findet mau unter der Vor- 
aussetzung, dass der Modulus von x auf dem Integrationswege < 1 
hleibt, ähnlich wie in §. 103, 


N 


m ^ 


X^^ X 


_L /v 

SPJ ^ x—a ’ 


WO CO alle Wurzeln der Gleichung 

CO^P =1 1 


durchlaufen muss; diese sind bekanntlich von der Form 


wo zur Abkürzung 


3 




l±l 

V2 ’ 



gesetzt ist; lässt man r und s vollständige Restsysteme resp. nach 
den Moduln 8 und P durchlaufen, so erhält co seine sämmtlichen 
8P Werth e. 

Bedeuten nun und m resp. die kleinsten positiven Reste der 
Zahl V in Bezug auf die Moduln 8 und P, so ist p. eine der vier 
Zahlen 1, 3, 5, 7, und m eine der (p(P) relativen Primzahlen zu P; 
und da umgekehrt jedem solchen Restpaare p, m eine und nur eine 
bestimmte Zahl v entspricht (§. 25), so findet man , mit Zuziehung 
des in den Supplementen (§. 116) bewiesenen Hülfssatzes, 
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= jr (i + di^) (1 + * (- m (^) /V)\p, 

wo yP positiv ist, und das Jacobi’sche Symbol den Werth Null bat, 
wenn s keine relative Primzahl zu P ist. Wenn P = 1 , so sind 
die Facto ren, jin welchen P vorkommt wegzulassen. Setzen wr 
nun zur Abkürzung 

wo s alle incongruenten Zahlen (mod. P) zu durchlaufen hat, die 
relative Primzahlen zu P sind, so ergiebt sich 

N = — ^Jyp 2 / (1 + di’O (1 + « (— !)'•) 

wo r ein vollständiges Restsystem (mod. 8) durchlaufen muss. 
Trennt man jetzt die vier Fälle von einander , so erhält man fol- 
gende Resultate: 


I. D = ±P=1 (mod. 4), d = -I- 1, £ = -F 1; 

N .2VP = — A » J {il){0) — i(,{4)]. 

II. D = + P = ^ (mod. 4), d = — 1, £= 41 ; 

N . 2VP= — i.A * ^ {^(2)-V-(6)). 

III. P = ± 2P = 2 (mod. 8), d = -h 1, « = — 1 ; 

N.2V2P= — {^(1)— t^-(3) — !/»(5)4 -i/;(7)}. 


IV. D = ±2P=G (mod. 8), d = — 1, £ = — 1 ; 

c—y 

N.2V^= —i.A “ ^ {rJ>(l)-|-t/^(3) — rf»(5)-^(7)}. 
Dieselben Formeln gelten auch noch für den Fall P=l, d. h. 
für die Fälle D = — 1, P=-|-2, P = — 2, wenn 

I 

tl> (r ) = 

0 


- r 

~J x—f 
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gesetzt wird. Zur Bestimmung der Werthe auf welche es 

jetzt allein noch ankommt, dient wieder die unter der Voraus- 
setzung 0 < 9 < 2« gültige Gleichung 



log(2sinlg)) — 


0 

und man findet hieraus für den Fall P = 1 leicht folgende Re- 
sultate : 


D= -\\ Nr= 


7t 


D=+2-, 


( 1 ) 


Z) = -2; N'. 


7t 


2 V2’ 


wo V2 positiv zu nehmen ist. Schliessen wir von jetzt an den 
Fall P = 1 gänzlich aus, so ist 
1 

/ dx 1 /n ■ m7t\ , ( 7t m7t\ . 

8?; + - 8P> ■ 

0 

wo m den kleinsten positiven Rest der Zahl (Pr -f 8s) nach dem 
Modul 8 P bedeutet, so dass 

m = Pr (mod. 8) , m = 8 s (mod. P) , 0 < m < 8 P 
ist; hieraus folgt 

wo m diejenigen (p(P) positiven Zahlen durchlaufen muss, welche 
relative Primzahlen zu P, kleiner als 8 P und zugleich = Pr (mod. 8) 
sind ; da dieselben nach dem Modul P incongruent sind, so ist (§. 52) 

und folglich nimmt die vorstehende Gleichung folgende einfachere 
Gestalt an 


«^W = (|)^:(5)(logsin^ 


( 2 ) 


tnxi\ 

ITJ' 

m = Pr (mod. 8) , 0 < m < 8 P. 

Hierdurch ist nun der Werth der unendlichen Reihe iV in 
allen Fällen auf eine Summe von einer endlichen Anzahl von Glie- 
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dem zurückgefiihrt; dieselbe ist aber noch bedeutender Verein- 
fachungen fähig, zufolge gewisser Eigenschaften der acht Ausdrücke 
^(r), die entweder aus der so eben gefundenen Form, oder auch 
aus ihrer ursprünglichen Definition leicht abgeleitet werden kön- 
nen. Indem wir den letztem Weg einschlagen, setzen wir zur 
Abkürzung 

F(x) = n(x-e-ß = 0 ) 

wo die Buchstaben a und b die in §. 52 festgesetzte Bedeutung 
haben; dann wird zufolge der obigen Definition 

l 

tf'W = J'dlogFixj-^), 

0 

wo der Modulus der Variabein x auf dem Wege von 0 bis 1 stets 
< 1 bleibt, oder auch 

t(r) = Jd\ogF(x), 

0 

wo, wenn die complexen Grössen in der bekannten Weise geo- 
metrisch durch Puncte einer Ebene dargestellt werden, der Punct 
X von 0 bis j-’’ sich so bewegen muss, dass er im Innern des mit 
dem Halbmesser 1 um den Punct 0 beschriebenen Kreises bleibt. 
Die acht Puncte f zerlegen die Peripherie dieses Kreises in acht 
gleiche Octanten , auf welche sich die (p (P) Puncte ö* vertheilen, 
die ihrerseits wieder in zwei Classen 6“ und 0* zerfallen. 

Aus der Definition der Function F(x) geht zunächst hervor, 
dass sie mit 

n (x' - 

conjugirt ist, wenn x' den mit x conjugirten complexen Werth be- 
deutet ; und hieraus folgt unmittelbar, dass xt> (r) und 

(^) J = (=^) t (- r) 

ü 

ebenfalls conjugirt sind. Setzt man daher zur Abkürzung 


E(r) = rl>(—r) + 
J(r) = 


Digilized by Google 



Classenanzahl der Formen. 


269 


so wird R reell, und J rein imaginär oder = 0; und man erkennt 
leicht, dass die Summe JV sich auf Ausdrücke von der Form R oder 
J reducirt, je nachdem die Determinante D positiv oder negativ ist. 

Aus der Definition der Function F{x) folgt ferner leicht die 
Relation 

Fix) F(— x) = (5) 

da nun, wenn x im Innern des Kreises von 0 bis j-*" geht, gleich- 
zeitig — X von 0 bis und x^ von 0 bis j~^*' fortrückt, so er- 

giebt sich 

^ (r) -h ^ (r -f 4) = ^ (2r); (6) 

dieselbe Eigenschaft kommt offenbar auch den Ausdrücken R und 
J zu. 

Die Function F{x) besitzt endlich noch die folgende Eigen- 
schaft 

F^-^'^ = »^^^’F(x)('^^-, (7) 

da nun, wenn x im Innern des Kreises von 0 bis j~^ geht , der re- 
ciproke Werth y ausserhalb des Kreises von oo bis fortrückt, 
so folgt 

J dXo^Fiy) = *(’')> 

00 

und hieraus ergiebt sich 


J{r)=j d\ogF{Zr), 
0 


wo Zr ißi Innern des Kreises von 0 bis dann ausserhalb desselben 
von f bis 00 geht. Die Differenz J {r) — -\- 1) ist daher ein 

geschlossenes Integral, in welchem die Integrationsvariabele einen 
positiven Umlauf um diejenigen Puncte 0* macht, die auf dem von 
den Puncten^’»' und^'»'+^ begrenzten Octanten liegen, und folglich 
ist nach bekannten Sätzen der complexen Integration 


J(r) - Jir + 1) = 2 , 


wo s alle Werthe durchläuft, die der Bedingung 
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genügen; hieraus ergiebt sich weiter 
J (r) — J(r + 4) = 2 
und ebenso, wenn r positiv ist, 

J(r)-J(2r) = 2ni 2 

setzt man die hieraus folgenden Werthe von t7'(r + 4) und «7(2 r) 
in die aus (6) abgeleitete Gleichung 

J(r) + «7(r + 4) = (^)«7(2r) 

ein, so erhält man 

1^ - (D) = 2..- (T(i) - (I) I (^)). 

Bedenkt man ferner, dass 
ist, so ergiebt sich 

(2_(|))j(0) = 2„i(±) 

{2 - (1)1 m = 2 j. + (^) - (A)) I (^) 

J(» + (^) J(3) = 2,i (i(±) + (5^) |(i)l ■ 

Da endlich zufolge (6) und (4) 

H;(0)-«l.(4) = {2-(^)) i/;(0), 

^(0) =.7(0), 
tK6) - (^) V-(2) = «7(2), 

\t(7) - V-(3)l +(:^) {n, (5) - ,1.(3)} =.7(1) +(^) .7(3) 

ist, so wrd, wenn die Determinante D negativ, also P im ersten 
und dritten Falle = 3, im zweiten und vierten Falle = 1 (mod. 4) ist. 
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'■ ^=m- ?(y)’ 

^ ^ wf !• W “ I W|’ 

wenn man berücksichtigt, dass im zweiten und vierten Falle 


Kt) = “ 


ist. 

Für positive Determinanten erhält man ebenfalls Verein- 
fachungen durch die Betrachtung des reellen Ausdrucks (4) 

1 




.1 


= - {i) iogK/-ö') 

= log \F{r)F{j^)('^\, 

welcher zufolge (7) in den folgenden übergeht 

R{r) = log [cFij’^y], 
wo 

c = ö^‘-^“= ^i±i^ oder =1 

ist, je nachdem P = 3 oder von 3 verschieden ist (§. 140). Da 
nun zufolge (6) und (4) 

ti>iO)-t(i)= | 2 -(|-)) t{0) 

+ (^)l 

V'(ß) -h (^) tf'(2) = P(2) 

+ xt>(ß) = P(3) 
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ist, so erhält man , weü im ersten und dritten Falle P = 1 , im 
zweiten und vierten Falle P = 3 (mod. 4) ist, 

I. 27 . 2 VP = - {l - (^) -1} log (P(l)*} 

II. 27 . 2 VP = — log (cP(i)>) 

III. If.2V2P = Iogj^’j 

IV. 27 . 2 Wf = — log {c*F0)»P0'3)»). 


§. lOG. 


Nachdem der Werth der unendlichen Reihe N für alle Fälle 
bestimmt ist, in welchen die Determinante D durch kein Quadrat 
(ausser 1) theilhar ist, können wir nun die Anzahl h der Classen 
der uursprünglichen Formen der ersten Art in geschlossener Form 
angeben *). 


A. Für negative Determinanten D ist (nach §. 97) 
4 = 


mit Ausnahme des Falles D = — 1 , wo der Ausdruck rechter 
Hand zu verdoppeln ist. Hieraus ergeben sich folgende vier Re- 
sultate 


I. P = — P = 1 (mod. 4); A = I 

H. P = — P= 3 (mod. 4); A = 2 2 

UI. P = — 2P = 2 (mod. 8); A = 2 | 

IV. P = -2P = 6 (Äod. 8); A = 2 j| 

wo die Grenzen der Summationen sich immer auf den Werth 8s :P 


*) Vergl. Kroneeker: lieber die Anzahl der verschiedenen Classen qua- 
dratischer Formen von negativer Determinante, Crelle’s Journal LVII. Da- 
selbst findet man für negative Determinanten wesentlich neue Formeln, 
welche aus der Theorie der elliptischen Functionen abgeleitet sind. 
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beziehen *). Aus II. und IV. sind resp. die Fälle D = — 1 und 
D = — 2 auszunehmen, in welchen A = 1 ist. 

B. Für positive Determinanten 2) ist (nach §. 99) 

Älog(T+ ÜVD) = N. 2VD, 

wo T, ü die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeuten, welche 
der Gleichung 

genügen und nach der angegebenen Methode (§. 84) stets gefunden 
werden können. Der Werth N . 2V2) ist am Schlüsse des vorigen 
Paragraphen bestimmt; statt der dortigen Formeln kann man 
auch die folgenden aus der Gleichung (2) des vorigen Paragraphen 
ableiten: 

I. 2) = P = 1 (mod. 4) 

Älog(T+ C/VP) =-{4-2(|)j i (I) logsin ^ 

II. 2) = P = 3 (mod. 4) 

Mog(r+ trvf) = - i (^) (y) i»8 »■> 

III. 2) = 2 P = 2 (mod. 8) 

»log(I-+ trV2f) = - i (I) (y) 

IV. 2) = 2P = 6 (mod. 8) 

Mog(J'+ trVip) = - i (^) (y) 

WO n alle relativen Primzahlen zu 2 P durchlaufen muss, für welche 
w:P zwischen den angegebenen Summationsgrenzen liegt. Die 
drei letzten Fälle lassen sich in der gemeinschaftlichen Formel 

Alog(T+ fJ V2)) = - 2 log sin ^ 

zusammenfassen, wo n alle zwischen 0 und 4P liegenden relativen 
Primzahlen zu 4P durchlaufen muss. 

*) Umgekehrt kann man diese Formeln benutzen, um die Vertheilung 
der Zahlen a und b auf die acht Octanten mit Hülfe der Classenanzahlen 
für die Determinanten — P und — 2P zu bestimmen (Gauss’ Werke Bd. II. 
1863. p. 288). 


Dirlchlet, ZahleDtbeorle. 18 
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§• 107 . 

Betrachten wir die so gewonnenen Resultate, so zeigt sich ein 
wesentlicher Unterschied zwischen den positiven und negativen De- 
terminanten. Während nämlich der Ausdruck flii' die Classen- 
anzahl bei einer negativen Determinante unmittelbar die Form 
einer ganzen Zahl hat — dass dieselbe zugleich positiv ist, hat 
freilich bis jetzt noch Niemand auf elementarem Wege nachgewiesen 
— so ist dies keineswegs unmittelbar ersichtlich bei den Aus- 
drücken, welche die Classenanzahl für eine positive Determinante 
darstellen. Es ist nun von hohem Interesse, dass mit Hülfe eines 
Satzes aus der von Gauss*) gegründeten Theorie der Kreistheilung 
(Supplement VII.) die obigen Ausdrücke für Älog(T-|- WYD) wirk- 
lich stets in die Form log (< -f- w VD) übergeführt werden können, 
wo t, u ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung P — Du^=\ 
genügen. Dies wollen wir jetzt nachweisen**). 

Behalten wir die bisherigen Bezeichnungen bei, so können wir, 
wie im Supplement VII. gezeigt ist, stets 

2Ä(x) z= 2 n (x-O“) = Y(x) - )Vp . Z(x) 

(-Y 

2B(x) = 2n{x — (/>)= Y{x) -I- A ^ JyF . Z(x) . 

setzen, wo >P positiv ist, und Y(x), Z(x) ganze Fimctionen von 
X bedeuten, deren Coeflicienten ganze Zahlen sind. Zugleich ist 

wo jedes positive, fij jedes negative Glied des entwickelten Pro- 
ductes 

q>(P) = (p- 1) (p'- 1) (p"- 1) . . . = V P, - V ft, 
bedeutet, und 


*) V. A. Sectio VII. 

**) Lejeune Dirichlet: Sur In inmii^re de resoudre l’equalion P — ptP 
= 1 au muyen des fonctions circulaires (Crclle’s Journal XVII). Vergl. 
Jucohi: l'elier die Kreistheilumj und ihre AnweuduHij auf die Xuhleu- 

theorie (Berliner Monatsliericlite IH:i7). 
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Wir wenden uns nun, indem wir die am Schlüsse des §. 105 
gefundenen Ausdrücke für das Product Älog(r-|- WDj — N.^yD 
zu Grunde legen, zunächst dem Falle I. zu, in welchem D = 
P = 1 (mod. 4), und also 

Älog(T+ UVP) = - jl _ ±j log {P(l).} 
ist. Da nun 


ist, w'o X = 1 oder = 0 ist, je nachdem P eine Primzahl oder zu- 
sammengesetzt ist (§. 138), so ergiebt sich 

^(1) P* 


P(l) 


P(l) ~ P(l)-” 


da ferner 


2A{l)=y — zVP, 2B(\) — y + zVP 
ist, wo die ganzen Zahlen F(l), Z(l) zur Abkürzung mit y, z be- 
zeidinet sind, so wird 

yi — Pz-i ~ 4P*, 

und folglich muss, wenn P eine Primzahl ist, y durch P theilbar 
sein; mithin kann man in allen Fällen 


yyzVP = («-I-/3VP) (VP)* 
setzen, wo «, ß ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung 
„3_p^2 — 4 (_ l)x 
genügen, und man erhält 

(P-t- U\Pf = 

Sind nun die Zahlen y,z gerade, was jedenfalls eintreten muss, 
wenn P = 1 (mod. 8) ist, so kann man a = 2oi', ß = 2ß' setzen, 
wo die ganzen Zahlen «' ß' der Gleichung 
a't — Bß't — (— 1 )* 
genügen; setzt man ferner 

(«’-i-/3'yp)'+* =<-!-« yp, 

so genügen die ganzen Zahlen f, u der Gleichung P — Pu- = 1 
und man erhält 

(T+ u\pf = (f + 

. 18 * 
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Sind dagegen die Zahlen y, z und folglich auch «, ^ ungerade, 
was nur dann eintreten kann, wenn P = 5 (mod. 8) ist (z. B. wenn 
P = 13, während z.B. für P = 37 der frühere Fall Statt findet), 
so kann man 

= 

setzen, wo /3' ganze Zahlen sind, die der Gleichung 
a't — Pß't = (—1)* 
genügen; setzt man nun wieder 

(a' + ß' VPy+* = t + uVP, 
so wird P — Pm* = 1, und 

(T+ uvpy = (t + M vp)i^*. 

Es leuchtet ein, dass, wenn P = 5 (mod. 8) ist, der erste oder 
zweite Fall eintreten wird, je nachdem die Classenanzahl h durch 
3 theilhar ist oder nicht (vergl. §. 99). Ebenso leicht erkennt man, 
dass in allen Fällen /» = x (mod. 2), d. h. dass die Classenanzahl 
h ungerade oder gerade sein wird, je nachdem P eine Primzahl 
oder zusammengesetzt ist (vergl. §. 83. Anm.). Endlich mag noch 
bemerkt werden, dass die Zahlen y, z beide positiv sind; da näm- 
lich P = 1 (mod. 4), so zerfallen die Zahlen a in Paare von der 
Form a und — a, ebenso die Zahlen b in Paare von der Form h 
und — b, und folglich sind A(l), P(l) und zl(l)-|-P(l) = y po- 
sitiv; da ferner 

llogP(l)-logA(Dl =Mog(P-f- UYP) 

positiv ist, weil h positiv, P-f U\P >\ ist, so muss P(I)>.A(1), 
und folglich z positiv sein: ein Resultat, das bisher auf anderm 
Wege noch nicht bewiesen ist. 


§. 108. 

Für den zweiten Fall D — P = 3 (mod. 4) haben war oben 
das Resultat 

fclog(P4- C/yP) = — log jcF(i)»} 
erhalten; da nun, wenn m irgend eine ungerade Zahl bedeutet. 


Digilized by Google 



Classenanzahl der Formen. 


277 


ist, und da ferner 


— 1 
*■— 1 




2 — 2 i«s = (i> — 1) (i>'— 1) (p"~ 1) . . . 


2 - 2 = (p^-l)(p'^~ 1) (2>"^~ 1) . . . 


ist, so findet man leicht 

A(i) Bit) 


ri(i»‘ — 1) _ 

n(i,».-i) - ’ 


wo X wieder = 1 oder = 0 ist, je nachdem P eine Primzahl oder 
zusammengesetzt ist. Folglich wird 

^ Bit) ~ Biiy' 

und also, da = l ist, 

(T+ UVP)» = c^i- l)’‘B(i)\ 


Mit Ausnahme des Falles P = 3 ist nun (nach §. 140) c= 1, und 

= A(x), = B(x), 

wo q> (P) = 2 r gesetzt ist, folglich 

PB(i) — A( — i), PA{i) = B( — i), 

also auch 

*■*. lT(i) = Y{ — i), P .iZit) = — iZi — i)] 

berücksichtigt man nun, dass 

P = — oder = 1 

ist, je nachdem P eine Primzahl oder zusammengesetzt ist, so folgt 
hieraus, dass man 

Y{i) = (l + (I) i)\ iZ(i) = (l +(|) 

also 

2^(i) = (l + t)(y-^VP), 2P(0 = (l ^ VP) 

setzen kann, wo y, e ganze Zahlen bedeuten, welche der durch 
Multiplication entstehenden Gleichung 
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genügen; hieraus folgt weiter, dass man 

(y + ^rVP)i+* = 2(( + mVP) 

setzen kann, wo t, u ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung 
p — Pm» = 1 genügen. Zugleich wird 

= (Js) + «VP), 

und folglich 

(T+ UVPf = (t + uVP)*-^“. 

Wir erwähnen, dass h = 2x (mod. 4) ist, und dass die Zahlen 
y, z stets dasselbe Vorzeichen haben. 

In dem bisher ausgeschlossenen Fall P = 3 ist P=2, 77=1, 
c = 6, B(i) = i — 0’, woraus leicht folgt, dass 

also Ä = 2 ist. 


§. 109. 


Für den dritten Fall 7) = 2P = 2 (mod. 8) haben wir oben 


Älog(r+t7V/2P) = log 

gefunden. Berücksichtigt man nun, dass, wenn m irgend eine un- 
gerade Zahl bedeutet, 

(j’”— 1) (/■"-!) ^ (— 2\ 

(i— 1) — 1) \ »» / 

ist, so findet man 




(/.»■ — 1) _ /-2\ 

(/,«*- 1) vp*/' 


und folglich 

(T+U YiPf =- A{pYB{j)\ 

wo X weder = 1 oder = 0, je nachdem P eine Primzahl oder 
zusammengesetzt ist. Da nun P = 1 (mod. 4) , und also Y (j) 
= ß Y(j-^), Z(j) = ist (§. 140), so kann man 
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^(J) = + !/" U — , Z(j) = [a' } 

setzen , wo y\ y", z\ z" ganze Zahlen bedeuten ; da ferner j — 
= \ 2 ist, so erhält man, wenn man 

« = (— {y'»— P(y» — 2«"2)), 

ß = (_l)V.r.2(y'a"-yV) 

setzt, 

4A(j’>)B(j) = « + /3V2P, = et — /? V2P, 

wo die ganzen Zahlen «, ß der Gleichung 

„*-2Pß^=ia(^) 

genügen und folglich beide durch 4 theilbar sind. Man kann 
daher 

(j^) B(j) = y + zV2P 

setzen, wo die ganzen Zahlen y, z der Gleichung 
genügen, und es ist 

fP+ V VTPf = (y + z V2^y. 

Hieraus folgt, dass ä = 2 (mod. 4), falls P eine Primzahl von 
der Form 8» -|- 5, sonst aber ä = 0 (mod. 4) ist. 

In dem bisher ausgescldossenen Falle D = 2 war N \ D = 
log(l + >2); da ferner T = $, (7 = 2 ist, so folgt 
h log (3+2 V2) = 2 log (1 + V2), 

also A = 1. 


§. 110 . 


Für den vierten Fall D — 2 P = (i (inod. 8) haben wir oben 
(§{;• 105, 106) das Resultat 

Alog(P+ f/V2P) = — log (c»P(,;+P(7^)!'' 
gefunden, welches vermöge der Gleichung 

A-U)B(j)A(j^)B(j^) — (-p^^ 
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in 

(T+ üV2P)* = cB(j)'B(j^y 

Übergeht, weil c® = 1 ist. Lassen wir den Fall P = 3 unberück- 
sichtigt, so ist (nach §. 140) c = 1, und Y(j) == ( — 

— Z(j) = ( — jy da ferner t ungerade oder durch 4 theiL 

bar ist, je nachdem x = 1 oder =0, d.h.je nachdem P eine Prim- 
zahl oder zusammengesetzt ist, so kann man 

Y{j) = (2/' 

setzen, wo y, y'\ z\ s" ganze Zahlen bedeuten; berücksichtigt man, 
dass j — = y2 ist, und setzt 

a = y» — P.g'2 — 2i/"3-i-2P/'2 
/3 = 2(2/'.sr"-y/), 

so erhält man 

iÄ(J)A (j>) = (-y -/')» (a-ß ViP) 

4 B (j)B(j‘) = (-i' - j")* (“ + ß V2P) , 

WO die ganzen Zahlen a, ß der durch Multiplication entstehenden 
Gleichung . 

a»-2P/5» = (^) (-2)*-* 

genügen; man kann daher 

(a + (3 V^)'+’' = 2»+>'(< ■VV'WP) 
setzen, wo die ganzen Zahlen f, u der Gleichung P — = 1 

genügen; dann wird 

B 0’)'+» B ij»y +x = (— 1)» (« + tt V2P) 

und folglich 

(T+ uV^y = (<+»^2?)'-“, 

woraus leicht folgt, dass ä = 2 x (mod. 4) ist. 

In dem ausgeschlossenen Fall P =r 3 ist c = 0 ^ ö*, P = 5, 
17 = 2, und man erhält 

eB(j)B(j^) = e (j o\(f - e^) = - i{V2 4 - V3) 

B^B(jyB(j^y = - (5 + 2 V6) = — (P+ UV^) 
und hieraus h = 2. 


SUPPLEMENTE. 
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I. Heber einige Sätze aus der Theorie der Kreis- 
theilung von Gauss. 


§• 111 . 

Wir schicken zunäclist ein Lemma aus der Theorie der 
Fourier’schen Reihen voraus, deren Glieder nach den Cosinus der 
successiven Vielfachen eines Winkels fortschreiten; es wird in 
derselben nachgewiesen*), dass für alle reellen Werthe von x 
zwischen x = 0 und x = n mit Einschluss dieser Grenzen stets 
q>(x) = I «0 + o, cosa: + «-2 2a: 4- »3 cos 3a: + • • - 

ist, weiih q>(x) eine innerhalb dieses Intervalles endliche und stetige 
Function bedeutet, welche nicht unendlich viele Maxima und Mi- 
nima hat, und wo die Goefficienten ao, ai,a;... durch die Gleichung 

n 

a, = — I ff M cos sx dx 
3T J 
0 

bestimmt werden. Hieraus folgt für .r = 0 

n 

+<0 h 

7t(p(0)= V J (p(x) cos sxdx, 

' —taU 
0 

wo das Summenzeicheu sich auf den Buchstaben .<? bezieht, für 
welchen Null und alle ganzen positiven und negativen Zahlwerthe 
der Reihe nach einzusetzen sind. Auf diesen der genannten Theorie 
entlebBteii Satz stützen wir uns im Folgenden. 

*) IHrichlet: Sur ht convergence des siries etc.' (Crelle’e Journal IV); 
derselbe Beweis ist vereinfacht im Repertorium der Physik von Dove und • 

Moser. Bd. I. Vergl. li.Rirmann: Ueber die Darstellbarkeü einer Function 
durch eine trigonometrische Heike. 1867. 
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Zunächst verallgemeinern wir denselben, indem wir das In- 
tegral 


9A7T 

fm 


QOSSxdx 


betrachten, in welchem h eine positive ganze Zahl, s eine positive 
oder negative ganze Zahl, und f(z) eine Function bedeutet, welche 
innerhalb des Integrationsgebietes den obigen Bedingungen genügt. 
Man kann dasselbe in 2 ä Integrale von der Form 


(r + J)JI 

fm 


rn 


coasxdx 


zerlegen, wo für r der Beihe nach die Zahlen 0, 1, 2 . . . bis 
2Ä — 1 zu setzen sind; je nachdem r eine gerade oder ungerade 
Zahl ist, ersetzen wir die Integrationsvariabele x durch rzt + x, 
oder durch (r-fl)a — x\ dadiu’ch geht das vorstehende In- 
tegral in 


n 71 

J' f{ra x)coasxdx^ oder in 1)« — x) cos sxdx 

0 0 

über, und hieraus ergiebt sich zufolge des obigen Satzes ent- 
sprechend 

y r+l)JI 
' 

f(x)cossxdx = 3cf(rn), oder = nf((r -|- 1)»), 

rTf 

wo die Summe links sich wieder auf alle ganzen Zahlen s bezieht 
Setzt man hierin für r die ganzen Zahlen 0, 1,2...^Ä — 1, und 
addirt die so entstehenden Gleichungen, so erhält man den Satz 


2 11/(0) 4-/(2«) 4-/(4«) -!-••• +/(2(Ä- 1)«) -b i/(2Ä«)j 

2h7l 



cos sxdx. 
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§. 112 . 


Wir beschäftigen uns nun mit den beiden folgenden bestimm- 
ten Integralen 



dass dieselben wirklich bestimmte endliche Werthe besitzen, ob- 
gleich die Functionen unter den Integralzeichen für unendlich grosse 
Werthe von x nicht unendlich klein werden, erkennt man leicht 
durch die Transformationen 

p= (*■’) 

0 0 " 

00 * , 
q=‘2j sin (ars) dx = dy, 

denn zerlegt man das ganze unendliche Integrationsgebiet der 
positiven V'ariabeln y in solche Intervalle, in deren jedem die un- 
ter dem Integralzeichen befindliche Function ihr Zeichen nicht 
ändert, so ergiebt sich, dass die Bestandtheile , welche diesen In- 
tervallen entsprechen, eine unendliche Reihe bilden, deren Glieder 
abwechselnde Zeichen haben und dem absoluten Werthe nach 
beständig und zwar ins Unendliche abnehmen; woraus folgt, dass 
diese Reihe, sowohl bei dem Integrale p, wie bei g, eine conver- 
gente ist Für unsern Zweck genügt dieser Nachweis der End- 
lichkeit von p und g; die numerischen Werthe dieser Integrale 
werden sich von selbst aus der folgenden Untersuchung ergeben*). 

Beide Integrale bilden nur specielle Fälle des folgenden 


*) Dirichlet: Becherches sur diverses appl. etc. §. 9. Vergl. Dirichlel: 
f>ur l’usage des integrales definies dans la sommation des series finies ou 
infinies (Crelle’s Journal XV'II). 
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/} = (ö + X*) dx = p cos 8 — q sin 5 , 

— ao 

wo S eine beliebige Constante bedeutet; bezeichnen wir ferner mit 
« eine beliebige positive Constante und mit V« die positiv ge- 
nommene Quadratwurzel aus «, so ergiebt sich, wenn man die 
Integrationsvariabele x durch xV« ersetzt, folgende Gleichung 


^=/‘ 




cos (d -f ax”) dx 


(wäre V« negativ, so müsste man auch in dem Integrale rechter 
Hand die beiden Grenzen mit einander vertauschen). Wir führen 
nun eine zweite positive Constante ß ein, und zerlegen das vor- 
stehende Integral in unendlich viele Bestandtheile von der Form 
0 + 1 )^ 

cos (d -t- ax"‘)dx, 
iß 

wo für $ successive alle ganzen Zahlen von — oo bis -f oo ein- 
zusetzen sind; in jedem einzelnen solchen Integrale ersetzen wir die 
Integrationsvariabele x durch 4ß x, wodurch es in das folgende 
übergeht 

ft 

cos(d 2asßx ux‘‘)dx. 

6 

Wir verfügen nun über die beiden bis jetzt ganz willkürlichen po- 
sitiven Constanten « und ß folgendermaassen : unter m verstehen 
wir irgend eine positive ganze Zahl, und setzen aß‘‘ — ‘2 nur, 
2 aß = 1, d. h. also 

' ß = 4: nur, a = — — 

8w»3T 

Da nun s eine ganze Zahl ist, so wird 

cos (d -f- as‘‘ß^ -f- 2asßx ax’) = cos (d -f sx -f- ax^) 

■= cos (s 4- ^ ^ cossx — sin (^d -f -ß — ^ sinsx, 

\ 8ma/ \ 8mnJ 

und folglich 


/» 
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= f cos + 

J \ QmnJ 


o+.)/s 

/ cos (d -|- «a;’) dx 
"iß 

COS sx dx 


^ 8m»/ 


sin sx dx. 


-fsm(ö 

0 ' 0 
Das zweite Integral rechter Hand, welches unter dem Integral- 
zeichen den Factor sin sx enthält, verschwindet offenbar für s = 0, 
und nimmt für je zwei gleiche, aher entgegengesetzte Werthe von 
s ebenfalls gleiche, aber entgegengesetzte Werthe an. Summiren 
wir daher den vorstehenden Ausdruck für alle ganzen Zahlwerthe 
.s von — t» bis -f- os , so ergiebt sich 

4in7l 

= z/VSm» = 2 f cos(d -t- — \cossxdx. 

y« '' -^J \ fimnj 

0 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nun genau so gebaut wie in 
dem Satze am Schlüsse des vorhergehenden Paragraplien; setzen 
wir zur Abkürzung 


/(x) = CO.(«fg^), 


so erhalten wir 


Zf j/8 m» = 2 » {i/(0) +/(2 ») + • • • -f /(2 (2 m - 1) ») + 1/(4 m ») 1 , 
wo links die (Quadratwurzel 


positiv zu nehmen ist. 
Zahl bedeutet, 


V8m» = 

y« 

Nun ist ferner, wenn s irgend eine ganze 


/(4m» 2 s») = /(2 s»), 

also 


/(2 s») = 1/(2 s») -|-^/(4m» + 2 s»); 
mithin kann die in den Parenthesen eingeschlossene Summe auch 
in die Form 


1 S/(2s») 

gebracht werden, wo der Buchstabe s die Zahlen 
0, 1, 2 ... (4 m — 1) 

oder irgend ein anderes vollständiges Restsystem in Bezug auf den 
.Modul 4 m durchlaufen muss; und man erhält also 
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Setzt man ferner 4m = w, so dass n irgend eine ganze po- 
sitive , aber durch 4 theilbare Zahl bedeutet, und bezeichnet man 
mit Vw undyja: die positiv genommenen Quadratwurzeln aus w und 
so nimmt die Gleichung folgende Gestalt an 


wo s ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modul n durch- 
laufen muss. Nun ist 


wo , g die obigen Integralwerthe bedeuten , die von n und dem 
willkürlichen 8 ganz unabhängig sind ; >vir können daher p und q 
durch eine specielle Annahme für w, am einfachsten durch die An- 
nahme n = 4 bestimmen: auf diese Weise erhalten wir 

r * 

2 (pcosd — gsind) = 2(cosd — sind) VJä, 
und in Folge der Willkürlichkeit von 8 

p-=g. ==Vl^. 

Nachdem so die Werthe von p und q gefunden sind, nimmt unsere 
obige Gleichung folgende Gestalt an 


hierin bedeutet also n jede beliebige ganze positive Zahl , welche 
= 0 (mod. 4) ist, und Vn die positiv ge nomm ene Quadratwurzel 
aus n. Bezeichnet man zur Abkürzung V — 1 mit i, und, wie ge- 
wöhnlich, mit e die Basis des natürlichen Logarithmensystems, so 
kann man beide Gleichungen in die eine Gleichung 


zusammenziehen, in welcher der Buchstabe s ein vollständiges Rest- 
system (mod. n) zu durchlaufen hat. 



^ = p cos 8 — g sin d. 



und sie zerfällt in die beiden folgenden: 




2 e**' " = (1 + i) V« 
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§. 113. 


Wir wollen jetzt Summen betrachten, welche die vorstehende 
als speciellen Fall enthalten; ■wir bezeichnen mit n irgend eine 
ganze j^ositive Zahl, mit /t irgend eine positive oder negative ganze 
Zahl, und setzen zur Abkürzung 

2 e' " = qo(Ä, n), 

wo der Summationshuchstabe s irgend ein vollständiges Restsystem 
in Bezug auf den Modulus n durchlaufen muss. Mit Hülfe dieser 
Bezeichnungsweise können wir den im vorigen Paragraphen be- 
wiesenen Satz in folgender Weise ausdrücken: 

g> (1, n) = (!-}- t) V«, wenn w = 0 (mod. 4). 

Der Ausdruck q>(h,n) besitzt nun die folgenden drei Eigen- 
schaften : 

1. Ist h ^ h' (mod. n), so ist 

q>{h, «) = <p(h', m); 

dies folgt unmittelbar daraus, dass für jeden ganzzahligen Werth 
von s stets 

. . Vi'ni 

s* s* 

c " = e " 
ist. 

2. Ist a relative Primzahl gegen «, so ist 

<p (h a^, n) = q> ih, n ) ; 

denn es. ist 

(ttl)* — ' 

<p {ha\ m) = S e " ’ 

und wenn s ein vollständiges Restsystem nach dem Modul n durch- 
läuft, so gilt (nach §. 18) dasselbe von as. 

3. Sind m, n irgend zwei relative Primzahlen , und beide po- 
sitiv, so ist 

(p {hm, n) <p {hn, m) = tp (h, m n). 

Es ist nämlich 

Dlrichlct, /ablenihcoric. 19 
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(pih m, n) = V c 


(p (hn, m) = S e 


wo die Buchstaben s , t vollständige Restsysteme resj). in Bezug 
auf die Moduln w, wt durchlaufen müssen ; und folglich ist 

(p(hm, n) cp(1i,n, m) = 2 e'' " '> 

wo das Summenzeichen rechter Hand sich auf alle mn Com- 
binationen jedes Werthes von s mit jedem Werthe von t bezieht. 
Da nun 


MiS- nt- (ms + nty 

n m mn 


2 st 


ist, und alle Multipla von 2 ni im Kxponenten fortgelassen werden 
können, so ist auch 

- N (nii+R/)* 

<p {/(■»», n) fp(hn, m) = 2. c , 

wo das Summenzeichen sich wieder auf sämmtliche Werthe von s 
und i bezieht. Setzt man nun 

ms + nt = r, 

so nimmt r, wenn s und t alle ihnen zukommenden Werthe durch- 
laufen, im Ganzen mti Werthe an, und zwar sind diese alle incon- 
gruent nach dem Modulus mn; denn aus 

ms j- nt = ms' -1- nt' (mod. nt-n) 

folgt 

ms = ms' (mod. «), nt = nt' (mod. »w) 
und folglich, da m und n relative Primzahlen sind, , 
s = s' (mod. w), t ~ t' (mod. m); 

d. h. die Zahl r nimmt nur dann M’erthe an, welche nach dem 
Modul m n congruent sind, wenn die Werthe von s congruent nach 
dem Modul n, und gleichzeitig die Werthe von t congruent nach 
dem Modul m sind. Den mn verschiedenen Combinationen von 
.s und t correspondiren d.aher »mm Werthe von r, welche nach 
dem Modul mn incongruent sind, und folglich bilden diese Werthe 
von r ein vollständiges Restsystem nach dem Modul mn. Es ist 
folglicli 

(p(hm, n) cp ihn, m) = 2 = q> (h. mn), 

was zu beweisen war. 
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§• 114 . 


Mit Hülfe dieser Sätze können wir nun den Werth von g>(l,w), 
welcher für den Fall, dass w = 0 (mod. 4) ist, schon in §. 112 
gefunden ist, auch für alle andern Werthe der Zahl n bestimmen. 
Ist zunächst n irgend eine ungerade Zahl, so nehmen wir in dem 
letzten Satz des vorigen Paragraphen 


und erhalten 


h =1, m = 4, 


cp (4, n) (p («, 4) = g> (1, 4w); 

nun ist nach dem zweiten Satze des vorigen Paragraphen 

cp (4, n) = (p (2^ n) = (p (1, «); 

ferner ist 

qp(w, 4) = 2(1 -P e"), 

und nach dem in §.112 gefundenen Resultat 

g)(l, 4«) = (1 i) V4w = 2(1 -pO 
wo die Quadratwurzel Vw wieder positiv genommen werden muss. 
Hieraus ergiebt sich also 

(p (1, w) . 2 (1 -P ?>) = 2 (1 + i) Vn 

oder 


»0 = 

je nachdem nun n = 1 oder = 3 (mod. 4) ist, wird 

= i oder = — i 

und folglich 

1 -p f 1 1 1 -p 

— = 1 oder = q -. = 


1 + 


1 — i 


also 

g)(l, n) = Vn oder =iYn; 
diese beiden Fälle lassen sich aber in die eine Formel 

tp (1, n) = Vn 


19 * 


zusammenfassen. 
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Ist endlich n durch 2, aber nicht durch 4 theilbar, also das 
Doppelte einer ungeraden Zahl, so setzen wir in dem dritten Satze 
des vorigen Paragraphen /t = 1, ferner m = 2, und statt «, 
wodurch allen Bedingungen desselben Genüge geschieht, und er- 
halten 

(p{2, \n) 9(1«, 2) = 9(1, «); 

nun ist aber 

q>(\n, 2) = 0, 

und folglich auch 

9 (1, n) — 0. 

Wir wollen die so gewonnenen Resultate in folgender Tabelle 
zusammenfassen ; 

y(l, n) = (1 wenn n = 0 (mod. 4) 

9 ( 1 , ji) = iWn-i)» wenn n = 1 (mod. 2) 

9(1, n) = 0, wenn n = 2 (mod. 4). 

Von der grössten Wichtigkeit ist aber die Bemerkung, dass die in 
den beiden ersten Formeln vorkommende Quadratwurzel V« durch- 
aus positiv genommen werden muss, wie es sich bei der Unter- 
suchung in §. 112 herausgestellt hat. Ohne diese nähere Be- 
stimmung würden die vorstehenden Sätze sich auf viel einfachere 
Art beweisen lassen; Gauss wurde zuerst in seiner Theorie der 
Kreistlieilung auf die Betrachtung solcher Summen geführt*); es 
ergicbt sich dort ohne Schwierigkeit der Werth des Quadrates der- 
selben; der viel tiefer liegenden Bestimmung des Vorzeichens der 
Quadratwurzel widmete er aber eine besondere Abhandlung**), 
in welcher er auf einem, von dem hier (in §. 112) eingeschlagenen 
gänzlich verschiedenen Wege, nämlich durch rein algebraische 
Zerlegung dieser Summen in Producte, vollständig zum Ziele ge- 
langte. 


•) D. A. art. 356. 

*♦) Summatio quarumdam serierum singularium. 1808. 
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§. 115. 


Wir suchen nun den Werth von <p (h, u) auch für beliebige 
Werthe von h zu bestimmen, beschränken uns dabei aber auf den 
Fall, dass « eine ungerade Primzahl ist, die wir mit^j bezeichnen 
Wüllen. Bezeichnen wir mit « die sämmtlichen — 1) incon- 
gruenten quadi'atischen Reste von p, mit ß die J (p — 1) quadrati- 
schen Nichtreste, so ist (nach §. 33) 

„ 2h7li 2hni 

g>{h, p) = e P = 1 4- 2 e“ f ; 

da ferner 


. ihm 2 imi 

1 + 1 e“ p +"E ’’ =1 e p =0 

ist, sobald h nicht durch theilbar ist, so können ■wir für diesen 
Fall mit Benutzung des Legendre’schen Symbols 

2hni g 2hni / <t\ i 

9 (Ä, p) = '^ e‘ p —1 p = '^ j c p 

setzen, w'o s die Werthe 1, 2 ... (p — 1) durchläuft. Da ferner 


//t s\ { h.\ 

\p/~\p/\P/’ \P/ \iV ~ 


ist, so wird 


9 (Ä,P) = 




oder, da h nicht theilbar durch p ist, und folglich hs gleichzeitig 
mit s ein vollständiges Restsystem nach dem Modul p durchläuft 
(mit Ausschluss der Zahl = 0), 


9 (Ä> P) 


(?) ^ (?) 


2J7I 

e‘~p : 


für h = 1 ergiebt sich 

9 (1. P) 



27t i 
P 


und folglich (nach §. 114) 

9 Oh P) (1- P) = (^) ^ Vp , 
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wo die Quadratwurzel wieder positiv zu nehmen ist. (Wenn 
h durch p tlieilbar ist, so ergiebt sich unmittelbar aus der Defi- 
nition dieser Summen (p (Ji, p) = p.) 

Aus dem vorstehenden Resultate in Verbindung mit dem drit- 
ten Satze des §.113 lässt sich nun auf ganz einfache Weise das 
Ueciprocitätsgesetz in der Tlieorie der (piadratisclien Reste (§. 4‘i) 
für je zwei positive ungerade Primzahlen p und q ableiten. Es ist 
nämlich 


und ebenso 


P) = 

<P (P. 9) = (|-) V'2, 


und nach dem vorhergehenden Paragraphen 

und zwar sind alle Quadratwurzeln positiv zu nehmen, woraus 
folgt, dass 

Vp q = Vp \ 'q 

ist. Nach dem dritten Satze des §. 113 ist nun 

^ , 9 (P< 2) 9 (2, P) = 9 (1) P2)> 

folglich 


und also 


(f) (f) = 


{(P + 1)(2+1)-2) 


wo zur Abküi'zung A für 

( P2-1)’— (p-l)^-(2-l)^ .P— 1 2-1 
4 2 2 

gesetzt ist; da nun 

(P + 1) (2 +■ 1) — 2 = 2 (mod. 4) 
ist, so erhalten wir 

womit der Reciprocitätssatz von Neuem bew'icsen ist. Dieser Be- 
weis rührt ebenfalls von Gauss her*). 


*) Siimmatio quarumdam seiieruin sini/ularittm. 1808. 
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Auf ganz ähnliche Art lassen sich die Sätze (§§. 40, 41) über 
die Zahlen — 1 und 2 beweisen. Aus dem obigen Satze 

<p Qh p) = (y) <p (1, p) = 
folgt nämlich 

9 (— i>) = 

andererseits ist 

si^nhJl 

9(— lii^) = 2 e' p , 


und hieraus folgt, dass (p { — 1, 2>) durch Vertauschung von i mit 
— i aus qp(l,2?) hervorgeht, dass also 

<p ( — 1, p) — ( — t)V4(p-i)* Yp 

ist; durch Vergleichung dieser beiden Ausdrücke, in denen Vp 
beide Male positiv zu nehmen ist, ergiebt sich ' aber 

= (- = (- 

Setzen wir ferner in dem dritten Satz des §.113 
h =1, m = 8, n = p, 

so erhalten wir 

9(8, p) 9(p, 8) = 9(1, 8p); 

nun ist aber 

9 (1, 8p) = (1 + 0 \/^ = 4Vp . 

ferner 

Ö) = 4c'/.p^‘, 

ferner (nach dem zweiten Satze des §. 113) 

9> (8, p) = 9 (2 . 22, p) = 9 (2, p) , 

d. h. 

9>(8i 2>) = (J-) 9>(l, P) = (J-)i'"'’-‘'*Vj(j; 

setzen wir diese Werthe für 9 (8, p), 9(p, 8) und 9(1, 8 p) in die 
vorangehende Gleichung ein, so erhalten wir 

^ Yp . 4 eV4P7ii _ 4 Yp . 

und hieraus folgt leicht 

(|-) = (_1)V.(P«-1). 

Auf diese Weise sind alle Hauptsätze der Theorie der rpiadrati- 
schen Reste von Neuem bewiesen. 


Supplement I. 


29C) 


§• 116 . 


Für (len Fall, dass p eine ungerade Primzahl, und h irgend 
eine durch j) nicht theilbare ganze Zahl ist, haben wir im vorigen 
Paragraphen folgende Gleichung erhalten 


V 



welche, wenn man den für 9 (l,p) gefundenen Werth einsetzt, in 
die folgende übergeht: 

- (7)«'^' =(y) Vii; (1) 

soll dieselbe auch für den vorher ausgeschlossenen Fall, in welchem 
Ä = 0 (mod. p) ist, ihre Gültigkeit behalten , so müssen wir Über- 
einkommen, immer 

(7) = » 


zu setzen, wenn h durch p theilbar ist; denn die linke Seite der 
Gleichung wird 



weil die Anzahl der quadratischen Reste genau gleich ist der An- 
zahl der (juadratischen Nichtreste. Nach dieser Erweiterung des 
von Legendre eingefuhrten Zeichens wird ferner, wenn man an der 
in §. 46 gegebenen Erklärung des Jacobi’schen Symbols fest- 
hält, stets 

(5)=o, 

wenn m keine relative Primzahl zu P ist. 

Die Gleichung (1) gilt jetzt allgemein für jede positive unge- 
rade Primzahl p, wenn h irgend eine ganze Zahl bedeutet, und die 
Summation linker Hand darf auch auf die Zahlclasse s = 0(mod.p) 
ausgedehnt werden. Wir wollen nun zeigen, dass dieser Satz über 
ungerade positive Primzahlen p sich genau in derselben Fassung 
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auch auf jede positive ungerade zusammengesetzte Zahl P über- 
tragen lässt, welche durch keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar 
ist. Wir setzen also 

P = pp'p" . . . 

wo p, i>\ p" . . . lauter positive ungerade und von einander ver- 
schiedene Primzahlen bedeuten, und führen der Bequemlichkeit 
halber folgende Bezeichnung ein; 



Schreiben wir nun für jede der Primzahlen p, p', p" . . . die obige 
Gleichung (Ij auf: 



und setzen wir zur Abkürzung 

s Q "P Q* 4“ s” 4" 

so ergieht, da auch nach der neuen Erweiterung des Legendre’- 
schen Symbols stets 


w w \J') ■ ■ ■ “ W 


ist, die Multiplication aller dieser Gleichungen folgendes Resultat 

( 1 y t \ / ff ^ 2A7TI 


== >4(P-1)«+ J*+ — yp , 


( 2 ) 


wo yp wieder positiv zu nehmen ist, und das Summenzeicheu lin- 
ker Hand sich auf alle p p'p" . . . = P Comhinationen aller AVerthe 
von s, s', s" . . . bezieht. Zunächst leuchtet nun ein , dass je zwei 
verschiedenen dieser Comhinationen auch zwei nach dem Modulus 
P incongruente Werthe von m entsprechen; denn aus 
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s« + s'^ + s"(;)''+ = + + •••(niod. P) 

würde, da (jf, Q" . . . sämmtlich = 0 (mod. p) sind, folgen, dass 
sQ^tQ (mod. 2>), 

und, da Q relative Primzahl zu p ist, auch 
s = t (mod. p) 

wäre; ähnlich würde aus dei’selben Annahme gleichzeitig 
s' = t' (mod. p ') ; s" = t" (mod. p") . . , 
folgen, so dass also die beiden Combinationen s, s', s" . . . und 
f, t\ t" . . . identisch wären. In der That durchläuft also ni ein 
vollständiges Restsj'stem in Bezug auf den Modidus P. Ferner 
ist nun 




und ebenso 

(7) = (7)(f)- (F'>=(7)(f)-; 

folglich auch, wenn man alle diese Gleichungen inultiplicirt. 


(f) = (7)(7)(7)-(l)(F)(f)- 

Multiplicirt man daher beide Seiten der obigen Gleichung (2) mit 


(I) ©(?)-■ 


so erhält man 


wo rechts zur Abkürzung 
gesetzt ist. Da nun ferner 

(Q\ (t) (iL)... 

\pj \iiJ\pJ 


\p' ) \p')\p') 

{91\— fJL\ {£\ 

\p"/ \p") \p") 
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ist, so erhält man durcli Multijjlication 

wo das rroductzeidien 77 sich auf alle möglichen Paare von je 
zwei verschiedenen Primzahlen i ) , p' bezieht. Da nun nach dem 
Reciprocitätssatze 

ist, so erhält mau 

wo das Summenzeichen rechter Hand sich wieder auf alle Combi- 
nationen von je zwei verschiedenen Primzahlen p, p’ bezieht; es 
ist ferner 




+ 2 V 


jj — 1 p'~\ 


2 


folglich 




Da endlich (vcrgl. §. 46) 

= (1 + (P - 1)) (1 + (P' - D) (1 + (p"- i))--- 
= 1 + (P - 1) + (p'- 1) + fp"- 1) + • • ■ (mod. 4) 
und folglich 

p'_l p"_l 


= ^ 4--'- ^4- 

2 2 ^ 2^2 

und hieraus 


4- • • ■ (mod. 2) 


ist, so ergiebt sich schliesslich 

, „ V ihm , 7 , 

s (f ) e”‘ ^ 

worin der zu beweisende Satz besteht. Nimmt man /t = 0 (mod. P), 
so erhält man wieder den (in §. 52. I. bewiesenen) Satz 
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II. Ueber den Grenzwerth einer unendlichen Reihe. 


§. 117 . 

Lehrsatz: Siud a und h zwei itosiÜve Constanten, so convergirt 
die unendliche Eeihe 

q_. 1 I 1 , 1 , 1 .... 

— hi+e (J + aj‘+e (h + 2a)'+(? (6 -1- 3rt)i+(? 

für jeden positiven Weiih von g, und bei unbegrenzter Abnahme 
dieser positiven Zahl g nähert sich das Froduct g S dem Grenz- 
werthe a~*. 

Beweis. Construiren mr für einen bestimmten positiven 
Werth von g die Curve, deren Gleichung in Bezug auf ein recht- 
winkliges Coordinatensystem 

ist, so hat die Fläche, welche zwischen ihr und der unendlichen 
positiven Abscissenaxe liegt, von x = b an gerechnet, den end- 
lichen Werth 



Die Ordinaten der Curve, welche deu Ahscissen 
b, 6 -f a, 6-|-2a, 6-t-3a... 
entsprechen, sind 
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11 1 1 . 
ö'+e’ (6 + a)‘+(?’ (ö+2a)>+e’ (6 + 3«)'+e ' ' 

ihre Fusspuncte sind äquidistant und zerlegen die Abscissenaxe 
in unendlich viele Stücke von der Grösse a. Construirt man über 
jedem dieser Stücke als Grundlinie ein Rechteck, dessen Höhe 
gleich der letzten Ordinate in diesem Stück ist, so haben diese 
Rechtecke der Reihe nach den Flächeninhalt 


a a a 

(Tb -f a)'+e ’ (6 + 2o)i+e ’ (6-l-3a)'+e 

Da nun die Ordinate y der Curve mit stetig wachsendem x stetig 
abnimmt, so ist jedes dieser Rechtecke kleiner als der über dem- 
selben Abscissenstück liegende, bis zur Curve ausgedehnte Flächen- 
streifen, und folglich ist die Summe von noch so vielen jener 
Rechtecke stets kleiner als die gesammte, oben von der Curve be- 
grenzte Fläche; d. h. es ist 


a , a , a , ^1 

(b -f a)»+e (i -k 2a)>+(' (h + 3a)‘+e ^ ghb ' 

oder es ist, wenn auf beiden Seiten ab—^~Q addirt wird, 

woraus folgt, dass die aus lauter positiven Gliedern bestehende 
Reihe S wirklich für jeden positiven Werth von p convergirt. 

Construirt man nun über jedem der obigen Abscissenstücke 
als Grundlinie ein zweites Rechteck, dessen Höhe gleich der ersten 
Ordinate in diesem Stück ist, so sind diese Rechtecke, deren Flächen- 
inhalt gleich 

a a 

’ (b + a)>+(? ’ (&-|-2a)‘+<? " ’ ’ 

nothwendig grösser als die über denselben Stücken liegenden, bis 
zur Curve fortgesetzten Flächenstreifen, aus dem schon oben an- 
geführten Grunde, weil mit wachsendem x die Ordinate y stetig 
abniramt. Die Summe aller dieser Rechtecke ist daher grösser 
als die gesammte, oben von der Curve begrenzte Fläche, d. h. 
es ist 


Digitized by Google 


302 Supplement II. 

Auf diese Weise ist der Werth der unendlichen Rcilie S und folg- 
lich auch der des Productes q S in zwei Grenzen eingeschlossen ; 
es ist nämlich 

f o ^ I P 

abi> < P* < abv 


Wenn nun der positive Werth q unendlich klein wird, so nähert 
sich sowohl 


— r-, als auch 
abv' 


abv b'-^V 


einem und demselhen Grenzwerth o~' ; mithin muss auch das Pro- 
duct qS sich demselhen Grenzwerth nähern, was zu bewei- 
sen war. 


§. 118 . 

Der so eben bewiesene Satz bildet nur einen speciellen Fall 
des folgenden, welcher seiner zahlreichen Anwendungen wegen von 
der grössten Wichtigkeit ist: 

Es sei K ein System von positiven ZahheeHhen k, und T 
diejenige unstetige Function von einer positiven stetigen Veränder- 
lichen t, vjelchc angiebt, wie viele der in K enthaltenen Zahlwcrthe 
k den Werth t nicht übertreffen ; wenn nun mit unendlich wachsen- 
dem t der Quotient T:t sich einem bestimmten endlichen Grenz- 
werthc to nähert, so convergirt die Reihe 


für jeden positiven Werth von g, und das l'roduct g S nähert sich 
mit unendlich abnehniendem g demselben Grenzuerthe ca. 

Es wird gut sein, dem Beweise dieses allgemeinen Princips*) 
einige erläuternde Bemerkungen voranzuschicken. Zufolge der 
Bedeutung von T entspricht jedem endlichen Werthe von t auch 

*) Dirichlel: Beeherches ete. §. 1. — Dirichlef: Sur un theorime re- 
latif aux »eries, CreUe’s Journal Bd. LIII. 
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ein endlicher Werth von T\ denn wären in K unendlich viele 
Zahlen li enthalten, welche den endlichen Werth i nicht übertreö’en, 
so würde auch jedem grossem Werthe von t eine unendliche An- 
zahl T entsprechen; es würde daher das Verhältniss T: t fort- 
während unendlich gross sein ; dies widerspricht aber der Annahme, 
dass T : t sich einem endlichen Grenzwerth co mit wachsendem 
t nähert. Es leuchtet ferner ein, dass die ganze Zahl T nur 
dann ihren Werth ändert, wenn t einen Werth eiTeicht, welcher 
einer oder mehreren einander gleichen in K enthaltenen Zahlen 
h gleich ist, und zwar wird T dann plötzlich um ebenso viele 
Einheiten zunehmen, als es Zahlen Ic giebt, welche diesem Werth 
t gleich sind. 

In dem einfachsten Falle, wenn K nur aus einer endlichen 
Anzahl von Zahlwerthen h besteht, leuchtet die Riclitigkeit des 
obigen Satzes unmittelbar ein ; denn sobald t dem grössten dieser 
Werthe ]c gleich geworden ist, bleibt T bei weiter wachsendem 
t unverändert; es ist folglich gj = 0; und da andererseits die 
Summe 



einen endlichen Werth hat, so wird auch das Product qS mit un- 
endlich kleinem q ebenfalls unendlich klein werden. 

Ebenso bestätigt sich der allgemeine Satz in dem spcciellen 
Falle, welcher in dem vorigen Paragraphen behandelt ist. Das 
System K besteht dort aus den sämmtlichen Zahlen von der Form 
die den sämmtlichen Werthen 0, 1, 2, 3 . . .* von n 
entsprechen; wenn nun t = h na oder > ^> -|- wa, aber 
< 6 -P (m -}- 1) a ist, so ist entsprechend T = « -f- 1 , und folglich 
nähert sich der Quotient T : t mit unendlich wachsendem also 
auch mit unendlich wachsendem n dem Grenzwerth 

1 

(u = — ; 
a 

und in der That haben wir gefunden, dass dieser Werth auch, zu- 
gleich der Grenzwerth des Productes qS ist, wenn die positive 
Grösse p unendlich klein wird. 
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§■ 119. 


Wir gehen nun zu dem Beweise des allgemeinen Satzes über 
und beginnen damit, die in K enthaltenen Zablwerthe h ihrer 
Grosse nach zu ordnen und mit Indices zu versehen, in der Weise, 
dass 


lC\ ^5 ^4 ^*5 ... 

wird; dies ist offenbar möglich, da unterhalb eines beliebigen end- 
lichen positiven Werthes t immer nur eine endliche Anzahl von 
Zahlwerthen k vorhanden ist; sind mehrere Zahlen k gleich gross, 
so muss jede einzelne ihren besondern Index erhalten, so dass dann 
mehreren auf einander folgenden Indices gleich grosse Zablwerthe 
k entsprechen. 

Sehen wir ab von dem interesselosen Falle, in welchem nur 
eine endliche Anzahl von Werthen k vorhanden ist, so lässt sich 
zunächst zeigen, dass mit unbegrenzt wachsendem n auch der 
Quotient 



sich demselben Grenzwerth o nähert, und durch diese Bemerkung 
wird dann der allgemeine Satz auf den vorher (§.117) behandelten 
speciellen Fall zurückgeführt. 

In der That, w^enn 8 eine beliebig kleine positive gegebene 
Grösse bedeutet, so kann man entsprechend leinen positiven Worth r 
immer so gross wählen, dass für alle Werthe t ^ r die Bedingung 

T 

0 ) — 8 <. — < ca 8 

V 

erfüllt ist. Es sei ferner v derjenige Werth von T, welcher < = t 
entspricht, also k,, ^ v < Av+n und n irgend eine der positiven 
ganzen Zahlen v 1, v 2, v 3 . . dann ist jedenfalls A,>r, 

und w(jnn' mehrere auf einander folgende Grössen k denselben 
Werth wie k„ besitzen, so sei die erste, Av die letzte von ihnen, 
also n eine der Zalüen w + 1, m -f- 2...rr. Nähert sich nun t von 
km ab wachsend dem Werthe k„ immer mehr an, so bleibt T = »i, 
und der Quotient T : t nähert sich ahnelimend unbegrenzt dem 
Weithe m:k„, und da »i < » ist, so folgt, dass 
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ist, sobald t sehr nahe unterlialb liegt; für t = hn wird aber 
T = r ^ und folglich 


Da nun bei diesem Wachsen von t < hn his t = hn > t der Quo- 
tient T:t stets zwischen o — Ö und « d liegt, und zugleich, wie 
eben gezeigt ist, von Werthen, die < hn sind, auf einen Werth 
springt, der ^ hn ist, so muss auch o — + d sein. Wie 

klein also auch d sein mag, so kann n stets so gross gewählt wer- 
den, dass h„ definitiv um weniger als 8 von « verschieden wird, 
d. h. hn nähert sich mit unbegrenzt wachsendem n demselben 
Grenzwerth o. S 

Mit Hülfe dieses Resultates lässt sich der Beweis des allge- 
meinen Satzes leicht führen. Da nämlich 


ist, -wo hn niit unendlich wachsendem n sich dem Grenzwerthe co 
nähert und folglich endlich, d. h. kleiner als eine angebbarc (-on- 
stante H bleibt, so Ist die Summe S' der ersten n Glieder der 
Reihe S kleiner als das Product aus IP+Q und der Summe <S' der 
ersten 71 Glieder der folgenden Reihe 


da nun die letztere (nach §. 117) für jeden positiven Werth von 
Q convergirt, so convergirt auch die Reihe S. Setzt man nun 
S — S' 6'", © = ©' -1- so wird S” = h^+o ©" , wo h einen 
(jedenfalls positiven) Mittelwerth [aus den Werthen + h„^^ . . . 

bedeutet. Ist daher 8 eine beliebig kleine positive gegebene Grösse, 
und n so gross gewählt (was stets möglich ist), dass alle diese 
Werthe zwischen co — d und g> -{- d liegen, so wird auch /i, und für 
hinreichend kleine Werthe von q auch 7i'+(? zwischen denselben 
Grenzen liegen. Da ferner (nach §. 117) das Product p©" mit 
unbegrenzt abnehmendem positiven p sich der Einlieit unendlich 
annähert, so wird für hinreichend kleine Werthe von p auch das 
Product pS" = Ä'+e . p©" zvüschen den Grenzen ca — 8 und ca -|- d 
liegen. Da endlich p gleichzeitig unendlich klein wird, weil S' nur 

Dirichlet, Zahlciitheorie. 20 




1 I I 
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eine endliche Anzahl von Gliedern enthält, so wird für sehr kleine 
Wcrthe von q auch pS = pS' -|- pS" zwischen denselben Grenzen 
a — d und cj d liegen. Hiermit ist also auch bewiesen, dass 
mit unbegrenzt abnehmendem p das Product p S sich dem Grens- 
ioerthe co unendlich annähert*). 

*) Es verdient bemerkt zu werden, dass man den obigen allgemeinen 
Satz nicht umkehren darf. Besteht z. B. das System K aus einer Zahl 
aus (0 — 1) Zahlen k = 0, aus (ö^ — 0) Zahlen k = 0^, aus — 0^) Zahlen 
k = 0^ u. s. f., wo 0 eine positive ganze Zahl >1 bedeutet, so ist für jeden 
positiven Werth von q 

9-14- 

und das Product qS nähert sich mit unendlich abnehmendem q dem Grenz- 
werthe 

«—1 

“ ~ « logO ’ 

während der Quotient T : t bei unendlich wachsendem t fortwrihrend von 
dem Werth 1 abnehmend durch w hindurch geht bis zu dem Werth 1 : 0, 
dann aber sogleich wieder zu dem Werth 1 zurückspringt, um von Neuem 
denselben Veränderungsprocess zu erleidi-n (vergl. §. 144). 
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m. Ueber einen geometrischen Satz. 

§. 120 . 

In einer Ebene sei eine vollständig begrenzte Figur F von 
allentbalben endlicben Dimensionen construirt, deren Fläelieninbalt 
wir mit A bezeichnen wollen. Sind ferner X und T zwei auf ein- 
ander senkrechte Axen, und construirt man parallel mit ihnen zwei 
Systeme äquidistanter Parallelen, welche ein über die ganze Ebene 
ausgebreitetes Gitter bilden, so wird, wenn 6 der Abstand je zweier 
benachbarter Parallelen, und T die Anzahl der Gitterpuncte ist, 
welche innerhalb F liegen, das Product Tö* mit unendlich ab- 
nehmendem 8 sich dem Grenzwerthe A nähern*). 

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wr das System der 
mit U parallelen Geraden und nehmen der Einfachheit halber an, 
dass jede derselben die Begrenzung der Figur nur zweimal schnei- 
det; bezeichnen wir mit h die Länge des innerhalb F liegenden 
Stückes irgend einer solchen Parallelen, so ist 1i8 nahezu der 
Flächeninhalt des zwischen dieser und der folgenden Parallelen ent- 
haltenen Theiles der Fläche F’, und es wird in der Lehre von der 
Quadratur bewiesen , dass die Summe aller dieser Rechtecke h 8 
sich mit unendlich abnehmendem 8 dem wahren Flächeninhalt A 
der Figur unbegrenzt nähert. Bezeichnen wir nun mit w die An- 
zahl der auf h liegenden Gitterpuncte (wobei es gleichgültig ist, 
ob ein zufällig auf der Begrenzung von F liegender Gitterpunct 
mitgezählt oder ausgeschlossen wird), so besteht h aus {n — 1) 
Stücken = 8 und aus einem Rest , welcher höchstens = 2 d ist, 

*) Dirichlel: Recherches cto. §. 1. 

20 * 
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so dass wir h = nd eS setzen können, wo s einen positiven oder 
negativen echten Bruch bedeutet. Es ist daher 

I hö = I (nö^ + £05) = Jd* -f d V sä; 

es ist ferner, da £ absolut genommen höchstens =1 ist, die Summe 
£ d höchstens gleich der endlichen Ausdehnung der Figur JF in 
der Richtung der Axe X, und es wird daher d ^ ed mit d gleich- 
zeitig unendlich klein. Folglich nähert sich das Product Td* 
demselben Grenzwerthe J, welchem sich v hd nähert; was zu be- 
weisen war. 

Es leuchtet übrigens ein, dass dieser Satz nicht an die Be- 
schränkung gebunden ist, nach welcher die Parallelen mit der 
Axe Y nur einmal in die Figur F ein- und nur einmal aus ihr aus- 
treten. Man kann immer die Figur F als ein Aggregat von po- 
sitiven und negativen Flächentlieilen ansehen, welche einzeln der 
angegebenen Bedingung genügen; und wendet man auf jeden ein- 
zelnen Theil den Satz an, so ergiebt sich daraus sofort die Richtig- 
keit desselben für die ganze Figur F. 
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IV. lieber die Geschlechter, ln welche die Classen der 
quadratischen Formen von bestimmter Determinante 
zerfallen*). 

§. 121 . 

Ist (rt, h, c) eine (iiuidratische Form von der DetermiHante 
6^ — ac = Z), und sind s, ^ irgend zwei durch diese Form dar- 
stellbare Zahlen (wobei es gleichgültig ist, oh die darstellenden 
Zahlen relative Primzahlen sind oder nicht), so lässt sich das Pro- 
duct stets in die Form x'' — Dxß bringen, wo x und y ganze 
Zahlen bedeuten; denn aus der Annahme 

z = aa^ 2hay cy\ ^ ■= -\- 2hßS cß 

folgt (nach §. 54), dass die Form (a, Z>, c) durch die Substitution 
in eine Form (z,x,z') übergeht, deren Determinante — zz' 
von der Form Dxß ist. Aus dieser Bemerkung lassen sich folgende 
Sclüüsse ziehen**). 

1. Ist Z eine ungerade in D aufgehende Primzahl, so hat für 
alle durch l nicht theilbaren Zahlen », welche durch die Form 
(a, Z/, c) darstellbar sind, das Symbol 

(f) ■ 

einen und denselben Werth. Denn sind n und n' irgend zwei 
solche durch l nicht theilharc und durch (a, b, c) darstellbare 

*) Dirichlet : Recherches sux- divex'ses applications etc. §§. 3, 6 (Crelle’s 
Journal XIX). 

**) Vergl. Gauss: D. A. artt. 229 — 231. 
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Zahlen, so folgt aus nn' = x* — «lass nn' = x* (mod. f), und 
folglich 

..so (^) = (^) 

ist. 

2. Ist 7) = 3 (mod. 4), so hat für alle ungeraden durch die 
Form darstellbaren Zahlen n der Ausdruck 

(_ i)’<K«-i) 

einen und denselben Werth. Denn sind n und n' irgend zwei solche 
ungerade Zahlen, so ist 

t? n' = x’ — = ®* + y* (mod. 4); 

da ferner nn' eine ungerade Zahl ist, so muss eine der beiden 
Zahlen x, y gerade, die andere ungerade sein; hieraus folgt 
n n' = 1 (mod. 4), also auch n = n' (mod. 4), und hieraus 

(_ == (_ 

3. Ist D = 2 (mod. 8), so hat für alle durch dieselbe Form 
darstellbaren ungeraden Zahlen n der Ausdruck 

( — 

einen und denselben Werth. Denn aus 

n n' = X* — D iß = — 2 y* (mod. 8) 

folgt, da X ungerade ist, nn' = + 1 (mod. 8) , also auch » = + n' 
(mod. 8), woi-aus die obige Behauptung sich unmittelbar ergiebt. 

4. Ist Z) = 6 (mod. 8) , so hat für alle durch dieselbe Form 
darstellbaren ungeraden Zahlen n der Ausdruck 

(_ l)Vi(n-l}+V»(**-I) 

einen und denselben Werth. Denn aus 


nn' = x^ — Dy^ = x'‘-\- 2y‘> (mod. 8) 

folgt, da X ungerade ist, nn' = 1 oder = 3 (mod. 8), je nach- 
dem y gerade oder ungerade ist; dann ist entsprechend n = n' 
oder = 3 n' (mod. 8), und man findet leicht, dass in beiden Fällen 


n — 1 , n’ — 1 n' — 1 , 

2 8 ~ ~2 


«'ä — 1 
8 


(mod. 2) 


ist, was zu beweisen war. 

5. Ist Z) = 4 (mod. 8), so hat für alle durch dieselbe Form 
darstellbaren ungeraden Zahlen n der Ausdruck 
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( — l)Vi(«-J) 

einen und denselben Werth. Denn aus nn' = — Dtß folgt, 

da X ungerade ist, n n' = 1 (niod. 4), also w = n' (mod. 4). 

(j. Ist jy ^ 0 (mod. 8), so hat für alle durch dieselbe Form 
darstellbaren ungeraden Zahlen n jeder der beiden Ausdrücke 

und (— 

für sich einen unveränderlichen Werth. Denn aus 
v,n’ = x^ — Dy- = x^ = \ (mod. 8) 
folgt M = n' (mod. 8j. 


§. 122 . 


Auf den Sätzen des vorigen Paragraphen beruht die Ein- 
theilung der quadratischen Formen einer gegebenen Determinante 
D in Geschlechter-, wir beschränken uns hier auf die ursprüng- 
lichen Formen, weil das, was für sie gilt, leicht auf die anderen 
Formen übertragen werden kann; ausserdem betrachten wir für 
den Fall einer negativen Determinante nur positive, d. h. solche 
Formen, deren äussere Coefficienten positiv sind. Es sei also 
(«, b, c) eine ursprüngliche Form der Uten Art (§. Gl), so wissen 
wir (§. 93), dass man den A'ariabeln derselben stets solche Werthe 
X, y beilegen kann, dass 

rt.r’ ‘Ibxy -t- cy’ 

ß 

positiv und relative Primzahl zu 22) wird; dabei ist es gleichgültig, 
ob X und y relative Primzahlen zu einander sind oder nicht Be- 
zeichnet mau nun mit l, V, l" . . . alle von einander verschiedenen 
in D aufgehenden ungeraden Primzahlen, so hat für alle durch 
eine und dieselbe Form (a, h, c) erzeugten Zahlen öw jedes der 
Symbole 

/ö»\ 

\TJ' \ l')' 

und folglich auch jedes der Symbole 
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für sich einen unveränderlichen Werth; ist ferner D nicht = 1 
(inod. 4), also ö = 1, so gilt dasselbe, je nachdem D = 3 (mod.4), 
J) = '2 (mod.8), i) = 6 (mod.8), D = 4(mod.8), D = 0(mod.8) 
ist, entsprechend von dem Ausdruck 

(_!)•, (_ (—l)'A(-i-i) , 

oder von jedem der beiden Ausdrücke 
(_l)y.r-.-i) und (— 

Die Anzahl <lieser Ausdrücke 

(t) ’ ( 7 ) • • • (— u. s. w., 

die wir die CharaUcre C nennen wollen, hängt nur von der De- 
terminante D ah und soll im Folgenden immer mit X bezeichnet 
werden; offenbar ist X gleich der Anzahl der in I) aufgehenden 
ungeraden Primzahlen J,V ,F . . wenn D = 1 (mod. 4); in den 
übrigen Fällen mit Ausnahme von D = 0 (mod. 8) ist sie um 1 
und im Falle D = 0 (mod. 8) ist sie um 2 grosser. Das System 
der bestimmten Werthe + 1 , welche diesen X Charakteren C für 
eine bestimmte Form (a, b, c) zukommen, wollen wir den Total- 
Churalder dieser Form nennen. Nach dem Ausfall dieses Total- 
Charakters theilen wir sämmtliche ursprüngliche Formen von 
gleicher Determinante und gleicher Art in Geschlechter ein, indem 
wir je zwei Formen in dasselbe Geschlecht oder in zwei verschie- 
dene Geschlechter werfen, je nachdem der Total-Charakter der 
einen Form mit dem der andern identisch ist, oder nicht; ein 
Geschlecht ist hiernach der Inbegriff aller ursprünglichen Formen 
von gleicher Determinante und gleicher Art, für welche jeder der 
X Charaktere C für sich genommen denselben Werth besitzt. Da 
nun alle Zahlen ö «, welche durch eine bestimmte Form darstellbar 
sind, auch durch alle mit ihr äquivalenten Formen dargestellt 
werden können, so gehören alle Formen einer und derselben 
Chisse auch in ein und dasselbe Geschlecht -, ein Geschlecht ist da- 
her immer der Inbegriff einer bestimmten Anzahl von Formen- 
Classen. Da ferner jeder der X Charaktere C zwei einander ent- 
gegengesetzte Werthe haben kann, so leuchtet ein, dass die sämmt- 
lichen ursprünglichen Formen von einer gegebenen Determinante 
I) und von der öten Art höchstens 2* verschiedene Genera bilden 
können. 

Wir bemerken nun noch, dass die äussem Coefficienten einer 
Form immer durch diese Form dargestellt werden, wenn man der 
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einen Variabeln den VV'erth 1, der andern den Werth 0 beilegt; 
mithin können die Charaktere dieser Form immer aus einem dieser 
beiden Coefficienten erkannt werden. 

Beispiel 1 : Für die Determinante 2 ) = — 35 = 1 (mod. 4) 
bilden (§. G7) die sechs Formen 

(1, 0, 35), (5, 0, 7), (3, + 1, 12), (4, ± 1, 9) 

ein vollständiges System nicht äquivalenter (positiver) Formen der 
ersten Art, und die beiden Formen 

(2, 1, 18), (6, 1, 6) 

ein solches Formensystem der zweiten Art. Um diese Formen 
(oder die durch sie rcpräsentirten Classen) in Geschlechter einzu- 
theilen, haben wir die beiden Charaktere 

ii) ( t ) 

zu betrachten, und da A = 2 ist, so sind für jede der beiden 
Formenarten höchstens vier Geschlechter zu erwarten. Die wirk- 
liche Untersuchung ergiebt als Resultat folgende Tabelle 


(a, b, c) 

(1) 

(r) 

(1,0,35) 

+ 

+ 

(5, 0, 7) 

— 

— 

(3, ±1, 12) 

— 

— 

(4,+l, 9) 

+ 

+ 

(2, 1, 18) 

+ 

4 - 

(6, 1, 6) 

— 

— 


Es zeigt sich also, dass jedes der beiden Systeme nur in zwei ver- 
schiedene Geschlechter zerfällt; die drei Formen 

(1,0,35), (4, +1,9) 

bilden ein Geschlecht, dessen Total-Charakter durch 
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bestimmt ist; die drei anderen Formen 

(5,0,7), (3, ±1,12) 

bilden ein zweites Gesclileclit, dessen Total-Charaktcr durch 

(f) = -.(T) = - 

bestimmt ist. Und jede der beiden Formen der zweiten Art bildet 
ein Geschlecht für sich. 


lieisiylel 2: Für die Determinante D = — 5 = 3 (mod. 4) 
bilden (§. 71) die beiden Formen 

(1, 0, 5), (2, 1, 3) 

ein vollständiges System nicht äquivalenter (positiver) Formen; um 
sie in Geschlechter einzutheilen, müssen wir die beiden Charaktere 

( — l)VÄin-D ujjd 

betrachten. Der Form (1, 0, 5) entspricht 

(_ !)■/.(»-.; = + 1 , = + 1 , 
und der Form (2, 1, 3) entspricht 


(_!)•«»- i)=_l, (f)=-l. 

Jede dieser beiden Formen bildet also ein Geschlecht für sich; , 
da A = 2 ist, so ist auch hier die Anzahl der Geschlechter nicht 
= 2\ sondern nur = 2^~h 


Beispiel 3: Für die Determinante D = 24 = 0 (mod. 8) 

findet man leicht (nach §§. 75, 78, 82), dass folgende vier Formen 

. (1, 4,-8), (-1,4,8), (3, 3, -5), (-3,3,5) 

ein vollständiges Formensystem bilden; cs sind hier die folgenden 
drei Charaktere zu betrachten: 


’ (3)’ 

der ersten der obigen Formen entspricht 

(_ i)y.(n-i) = -f. 1 , (_ i)V 8 (n*-i) = 1 , 

der zweiten 

(_ iy/.(n-i) =_ 1 , (_ i)‘/«fn*-i) = -f 1 , 

der dritten 
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und der vierten 

(_ = + 1 , (_ = - 1 , = - 1 . 

Auch hier zeigt sich also, dass die Anzahl der wirklich vorhandenen 
Geschlechter nicht = 2^ sondern nur = ist. 


§. 123. 


Mit Hülfe des Reciprocitätssatzes lässt sich nun in der That 
nachweisen, dass die Anzahl der verschiedenen Geschlechter höchstens 
= 2^ ^ ist. Wir setzen D = V S‘, wo S’^ das grösste in D auf- 
gehende Quadrat bezeichnet, und legen den Buchstaben d, £, P 
dieselbe Bedeutung in Bezug auf D' bei, welche sie in §. 52 in 
Bezug auf die dort mit D bezeichnete Zahl erhalten haben. Dann 
wird 

(I) = (f) = (f)' 


wo n jede beliebige positive ganze Zahl bedeutet, die relative 
Primzahl zu 2 Z) ist. Da nun die Determinante D keine Quadrat- 
zahl, also ly nicht = 1 ist, so kann auch nicht gleichzeitig 
d=-t-l,£=-f-l und P = 1 sein, und hieraus folgt leicht, dass 
der Ausdruck 





entweder mit einem der Charaktere G, oder mit dem Producte aus 
mehreren dieser Charaktere identisch ist; bezeichnen wir diese 
Charaktere mit C' und ihr Product mit TI C\ so ist also stets 



sobald n positiv und relative Primzahl zu 2Z) ist. Da nun durch 
jede ursprüngliche Form der öten Art stets Zahlen <Jw dargestellt 
werden können, in welchen n dieser Bedingung genügt (§. 93), 
und zwar solche Zahlen ö«, von welchen D quadratischer Rest ist 
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(§. Cü), so ergiebt sich, dass der Total-Charakter einer jeden Form 
so besebafifen ist, dass stets 

ri C' = + 1 

und niemals 77 C" = — 1 wird. Da nun unter den sämnitlichen 
2^ Zeichencombinationen, w'elche man erhält, wenn man jedem der 
A Charaktere C sowohl den Werth -j- 1 wie den Werth — 1 bei- 
legt, offenbar die Hälfte so heschafien ist, dass 77 C" = — 1 wird, 
so folgt, dass diesen Zeichencombinationen oder Total-Charaktcren 
keine wirklich existirenden Formen entsprechen können. Mithin 
ist die Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter höchstens 
= 2 ^->. 

Im Folgenden soll nun bewiesen werden, dass allen denjenigen 
Totiil-Charaktereu , welche in Uehereinstimmung mit der oben an- 
gegebenen Relation sind, wirklich existirende Formen entsprechen, 
dass also die Anzahl der wirklich vorhandenen Geschlechter = 2^~‘ 
ist, und ausserdem, dass jedes Geschlecht eine gleiche Anzahl von 
Formen-Classeu enthält. 


§. 124. 

Wir wollen wieder (wie in §. 89) mit n alle positiven ganzen 
Zahlen bezeichnen , die relative Primzahlen zu 2 Z) sind , ferner 
mit m alle diejenigen Zalden n, von welchen D quadratischer Rest 
ist, und mit ft die Anzahl der von einander verschiedenen in m auf- 
gehenden Primzahlen. Es sei ferner ip(n) eine der Bedingung 
4i(n') ^{n") = genügende Fimction, so ist stets 

S 2 2f‘t(m)= 2 rl>(n) 2 

vorausgesetzt, dass die hier vorkommenden unendlichen Reihen be- 
stimmte von der Anordnung der Glieder unabhängige Werthe 
haben. Offenbar geht diese Gleichung durch die Specialisii’ung 
tp(n) — n~‘ in die Endgleichung des §. 89 über, und sie könnte 
auch genau auf dieselbe Art wie diese bewiesen werden. Wir 
ziehen hier folgende Verification vor. 

Verfährt man, wie in §. 91, so erhält man durch Ausführung 
der Multiplicatioii der beiden unendlichen Reihen auf der rechten 
Seite 
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wo 

ist, und 6 alle Divisoren der Zahl n durchlaufen muss. Denkt 
man sich nun die Zahl n dargestellt als Product von Primzahl- 
potenzen A, B . . . und bezeichnet man mit a alle Divisoren von 
A, mit h alle Divisoren von B u. s. w., so leuchtet ein, dass r„ das 
Product aus den Summen 


KD- 

ist. Wenn nun z. B. A = 5 «, und q eine Primzahl ist, so wird 

KD="+>- 

wenn 7) quadratischer Rest von q ist; ist dagegen D Nichtrest von 
q, so wird 

V (^) = 1 oder = 0 , 


je nachdem a gerade oder ungerade, d. h. je nachdem A ein Qua- 
drat oder kein Quadrat ist. Bezeichnet man daher mit h alle die- 
jenigen Zahlen «, in welchen nur solche Primfactoren aufgehen, 
von denen D Nichtrest ist, so folgt hieraus, dass jede Zahl «, für 
welche r, von Null verschieden ausfällt, von der Form ist; 
und zwar ist dann gleich der Anzahl r,„ aller Divisoren von m. 
Da ferner il< = ist, so wird die rechte Seite unserer 

Gleichung gleich 


Wir wenden uns nun zur linken Seite; da jede Zahl »i von der 
Form km ist, so ergiebt sich zunächst 

V = V 1 tf» (»»’), 


und folglich braucht nur noch gezeigt zu werden, dass 

ist*). Führen wir links die Multiplication aus, indem wir alle Glie- 
der des Productes, welche denselben Factor il'(m) enthalten, in ein 
einziges zusammenfassen, so erhalten wir ein Resultat von der Form 


*) 1)(T gcmeinachafüiche Werih beider Seiten ist das Quadrat von 2" i/'('")- 
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wo der Coefficient 

K, = 12*' 

aus ebenso vielen Gliedern besteht, als die Zahl m quadratische 
Divisoren besitzt , und wo die Zahl v für jede Zerlegung von 
der Form m = s8'^ angiebt, wie viele verschiedene Primzahlen in 
s aufgehen. Es braucht daher jetzt nur noch nachgewiesen zu 
werden, dass rj,, == ist, d. h. es muss folgender Satz bewiesen 
werden : 

Zerlegt man eine ganze positive Zahl m auf alle mögliche Arten 
in zwei Factören, von denen der eine ein Quadrat ist, und be- 
zeichnet man mit v jedesmal die Anzahl der in dem andern Factor 
s aufgehenden von einander verscliiedenen Primzahlen, so ist ^ 2 
gleicli der Anzahl aller Divisoren der Zahl m. 

Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man sich aber 
leicht auf folgende Weise. Ist 

m = a^^hßcY . . 

wo c . . . von einander verscliiedene Primzahlen bedeuten, so 
ist jeder Divisor a von der Form 

£ — AB C . . ., 

wo A, By C . . . resp. irgend welche Glieder aus den Reihen 


a«. 

a«-2. 

, . . 


&/S-2, 

. . . 

er. 

cy-2. 

er-* . . . 


u. s. w. bedeuten, welche so weit fortzusetzen sind, als die Ex- 
ponenten nicht negativ werden. Lässt man nun jedem Factor 
A, B^ C . . . resp. einen Factor A\ B\ C' . . . entsprechen, welcher 
= 2 oder = 1 ist, je nachdem der entsprechende Exponent > 0 
oder = 0 ist, so wird 


und folglich 


2*' = ^'j5'(7'..., 

V 2»^ = V . V JJ' . V C' . . .; 


da aber, wie unmittelbar einleuchtet 

lA' = a-\-l, = vc' = y-f-l... 


ist, so findet man 

S2'' = (a-f 1) (ß + 1) (y+l)... = r, 

( 

was zu beweisen war. 
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Die Richtigkeit der obigen Gleichung ist also hiermit eben- 
falls erwiesen. 

Bei einer aufmerksamen Prüfung der vorstehenden Ableitung 
wird man leicht den Zusammenhang zwischen ihr und dem (in §.91 
aufgestellten) Satze über die sämmtlicheii Darstellungen einer Zahl 
6n durch das vollständige System S der ursprünglichen Formen 
der Oten Art erkennen, und man wird auf diese Weise zu einem 
sehr einfachen Beweise dieses letztem Satzes gelangen, wenn man 
von dem in §. 60 oder §. 86 gewonnenen Resultat ausgeht, dass 
die Anzahl der verschiedenen Gruppen von Darstellungen 

einer Zahl Cm durch die Formen des Systems S gleich ist, wo 
p die Anzahl der verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen be- 
deutet. 

Schliesslich bemerken wir, dass der Satz sich bedeutend ver- 
allgemeinern lasst, wenn man statt des in ihm vorkommenden 
Jacohi’schen Symbols irgend eine Function d(«) einfühii;, welche 
der Bedingung 0 (»?') 6 {n") = 6 (n'n”) genügt und nur eine end- 
liche Anzahl verschiedener Werthe besitzt. 


§. 125. 


Nach §. 123 zerfallen die sämmtlichen (positiven) Formen von 
der DHerminante 7) und von der öten Art, und also auch die 
sämmtlichen h Formenclassen in höchstens r = 2^~' verschiedene 
Geschlechter, deren Total-Charaktere sämmtlich der Bedingung 

n 

genügen, und die wir mit 

G\, G2 • • . Gz 

bezeichnen wollen; die Anzahl der Formen-Classen , welche diese 
Geschlechter enthalten, sollen entsprechend mit 


’9u 9-2 • • • 9t 

bezeichnet werden, so dass also, wenn eins dieser Geschlechter, 
z. B. Grt nicht wirklich vorhanden sein sollte, Qr = 0 zu setzen 
ist. Es soll nun gerade im Folgenden gezeigt w'erden, dass dies 
niemals eintritt, dass also diese r Geschlechter wirklich existiren, 
und ausserdem, dass sie alle gleich viele Formen-Classen enthalten, 
dass also 
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Zu diesem Zweck benutzen wir die im vorigen Paragraphen 
bewiesene Gleichung*), indem wir 


t(n) = 


X(») 

n‘ 


setzen, wo j;(n) irgend eins der 2^ = 2r Glieder der Summe be- 
deutet, welche durch die Entwicklung des über alle A Charaktere 
C erstreckten Productes 


n (1 -f c) 


entsteht; der Bedingung ip(ti) 4’(n') = 4>(nn') geschieht ofi'en- 
har durch jede solche Specialisirung Genüge, denn alle Factoreu 
C, aus denen eine solche Function i{n) zusammengesetzt ist, ge- 
nügen derselben Bedingung. Da ausserdem i(n) für jede Zahl n, 
die relative Primzahl zu 2D ist, = ^ 1 ist, so convergiren die 
vier in der Gleichung vorkommenden unendlichen Reihen unab- 
hängig von der Anordnung ihrer Glieder für jeden positiven Wertli 
.<? > 1. Es ist also unter dieser Annahme, da = z(”) x(”) 

= -f 1 ist. 


^ „ 2 . ^ «' \n / n’ 


Denken wir uns nun wieder (wie in §. 88) ein vollständiges 
System S von h Formen 

(«, b, c), (a', b\ c')... 

von der Determinante J) und von der ötcn Art aufgescliriehen, 
und unterwerfen wir die Variahein x, t/ jeder Form den dort an- 
gegebenen Bedingungen I., II., III., so wird jede Zahl am im 
Ganzen auf x . 2.“ verschiedene Arten erzeugt, wo x die ebenda- 
selbst festgesetzte, nur von D und ö abhängige Bedeutung hat. 
Die sämmtlichen h Formen des Systemes S zerfallen nun in zwei 
Gruppen, nämlich in eine Gruppe von H Formen, die wr mit 
(«, b, c) bezeichnen wollen, für welche x0>0 = -f 1 ist, und in 


♦) Auch ohne Hülfe derselben gelangt man auf einem etwas kürzem, 
wenn auch principiell nicht verschiedenen Wege zum Ziele, wenn man von 
der aus §. 91 folgenden Gleichung * 2' r» 4'{n) = 2 ausgeht , wo i/» eine 
willkürliche Function, und ay alle die Zahlen bedeutet, welche durch das 
System der Formen (a,h,e) ujiter den Bedingungen I., II. des §. 90 erzeugt 
werden. Setzt man dann = n—‘ II (1 yr C), wo yr den Werth des 
Charakters C im Gesehlechte Gr bedeutet, so wird dies letztere rechts sofort 
isolirt, während der Grenzprocess auf der linken Seite für jeden Beslandtheil 
Cr/(n) des Productes //(l -j- l'r G) einzeln ausgeführt werden kann. 
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eine zweite Gruppe von H’ Formen, die wir mit («', h\ c') bezeich- 
nen wollen, für welche x(^) = — 1 >st. Oflenhar werden auf 
diese Weise alle Formen des Systems S, welche einem und dem- 
selben Geschlecht Gr angehöreu, auch einer und derselben dieser 
beiden Gruppen zugetheilt; denn für alle diese Formen hat jeder 
Factor von j;(m) für sich genommen und folglich auch xint) seihst 
einen und denselben Werth. Und umgekehrt leuchtet ein, dass alle 
Zahlen öm, denen entspricht, ausschliesslich durch 

Formen der ersten Gruppe, und alle Zahlen 6m, denen ;^(»n):= — 1 
entspricht, ausschliesslich durch Formen der zweiten Gruppe er- 
zeugt werden. 

Mithin ist 


2 zW ^ = 


+ S 


^ax* + ^bxy -f cy^\~’ , 
^ ; + 


^ ^i'x^ -F 2 Vxy -|- c'y^'y’ 


wo auf der rechten Seite die den H Formen («, h, c) der ersten 
Gruppe entsprechenden Doppelsummen mit positivem Vorzeichen, 
und die den//' Formen («', h', c') der zweiten Gruppe entsprechen- 
den Doppelsummen mit negativem Vorzeichen behaftet sind. 

Multiplicirt man jetzt die Gleichung mit der unendlichen 
Reihe 



so erhält man links zufolge der obigen Gleichung das Resultat 


* 2 


ijn) 




%(») . 

w* ’ 


führt man ferner auf der rechten Seite die Multiplication wie in 
§. 90 aus, so verändert sich äusserlich ihre Gestalt niclit, sondern 
es fällt allein die frühere Bedingung III. fort, nach welcher die den 
Variahein x, y beigelegten Werthe relative Primzahlen zu einander 
sein mussten. Man erhält daher 


X V 2 ^ 

■“ n' \n J n’ 



ax* -F 2hxy -F oiß'sT' 

ö ) 

T- 


a'a:* -F Wxy -F 


Setzen wir jetzt s = 1 -F P) u»tl multiidiciren wir mit p, so 
nähert sich mit unendlich abnehmendem positiven p jedes der h 
Produc te 
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ö ; 5 ; 

einem und demselben von Null verschiedenen Grenzwerth TV, wel- 
cher lÜr eine negative Determinante in §. 95, für eine positive in 
§. 98 bestimmt ist; mithin wird der Grenzwerth, welchem sich das 
Product aus q und aus der rechten Seite der vorstehenden Gleichung 
nähert, gleich (// — H’) W, 

Für die beiden Fälle nun, in welchen für x(ti) entweder das 
Anfangsglicd 1 oder das Glied 77 C' der Entwicklung des Productes 
77(1 -f C) genommen wird, ist 17 = Ä und H’ = 0; und die obige 
Gleichung stimmt genau mit der in §. 90 überein, welche später 
zur llestimmung der Classenanzahl h führte. In den übrigen 
(2r — 2) Fällen, d. h. also, wenn unter x(n) irgend ein Glied des 
entwickelten Ausdrucks 

n (1 + c )— 1 — nc" 

verstanden wird, nähert sich aber, wie im folgenden Paragraphen 
nachträglich gezeigt werden soll, jede der beiden unendlichen 
Reiben 


y iM 

^ n'+Q 


und 


y iW 
\n J n^+Q 


mit unendlich abnehmendem q einem endlichen Grenzwerth, und 
folglich das Product 


px 2 


x(.n) . y 


x(n) 

n ) 


dem Grenzwerth Null. Vergleicht man dies mit dem oben ge- 
fundenen Grenzwerth (77 — 11') TP, wo W eine von Null verschie- 
dene Grösse war, so ergiebt sich 

H—H’ = 0 , 

d. h. jedem dieser (2r — 2) Fälle entspricht eine Eintheilung aller 
h Formen des Systems S in zwei Gruppen, deren jede eine gleiche 
Anzahl 11 = H' = Formen enthält. 

Zufolge der obigen Bemerkung, dass die Qr Formen des Sy- 
stems 5, welche einem und demselben Geschlecht Gr angehören, 
bei jeder einzelnen Specialisirung von ;u(?i) entweder alle in die 
erste, oder alle in die zweite Gruppe fallen, lässt sich jede solche 
Gleichung von der Form H — 77' = 0, welche einem dieser (2t — 2) 
Fälle entspricht, in folgender Weise aufschreiben 
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5Ti ± ± STj ± • • • ± =0, (g) 

wo die Anzahl jedesmal mit positivem, irgend eine andere An- 
zahl gr aber mit positivem oder negativem Vorzeichen behaftet ist, 
je nachdem in diesem Fall die Formen des Geschlechts Gr der- 
selben Gruppe angehören, wie die Formen des Geschlechts Gj, oder 
nicht, d. h. je nachdem die Werthe, welche %{n) in dem Geschlecht 
Gl und in dem Geschlecht Gr erhält, gleich oder entgegen- 
gesetzt sind. Ist ^ der üeberschuss der Anzahl der Fälle, in wel- 
chen das Erstere eintritt, über die Anzahl der übrigen, so wird, 
wenn man alle Gleichungen (^) addirt, die den (2 t — 2) verschie- 
denen Fällen entsprechen , der Coefficient von gi gleich (2 r — 2), 
und der von gr gleich d werden. Um nun diesen Üeberschuss J 
zu bestimmen, bezeichnen wir mit y, und y, die bestimmten Werthe 
+ 1 , welche irgend einer der A Charaktere C resp. in dem Ge- 
schlecht Gl und Gr annimmt, und unter diesen mit y/ und y/ die- 
jenigen Werthe, welche den Charakteren C" entsprechen ; man über- 
zeugt sich dann leicht, dass 

^ = n (1 -F yi yr) — 1 — n yiYr 
ist; denn wenn wir das erste, aus A Factoren von der Fomi 
(1 -F Yi y;) bestehende, Product rechter Hand entwickeln und die 
daraus entstehenden beiden Glieder 1 und II y/y/ gegen die bei- 
den andern Glieder fortheben, so bleiben 2^ — 2 = 2r — 2 Glieder 
zurück, deren jedes einem bestimmten Gliede des entwickelten Aus- 
drucks 

n (i-F Q-i-riG', 

d. h. einer bestimmten Specialisirung von xi'^) entspricht, und 
zwar wird ein solches Glied = -F 1 oder = — 1 werden, je nach- 
dem die beiden Werthe, welche das correspondirende x (»t) iio ^'O- 
schlecht Gl und im Geschlecht Gr annimmt, gleich oder entgegen- 
gesetzt ausfallen; die algebraische Summe aller dieser Glieder ist 
also in der That gleich dem Üeberschuss was zu beweisen war. 
Da nun die beiden Geschlechter Gj und G^ verscliieden sind, so 
ist mindestens einer der A Factoren (1-Fyiyr) gleich Null, und 
da ausserdem 77 y/ = 1, J7 y^' = 1 und folglich auch 77 yi'y/ 
= 1 ist, so erhalten wir z/ =» — 2. Da dieser Üeberschuss ^ nun 
für alle von Gi verschiedenen Geschlechter gleich gross ist, so er- 
halten wir durch Addition sämmtlicher (2r — 2) Gleichungen (g) 
das Resultat 

(2 r — 2) — 2 (</, -F H + gi) — 0, 

21 * 
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und da ausserdem 

*7i + .(/j + '7a + ■ • • + <7r = 

ist, so l’ülgt 

2rr/, — 2Ä = 0, also ^ 

Da endlicli für jedes andere Geschlecht G-i, G 3 ... Gi die 
Untersuchung ebenso gefülirt werden kann, wie für das Geschlecht 
(ri, so erhalten wir als Endresultat den Satz*): 

Die Anzahl der wirJdich existirenden Gcscldechler ist gleich 
2^' , und alle diese Geschlechter enthalten gleich viele Formen- 
classen. 


§. 126 . 

Zur Vervollständigung des vorstehenden Beweises haben wir 
nun noch zu zeigen, dass für jede der 2 t — 2 Specialisirungen von 
x(n), welche den Gliedern des obigen entwickelten Ausdrucks ent- 
sprechen, jede der beiden unendlichen Reihen * 

y V fR\ äM 

^ «‘+e’ " \nZ «i+e 

mit unendlich abnehmendem positiven q sich einem endlichen 
Grenzwerth nähert. Dies kann mit Rücksicht auf frühere Unter- 
suchungen (§. 101) in folgender Weise geschehen. 

Jede der beiden in Rede stehenden Summen ist von der 
Form 

V 3= V «ViK-'-i) — 

~ n‘ ‘ \L) n‘' 

*) Gauss: D. A. artt. 252,261, 287. — Mit Hülfe des Satzes über die aritb- 
inetisclie Progression (Supplement VI.) lässt sich der obige Satz sehr kurz be- 
weisen. Da nämlich alle Zahlen » 1 , für welche jeder der z Charaktere C einen 
vorgeschriebenen Werth + 1 besitzt, in gewissen arithmetischen Reihen ent- 
halten sind, deren Differenz 4 D ist, während ihre Anfangsglieder relative 
Primzahlen zu 4 D sind (vergl. §. 52), so existiren unter diesen Zahlen n 
aach Primzahlen p; genügen nun die für die Charaktere C vorgeschriebenen 
Werthe + 1 der Bedingung /7C' = -|-], so istD quadratischer Pest von p, 
und folglich existirt eine (positive) ursprüngliche Form erster Art, deren 
erster Coefticient ist, welche mithin den vorgeschriebenen Total-Charakter 
besitzt. 
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wo = 1 , =; 1 ^ und L irgend ein ungerader Divisor von D 

ist; da quadratische Factoren im Nenner eines Jacobi’schen Sym- 
bols fortgelassen werden dürfen, so können wir annebmen, dass 
L durch keine Quadratzabl (ausser 1) tbeilbar ist. Ferner ist 
jedenfalls nicht gleichzeitig L = l\ denn 

sonst wäre entweder %(w) = 1, oder %(n) = TI C\ gegen unsere 
V oraussetzung. 

Bezeichnen wir mit LL' das Product aus allen von einander 
verschiedenen in 2) aufgehenden ungeraden Primzahlen, so ist das 
System der Zahlen n identisch mit dem System aller positiven 
ganzen Zahlen, welche relative Primzahlen zu 8Z/L' sind; wir be- 
trachten zunächst nur die ersten cp(SLL') Zahlen w, d. h. die- 
jenigen Zahlen w, welche kleiner als SLL' sind, und zeigen, dass 
die Summe der entsprechenden Werthe von gleich Null ist. Zu 
diesem Zwecke bezeichnen wir mit a irgend eine der vier Zahlen 
1, 3, 5, 7; mit h irgend eine der tp{L) Zahlen, welche relative 
Primzahlen zu L und nicht grösser als L sind; endlich mit V 
irgend eine der Zahlen, welche relative Primzahlen zu V 

und nicht grösser als L' sind. Es wird dann (nach §. 25) durch 
die drei Congruenzen 

n = a (mod. 8) , n~=h (mod. L) , w = V (mod. U) 


eine und nur eine Zahl n bestimmt, welche relative Primzahl zu 
8LI/' und zugleich kleiner als 8 LZ' ist; und wenn jede der drei 
Zahlen «, V unabhängig von den anderen alle ihr zukommenden 
Werthe durchläuft, so werden auf diese Weise auch alle (jp(8ZZ') 
Zahlen n erzeugt, die relative Primzahlen zu 8LV und kleiner 
als SLV sind. Da nun jedesmal 


ßVi(n-l) rjV^Cn*-!) _ ßVtia-l) 



ist, so wird die über diese Werthe von n ausgedehnte Summe 
V «„ = y(i') . V rj'Mo’-i) . V (A); 


nun ist aber (nach §. 52, I.) 



ausgenommen , wenn 'Z = 1 ist; ausserdem findet man leicht, 
dass auch 

' V ßVA<i-i) = Ü 


.*526 
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ist, ausgenommen, wenn ö = = + l ist. Da nun, wie schon 

oben bemerkt ist, diese beiden Ausnahmefälle jedenfalls nicht 
gleichzeitig eintreten, so ist 

2 «» = 0 , 


wo das Summenzeichen sich auf die angegebenen Werthe von n 
bezielit. 

Da ferner, sobald n' = n (mod. 8LL'), auch a,/ = ist, so 
wird immer 

S «■ = 0 

sein, wenn die Summation auf beliebige tp{8LL') aufeinander 
folgende, also nach dem Modul 8LL' incongruente Werthe von 
n ausgedehnt wird. Und hieraus folgt unmittelbar, dass die Summe 
aller Werthe von die beliebig vielen auf einander folgenden 
Werthen von n entsprechen (von « = 1 an gerechnet) stets unter- 
halb einer endlichen angebbaren Grenze bleibt. Nach einer frühem 
Untersuchung (§. 101) ist daher die Reihe 



wenn ihre Glieder nach der Grösse der Nenner geordnet werden, 
eine für jeden positiven Werth von s endliche und stetige Function 
von .9; also nähert sich auch jede der beiden obigen Reihen mit 
unendlich abnehmendem positiven q einem endlichen Grenzwerth, 
was zu beweisen war. 
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V. Theorie der Potenzreste für zusammengesetzte 

Modul!. 

§. 127. 

Es ist in §. 28 gezeigt, dass wenn die Zahl a relative Prim- 
zahl gegen den Modul U ist, stets positive ganze Exponenten n 
von der Beschaffenheit existiren, dass a" = 1 (mod. h) ist; diese 
Exponenten n sind die sämmtlichen Vielfachen des kleinsten unter 
ihnen ; bezeichnet man diesen mit 8, so sagt man, die Zahl a gehöre 
zum Exponenten d; und die S Zahlen 

1, a, a“ . . . {A) 

sind sämmtlich incongruent. Mit Hülfe des verallgemeinerten 
Fermat’schen Satzes ist dort ebenfalls gezeigt, dass S immer ein 
Divisor von q> (k) ist ; dies Resultat lässt sich aber auch ohne Hülfe des 
Fennat’schen Satzes ableiten durch eine eigentbümliche Methode, 
welche sehr häufig zum Nachweise der Theilbarkeit einer Zahl 
durch eine andere gebraucht werden kann. In unserm Falle ge- 
staltet dieselbe sich folgendermaassen. 

Ist a' irgend eine relative Primzahl zu k, so sind (nach §. 18) 
die d Zahlen 

a', o'a, a'o* . . . u'a^~^ (A') 

sämmtlich incongruent; dasselbe gilt von den d Zahlen 

a", a"a, a"a’‘ . . . a"a^~^ (A") 

sobald a" ebenfalls relative Primzahl zu k ist. Jeder solche Com- 
plex, wie A' oder A", enthält d unter einander incongruente Zah- 
len, die sämmtlich relative Primzahlen gegen k sind und also als 
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Repräsentanten von d Zahl-Classen in Bezug auf den Modul k an- 
gesehen werden können. Gesetzt nun, es findet sich eine und die- 
selbe Zahlclasse in jedem der beiden Complexe A' und Ä" ver- 
treten, so giebt es zwei Exponenten ft', fi" von der Beschaffen- 
heit, dass 

a' . a,“' = a" . (mod. k) 

ist; nehmen wir an, was der Symmetrie wegen erlaubt ist, dass 
ft" ^ fl', so erhält man durch Division mit o.“' die Congruenz 

a' = a" . (mod. it); 

und hieraus folgt sogleich , dass jede in Ä' euthaltene Zahl »' . a"* 
auch einer Zahl von der Form a" . a" , d. h. einer in A" enthal- 
tenen Zahl congruent ist. ,Wir können hieraus schliessen, dass 
entweder zwei solche Complexe A', A" dieselben d Zahlclasseu 
enthalten, oder dass keine einzige Classe in beiden gleichzeitig 
vertreten ist. 

Bildet man nun der Reihe nach alle solche aus d Zahlclassen 
bestehenden Complexe von der Form A', A" . . und zwar nur 
solche, welche von einander verschieden sind, so muss endlich jede 
der q}(k) Zahlclassen, welche relative Primzahlen zu k enthalten, 
in einem dieser Complexe, und auch nur in einem, vertreten sein; 
ist daher e die Anzahl dieser von einander verschiedenen Complexe, 
so muss q> (k) = sd, also q> (k) theilbar durch ö sein , was zu be- 
weisen war. 

Hieraus ergiebt sich nun der Fermat’sche Satz als Folgerung; 
denn erhebt mau die Congruenz 

= 1 (mod. k) 

zur ften Potenz, so erhält man 

= 1 (mod. k). 


§. 128. 


Für den Fall, dass der Modul k eine Primzahl ist, wurde 
ferner in §.29 bewiesen, dass zu jedem Divisor ö von q>(p)=p — 1 
genau (p(d) Zahlen gehören, die nach dem Modul p incongruent 
sind; und in §. 30 sind die Eigenschaften der sogenannten primi- 
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tiven Wurzeln von |) betrachtet, d. h. derjenigen <p(p — 1) incon- 
gruenten Zahlen g, welche zum Exponenten p — 1 selbst gehören. 
Wir wollen nun untersuchen, ob ähnliche Gesetze auch für zu- 
sammengesetzte Moduln gelten. 

Zunächst beschränken wir uns auf den Fall, in welchem der 
Modul k eine Votcnz von einer ungeraden Primzahl p ist, und wir 
werden der Analogie nach unter einer primitiven Wurzel von k 
jede Zahl g verstehen, welche zum Exponenten gi{k) gehört. Dem 
Beweise der wirklichen Existenz solcher primitiven Wurzeln schicken 
wir folgenden Hülfssatz voraus : 

Ist h irgend eine ganze Zahl und » ^ 1 eine positive ganze 
Zahl, so ist stets 

(1 -}- hp”)r = 1 -f hp”*^ (mod. 

Man überzeugt sich hiervon leicht durch die Entwicklung der 
linken Seite nach dem binomischen Satze; man findet nämlich zu- 
nächst, indem man sich auf die drei ersten Glieder beschränkt, 

(1 -|- h})”)’' =1-1- hp^+^ -b l(p — (mod. p^^), 

und hieraus ergiebt sich die obige Congruenz, wenn man bedenkt, 
dass p ungerade, also — 1) eine ganze Zahl, und ferner, dass 
sowohl ^2"+* als auch p^” durch p^+^ theilbar ist. 

Nach dieser Vorbemerkung gehen wir an unsere Unter- 
suchung und nehmen zunächst einmal an, es existire für den Mo- 
dul wo 5T ^ 1 ist, wirklich eine primitive Wurzel^; dann 

liegt es nahe zu fragen : zu welchem Exponenten gehört eine solche 
Zahl g in Bezug auf den Modul p" ? Es sei 8 dieser Exponent, 
also 

g^ = 1 4-Äp'», 

so erhält man mit Hülfe des soeben bewiesenen Satzes 
g^e = 1 (mod. 

da nun g primitive Wurzel von p"+' ist, so muss 8p durch 
q)(p7»+i) = (p — \)p", und folglich 8 durch (p — 1) p"~' theil- 
bar sein ; andererseits muss aber, da g zum Exponenten 8 in Bezug 
auf den Modul p" gehört, nothwendig qp(p'') = (p — l)p”~* 
durch 8 theilbar sein ; mithin ist 8 — q> (p”) , d. h. g ist aucli 
primitive Wurzel vonp". Zugleich leuchtet ein, dass die in der 
Gleichung 

p<r-i)p^ * = 14 - Äp” 
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vorkommende Zahl h nicht durch p theilbar sein kann; denn 
sonst wäre 

' = 1 (mod. 

also g keine primitive Wurzel von 

Setzt man diese Schlüsse weiter fort, so erhält man zunächst 
das Resultat: 

Jede primitive Wurzel g von einer Mhern Potenz einer un- 
geraden Primzahl p ist nothwendig eine primitive Wurzel der Zahl 
p selbst, und zwar von der Beschaffenheit, dass gp~^ — 1 nicht 
durch p^ theilbar ist. 

Wir wollen nun umgekehrt annehmen, es sei g eine primitive 
Wurzel von p^, und zwar von der Beschaffenheit, dass die in der 
Gleichung 

ffp-np” * = 1 -p hp^ 

vorkommende Zahl h nicht durch p theilbar ist; und wir fragen 
jetzt; zu welchem Exponenten gehört diese Zalil g in Bezug auf 
den Modul Ist 3 dieser Exponent, also 

g^ ~ l (mod. p"+*), 

so ist auch 

g^ = l (mod. p"), 

und folglich d theilbar durch q>(p^)‘, da aber andererseits d ein 
Divisor von = pqp(p") sein muss, so ist d entweder 

= <p(p^)i otlßr = das Erstere ist aber nicht der Fall, 

weil unserer Voraussetzung zufolge die Zahl h nicht durch p theil- 
bar ist; also ist d = ^(p^'* '), d. h. die Zahl g ist primitive Wur- 
zel von Zugleich leuchtet aus der Congruenz 

(fp-np” _ (1 Jipny = 1 .yJlpn^ l (mod. p”+'^) 

ein, dass die in der Gleichung 

g(p-i)p” = 1 -|- h'p^'^^ 

vorkommende Zahl h' nicht durch p theilbar ist. 

Durch Fortsetzung dieser Schlussweise erhalten wir das zweite 
Resultat: 

Jede primitive Wurzel g einer ungeraden Primzahl p, für 
welche die Differenz gr—^ — 1 nicht durch p- theilbar ist , ist auch 
eine primitive Wurzel aller höheren Potenzen von p. 
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Um also die Existenz von pi'imitiven Wurzeln g für höhere 
Potenzen von p nachzuweisen , und um alle diese Zahlen g zu fin- 
den, haben wir nur noch zu zeigen, dass in der That primitive 
Wurzeln g von p existiren, für welche * — 1, oder, was dasselbe 
sagt, für welche gv — g nicht durch p^ theilbar ist. Dies geschieht 
leicht auf folgende Weise. Ist / irgend eine primitive Wurzel von 
p, so sind alle in der Form 

ff =/+P^ 

enthaltenen Zahlen g ebenfalls primitive Wurzeln von jj; dann ist 
nach dem binomischen Satze 

(/p =/- (mod. 

setzen wir daher 

ß" =/+/'p (mod. p^), 

so wird 

gp — g=p(f' — x) (mod. p'^) , 

und folglich ist g = f px jedesmal eine primitive Wurzel aller 
Potenzen von p, ausgenommen, wenn x =f (mod. p), also 
<7 (mod. p’) 

ist. Da nun g>{p — 1) nach dem Modul p incongruente Zahlen / 
existiren, und aus jeder Zahl / genau (p — 1) in Bezug auf den 
Modul p* incongruente Zahlen g = f -\-px von der Beschaffenheit 
abgeleitet werden können , dass — 1 nicht durch p^ theilbar 
wird, so erhalten wir das Resultat; 

Die sämmtlichen primitiven Wurzeln von höheren Potenzen 
einer ungeraden Primzahl p sind die sämmtlichen Individuen von 
(p — 1) qp(p — 1) verschiedenen Zahlclassen in Bezug auf den 
Modul p®. 

Beispiel: Sämmtliche primitive Wurzeln der Primzahl p = 7 
sind in den beiden Reihen 7a; + 3, 7a:-l-5 enthalten ; da nun 
3^ = 31, 5’ = 19 (mod. 49) 

ist, so sind alle in den arithmetischen Reihen 7x-\-3, 7a;4-5 
enthaltenen Zahlen, mit Ausnahme derer, welche = 31 oder =19 
(mod. 49) sind, auch primitive Wurzeln von allen höheren Po- 
tenzen von 7. 
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§. 129. 


Nachdem im Vorliergehenden die P^xistcnz von primitiven 
Wurzeln g für jeden Modul nachgewiesen ist , der eine Potenz 
einer ungeraden Primzahl p ist, kann man leicht die übrigen ele- 
:nentaren Fragen über die Potenzreste beantworten. Setzt man 
zur Abkürzung 

cp(p”) — c, 

so sind die Potenzen 

(ß ■ ■ ■ (mod.j)") 

sämmtlich incongruent, und bilden daher ein vollständiges System 
incongruenter Zalilen, mit Ausschluss der durch p theilbaren 
Zahlen. Ist daher n irgend eine durch p nicht theilbare Zahl, so 
existiren stets unendlich viele Exponenten y, die aber nach dem 
Modul c sämmtlich einander congruent sind, von der Beschalfen- 
heit, dass 

n = g'y (mod. p ”) ; 

man nennt dann y den Index der Zahl n für die Basis g, und 
drückt dies in Zeichen so aus 

Ind. n = y (mod. c); 

durchläuft y ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modul 
c, so durchläuft n ein vollständiges System von Zahlen, die relative 
Primzahlen zu p" und unter einander nach dem Modul p" incon- 
gruent sind. Für die Rechnung mit diesen Indices gelten dieselben 
Gesetze, wne die (in §. 30 angegebenen) für den Fall n = l. Wir 
heben hier besonders hervor, dass 

Ind. (1) = 0, Ind. ( — \) = \c (mod. c), 

und ferner, dass n quadratischer Rest oder Nichtrest von p^ ist, 
je nachdem Ind. n gerade oder ungerade ist. 

Aus dem Index einer Zahl n lässt sich leicht der Exponent t 
bestimmen, zu welchem n in Bezug auf den Modul p" gehört; aus 

n = " (mod. p") 

folgt nämlich 
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n‘ = ^ (mod. j)") ; 

soll also n‘ = 1 sein, so muss t Iiid. n durch c theilbar, und 
folglich t ein Multiplum von c : d sein, wo 6 den grössten gemein- 
schaftlichen 'Divisor von c und lud. n bedeutet; die kleinste aller 
dieser Zahlen t, d. h. der Exponent, zu welchem n gehört, ist daher 
z= c : S. 

Hieraus folgt, dass n stets und nur dann eine primitive Wurzel 
von ist, wenn Ind. n relative Primzahl zu c ist; die Anzahl aller 
nach dem Modul j)" incongruenten primitiven Wurzeln von ist 
daher gleich der Anzahl derjenigen der Zahlen 
0 , 1 , 2 ... c — 1 , 

welche relative Primzahlen zu c sind, also gleich 9 (c) = 99 
Dasselbe Resultat ist aber auch eine unmittelbare Folge aus dem 
Schlusssätze des vorigen Paragraphen. 


§. 130. 


Die Primzahl 2 verhält sich anders als die ungeraden Prim- 
zahlen, welche bisher ausschliesslich betrachtet wurden. 

Für den Modul 2 kann jede ungerade Zahl als primitive Wurzel 
angesehen werden. 

Für den Modul 2^ = 4 ist 3 = — 1 eine primitive Wurzel; 
zu jeder ungeraden Zahl n giebt es einen entsprechenden Expo- 
nenten K von der Beschaffenheit, dass 

n = ( — 1)“ (mod. 4) 

ist; und zwar ist « = 0 (mod. 2 ) oder = 1 (mod. 2 ), je nachdem 
n = 1 oder = 3 (mod. 4) ist. 

Bis hierher findet also noch völlige Analogie mit den unge- 
raden Primzahlen Statt; sobald aber ein Modul 2^ betrachtet wird, 
in welchem der Exponent A ^ 3 ist, hört dieselbe auf. Es lässt 
sich nämlich zeigen, dass , wenn n irgend eine ungerade Zahl be- 
deutet, immer schon 

^ = 1 (mod. 2 ^) 

ist. In der That ist dieser Satz richtig für A = 3; denn das 
Quiulrat jeder ungeraden Zahl n ist = 1 (mod. 8 ). Nehmen wir 
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ferner an, der Satz sei für einen beliebigen Exponenten A ^ 3 
schon bewiesen, es sei also 

= 1 + Ä2^ 

so folgt hieraus durch Quadriren 

n-A-i = 1 +Ä2^+> + 7j" 22» = 1 (mod. 2^^-l), 

d. h. der Satz gilt auch für den nächstfolgenden Exponenten A 1 . 
Er gilt mithin allgemein, da er für A = 3 gilt. 

Es fragt sich nun, ob es in diesen Fällen wenigstens Zahlen 
giebt, die zu dem Exponenten | <p (2^) = 2^~“ gehören ; mau über- 
zeugt sich leicht, dass die Zahl 5 diese Eigenschaft für jeden Modul 
2 ^ ^ 8 besitzt. Es ist nämlich 


allgemein 

also 


. 5 = 1 -P 4 (mod. 8 ) 
5»= 1 -P 8 (mod. 16) 
5<= 1 -P 16 (mod. 32) 
58= 1 -p 32 (mod. 64) 


5 jA -8 = 1 2^1 (mod. 2 ^), 

5®^““ niemals = 1 (mod. 2 ^), 


woraus unmittelbar folgt, dass der Exponent, zu welchem die Zahl 
5 nach dem Modul 2 ^ gehört, kein Divisor von 2 *“* sein kann, 
und also, da er doch Divisor von 2^* sein muss, nothwendig 
= 2 ^-ä ist. 

Hieraus ergiebt sich nun, •wenn man zur Abkürzung 
19(2^) = 2^-2 = I 
setzt, dass die h Zahlen 

5«, 5’, 5» . . . 5»-i 


sämmtlich nach dem Modul 2^ inccuigruent sind; dasselbe gilt von 
den Zahlen 

— 5«, —b\ — 5» ... — 5»-> 

da ferner die erstem sämmtlich = 1 (mod. 4), die letztem sämint- 
Uch = 3 (mod. 4) sind, so bilden sie zusammengenommen ein 
System von <p ( 2 ^) nach dem Modul 2 ^ incongruenten ungeraden 
Zahlen. Ist daher r» irgend eine ungerade Zahl, so kann man 
stets 
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n = ( — 1)" üß (mod. 2^) 

setzen, wo « nach dem Modul 2, und ß nach dem Modul b voll- 
ständig bestimmt ist. Durchläuft « ein vollständiges Kestsystem 
in Bezug auf den Modul 2, und ß unabhängig von a ein vollstän- 
diges Restsystem in Bezug auf den Modul b, so durchläuft n ein 
vollständiges System von Zahlen , die in Bezug auf den Modul 2^ 
incongruent und relative Primzahlen zu 2^, d. h. ungerade sind. 
Diese beiden Zahlen « und ß kann man die Indices der Zahl n 
nennen; sie befolgen ganz ähnliche Gesetze, wie die Indices für 
die früher betrachteten Moduli. Wir heben noch besonders her- 
vor, dass w = + 1 oder = + 3 (mod. 8) ist, je nachdem ß gerade 
oder ungerade. 

Es verdient bemerkt zu werden , dass die vorstehende Form, 
in welche jede ungerade Zahl n gebracht werden kann, auch noch 
für den Fall A = 2 gilt; die Anzahl b der Werthe von ß reducirt 
sich nämlich auf 1 , und da 5=1 (mod. 4) , so geht die obige 
Form in die frühere n = ( — 1)“ (mod. 4) über. Für eine spätere 
Ulitersuchung ist es sogar zweckmässig, dieselbe Form der Dar- 
stellung aller relativen Primzahlen zu einem Modul von der Form 
2^ auf die Fälle A = 0 und A = 1 auszudehnen; da in denselben 
nur eine einzige Zahlclasse darzustellen ist, so wird man a und ß 
auch nur einen einzigen Werth beizulegen haben; setzen wir daher 
a = 7> = 1, wenn A = 0 oder A = 1 ist, in allen anderen Fällen 
(A ^ 2) aber a = 2, & = | y (2^), so können wii- sagen , dass der 
Ausdruck 

n = ( — 1)" 5ß (mod. 2^) 

alle incongruenten relativen Primzahlen zum Modul durchläuft, 
wenn k und ß resp. vollständige Ilestsysteme in Bezug auf a und 
b durcldaufen. 


131. 

Es sei nun der Modul eine beliebige zusammengesetzte Zahl 
h = 2^p^p''>' . . ., 

wo j), p' von einander verschiedene ungerade Primzahlen, und 
A, jr, *' . . . ganze positive Exponenten bedeuten, deren erster, A, 
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auch = 0 sein kann. Ist n irgend eine relative Primzahl zu A:, so 
kann man stets 

n = ( — 1)“5^ (mod. 2*) 
n = t/y (mod. p^) 
n = (/Y (mod. /"') 


setzen, wo g, g' . . . primitive Wurzeln resp. von p*, p'* . . . be- 
deuten. {leben wir den Zahlen u, b die im vorigen Paragraphen 
festgesetzte Bedeutung und setzen wir zur Abkürzung 

<p (p^) = c, <p(p'’»') = c' . . ., 
so sind die E.xponenten oder Indices 

a, ß, y, y' . . . 

vollständig bestimmt in Bezug auf die entsprechenden Moduli 

fl, c, , 

und umgekehi-t entspricht jedem solchen Systeme von Indices 
(nacli §. 25) eine bestimmte Classe von Zahlen n nach dem Mo- 
dul A', die relative Primzahlen zu k sind. Durchlaufen die Indices 
fl, /i, y, y' . . . unabhängig von einander ihre fl, b, c, c' . . . Werthe, 
so durchläuft n sämmtliche 

abcc' . . . = (p{h) 

Zahlclassen in Bezug auf den Modul Ic, welche relative Primzahlen 
zu A enthalten. 

Sind die Indices a, /3, y, y' . . . einer Zahl n bekannt, so ist 
cs leicht, den Exponenten 8 zu bestimmen, zu welchem die Zahl 
n gehört; denn oflfeubar ist ö das kleinste gemeinschaftliche Mul- 
tiplum aller derjenigen Exponenten, zu welchen die Zahl n in Be- 
zug auf die einzelnen Moduli 2^, p", p'"' . . . gehört. Dieser Ex- 
ponent 8 ist daher immer ein Divisor von dem kleinsten gemein- 
schaftlichen Vielfachen p der Zahlen a, b, c, ef . . . Es können 
daher primitive Wurzeln von A‘, d. h. Zahlen, die zum Exponenten 
(p (A) gehören, nur dann existiren, wenn p = <p (A) ist; man über- 
zeugt sich leicht, dass dies nur dann der Fall ist, wenn der Modul 
A = 1, oder = 2,- oder = 4, oder eine Potenz einer ungeraden 
Primzahl, oder das Doppelte einer solchen Potenz ist; und umge- 
kehrt leuchtet ein, dass in diesen Fällen immer primitive Wurzeln 
e.xistiren. 
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Da ferner die Möglichkeit einer binomischen Congruenz von 
der Form 

a:™ = n (mod. h) 

und die Anzahl ihrer Wurzeln nur von der Möglichkeit derselben 
Congruenz in Bezug auf die einzelnen Modul! 2^ p'”' . . . ab- 

hängt (nach §. 37) , so überzeugt man sich leicht , dass zur Beur- 
theilung dieser Frage und zur Auffindung der Wurzeln der Con- 
grueuz die Kenntniss der Indices der Zahl n vollständig ausreicht. 
Die wirkliche Ausführung dieser Untersuchung unterdrücken wir 
hier, weil sie sich ganz ebenso gestaltet wie in §.31. Der Fall 
»w = 2 würde auf diese Weise behandelt auf das in §.37 ge- 
wonnene Besultat zurückführen. Ebenso leicht ist es, den ver- 
allgemeinerten Wilsou’schen Satz (§. 38) von Neuem zu beweisen. 


l^irichlet, ZAhlentheorio. 
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VI. Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arith- 
metisebe Progression, deren erstes Glied und Differenz 
ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor sind, un- 
endlich viele Primzahlen enthält. 


§. 132. 

Der allgemeine Beweis dieses Satzes*) stützt sich auf die Be- 
trachtung einer Classe von unendlichen Reihen von der Form 

L — ^ 

wo der Buchstabe n alle ganzen positiven Zahlen durchlaufen 
muss, und die reelle oder complexe Function ^(n) der Be- 
dingung 

= rlf(nn') 

genügt. Hieraus folgt für n = n' = 1, dass t(l) = 1 oder = 0 
ist; da aber im letztem Fall ^'(w) = i)(l) für alle Werthe 
von n verschwinden würde, so nehmen wir immer an, dass ^(1) ' 
= 1 ist. Wir nehmen ferner an, die Function i/;(«) sei so be- 
schaffen, dass die Summe der analytischen Moduln aller Werthe 
i>(n) endlich ist, woraus folgt, dass die Reihe L einen von der 
Anordnung ihrer Glieder unabhängingen endlichen Werth besitzt. 
Man überzeugt sich dann leicht von der Richtigkeit der folgenden 
Gleichung 

= (I) 

*) Dtrichlel: Abhandlungen der Berliner Akademie aus dem Jahre 18H7. 
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wo das Productzeichen sich auf alle, in beliebiger Ordnung auf 
einander folgenden, Primzahlen q bezieht*). 

Zunächst leuchtet ein, da die Reihe L die Glieder 
V»(l) = l, i)(q)=e, t(g2) = ^r2... 
enthält, und die Summe derselben für sich einen endlichen Werth 
hat, dass der Modulus von i>(q) < 1, und folglich 

ist. Sind ferner g,, gj, q^ . . . die sämmtlichen Primzahlen q, wie 
sie in dem Producte linker Hand aufeinander folgen, so wird das 
Product Q der ersten m Factoren 

1 1 1 
1 — 1— V’fe)'" 1— 

wenn man jeden derselben nach der vorstehenden Gleichung in 
eine unendliche Reihe entwickelt und die Multiplication ausfülirt, 
gleich wo die Summation über alle die ganzen positiven 

Zahlen l auszudehnen ist, in welchen keine andern als die Prim- 
zahlen q\, qt . . . q,n aufgehen. Ist daher h irgend eine positive 
ganze Zahl, und nimmt man m so gross, dass unter den Primzahlen 
2ii 32 • • • 3m sich alle diejenigen finden, welche < h sind, so 
enthält 2 ^ (ü) alle Glieder der Reihe tl» («) , in welchen n < h 
ist, und ausserdem noch unendlich viele andere, in denen n > h 
ist. Mithin unterscheidet sich das Product Q von der Summe 
27 ip («) um eine Summe von der F orra 27 (w') , in welche, aber 
nur noch Zahlen n' eingehen, welche ^ h sind. Ua nun die Summe 
der Moduln aller Glieder ^'(n) endlich ist, so kann man h, und 
also auch m so gross wählen, dass die Summe der Moduln aller 
Glieder und folglich auch der Modul der Differenz Q — 27t^(»i) 

kleiner \N-ird als jede vorher gegebene Grösse; d. h. mit unbegrenzt 
wachsendem m nähert sich Q dem Grenzwerth was zu hc- 

w'eisen war. 

Ausser diesen Reihen von der Form L = 2J tl>(n) haben wir 
noch diejenigen Reihen zu betrachten, welche durch die Entwick- 

*) Unter dieser Classe von Reihen sind auch diejenigen enthalten, welche 
im fünften Abschnitt betrachtet sind. Vergl. §§. 124, 136. DerWerth einer 
solchen Function <fi ist offenbar für alle Zahlen vollständig bestimmt, sobald 
er für alle Primzahlen willkürlich angenommen ist. Die ältesten Unter- 
suchungen über solche Reihen und Producte finden sich bei Euler: In- 
troductio in analysin infinilorum. Cap. XV. 

22 ‘ 
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lung ihrer natürlichen Logarithmen entstehen. Wenn der Modulus 
von z ein echter Bruch ist, so ist bekanntlich 

^ + 5 + ä + 5 •2'* H = log 

und zwar ist der- imaginäre Besbindtheil des Logaritlimen rechter 
Hand stets zwischen den Grenzen — \ni und -l-jnri zu nehmen. 
Setzt man hierin z = xl!(q) und für q alle Primzahlen, so erhält man 
zufolge der Gleicldieit (1) 

1 + t {(f) + 3 i/* (3^) + • • • = log L, (llj 

und offenbar hat die aus unendlich vielen unendlichen Reihen be- 
stehende linke Seite einen von der Anordnung der Summationen 
unabhängigen endlichen Werth, weil selbst die Summe der Moduln 
aller ihrer Glieder einen endlichen Werth besitzt. Der imaginäre 
Theil des Logarithmen rechter Hand ist die Summe aller imaginären 
Theile der Logaritlimen der einzelnen Factoren, aus denen das 
obige unendliche Product besteht. 

Wir fügen zu diesem Resultat nocli einige Bemerkungen hinzu. 
Ist zunächst eine reelle Function, so sind alle Factoren des 
unendlichen Productes positiv, also ist log L reell, und da die 
Reihe logL einen endlichen Werth hat, so ist L ein positiver von 
Null verschiedener Werth. Ist aber t{n) imaginär, und 
der jedesmal mit ip(n) conjugb-te complexe Werth, so ist auch 
ii>' (n) i'' (n') — ^'(nu’), und die über alle ganzen positiven Zahlen 
n ausgedehnte Summe L' = Z ip' («) ist die mit L ■= Eip (?i) con- 
jugirte Zahl. Zugleich wird 

N + a i: (qV + 3 -b • • • = logL', 

und zwar ist log/Z conjugirt mit logL, so dass die Summe log L 
4- log// = log(L//) reell wird. 

Ist endlich der W'erth der Function ip für alle in einer be- 
stimmten Zahl / aufgehenden Primzahlen — . 0, so ist (») jedes- 
mal = 0, wenn n keine relative Primzahl zu 1; ist, und die Glei- 
chungen (I) und (II) hleiben richtig, wenn man n alle relativen 
Primzahlen zu k, und q alle in k nicht anfgehenden Primzahlen 
durchlaufen lässt. 
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§. 133. 


Es sei nun (wie in {5. 131) Je eine beliebige positive ganze Zahl, 
und zwar 

Je = . . ., 

wo jj, p' . . . von einander verschiedene ungerade Primzahlen be- 
deuten; wir geben ferner den Buchstaben 

a, l), c, c' . . . 

ihre frühere Bedeutung (§. 131) und bezeichnen entsprechend mit 
0, t],. oj, a' . . . 

irgend welche Wm’zcln der Gleichungen 

ö» = 1 , = 1 , o' = 1 , ca' '' = 1 . . . 

Ist nun n irgend eine positive ganze Zahl und zugleich relative 

Primzahl zu Je, und sind ihre Indices 

a(mod. ci), /3 (mod. b), y(mod. c), /(mod. tf) . . ., 

so genügt, wie man leicht sieht, der Ausdruck 

, , , 6"riß aVca'r' . . . 

^ (n) — — 

der Bedingung ^(«)^ (»') = i#'(»m')*); wenn ferner der Exponent 
s > 1 ist, was wir im Folgenden annehmen wollen, so ist die Summe 
der Moduln ' aller Glieder ilj(n) endlich (§. 117), und folglich 
gelten die Gleichungen (I) und (II) des vorigen Paragraphen 


II 


1 


= >; «!'(«) = L 


t(q) + 'i V(q^) +l 1 -\ log L 


in welchen q alle in Je nicht aufgehenden Primzahlen , n alle rela- 
tiven Primzahlen zu Je durchlaufen muss; beide Keiheii haben, so 
lange s > 1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un- 


♦) Der Zähler x(v) = ö“ ««y oj'/ . . . besitzt die charakteristischen 
Eigenschaften x(n) ;^{n') = ;^(nn') und, wenn n' = n" (mod. A;) ist, = 

Umgekehrt, wenn eine Function x(n) die erste Eigenschaft hat, und 
wenn sie ausserdem nur eine endliche Anzahl m (von Null verschiedener) 
Werthe w,, besitzt, so sind diese letzteren uothwendig die sämmt- 

lichen Wurzeln der Gleichung tu'» = 1. 
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abhängige Summen. Wir können binzufügen, dass beide Reihen 
auch stetige Functionen von s sind, so lange s > 1 ist; wir be- 
weisen diese Behauptung für alle Werthe von s, welche grösser 
als ein beliebiger unechter Bruch <J sind, weil hieraus offenbar die 
Stetigkeit dieser Reihen für alle Werthe von s > 1 (excl. 1) folgt. 
Jede der beiden Reihen L und logL ist von der Form 


1 ' 2 * 3 * 


wo die Moduln der Coefficienten «i , , o-j . . . sämmtlich eine 

endliche ttrösse .4(=al) nicht übertreffen. Um die Stetigkeit 
einer Function von s innerhalb eines gewissen Intervalls (.s ^ <J) 
zti beweisen, genügt esdarzuthun, dass, wie klein auch eine positive 
gegebene Grösse ö sein mag, die Function jedesmal in einen ersten 
und zwar stetigen, und in einen zweiten Bestandtheil zerlegt wer- 
den kann, dessen Modulus innerhalb des ganzen Intervalls (s S ö) 
< 8 ist; denn hieraus folgt, dass der Modulus einer plötzlichen 
Werthänderung der ganzen Function, die doch nur von dem zweiten 
Bestandtheil herrühren kann, kleiner als 2d, und folglich, da die 
gegebene Grösse 8 beliebig klein sein darf, nothwendig = 0 sein 
muss (vergl. §§. 101, 143). In unserm Falle ergiebt sich die Mög- 
lichkeit einer solchen Zerlegung auf folgende Weise; ist n eine be- 
liebige ganze Zahl, so ist die Summe der ersten n Glieder 


1 * 


+ ^ 4 - 
' 2 '’ ^ 


n‘ 


eine stetige Function; der Modulus der Summe aller folgenden 
Glieder ist kleiner als 


1 


+ 


1 




\(n -I- 1)* ' (M -f 2)' 
und folglich für alle Werthe s ^ ö auch kleiner als 


^ ((«-t- 1)» (n-f 2)® + ■ ■■ )’ 

da nun ö ein unechter Bruch ist, und folglich (nach §. 117) die 
Reihe 


— + — + — 4 - 

1<7 2 " ^ 3 ® ^ 


convergirt, so kann für jede gegebene Grösse d entsprechend n 
so gross gewählt werden, dass 
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^ ((» + 1)^ (n + 2? + •••)<- ^ 

wird; hiermit ist für jede gegebene Grösse ö die Möglichkeit einer 
Zerlegung unserer Reihe in zwei Bestandtheile von der obigen Art, 
und also auch die Stetigkeit der Reihen L und log L für jeden 
Werth s > 1 nachgewiesen. 

Der Beweis des Satzes über die arithmetische Progression 
gründet sich nun auf die Untersuchung des Verhaltens der Reihen 
L und logL bei unbegrenzter Annäherung des Exponenten s an 
den Werth 1. Wir bemerken zunächst, dass diese Reihen je nach 
der Wahl der in dem Ausdrucke vorkommenden Einheits- 

Wurzeln fl, ij, oj, cj' . . . ein ganz verschiedenes V' erhalten zeigen; 
da diese Wurzeln resp. a, b, c, c' . . . verschiedene Werthe haben 
können, so sind in der Form L im Ganzen 

abcc' . . . = q>(k) 

verschiedene besondere Reilien enthalten; wir theileu cRese Reihen 
L in drei Classen ein: 

In die erste Chisse nehmen wir nur eine einzige Reihe L_ auf, 
und zwar diejenige, in welcher alle Einheits-Wurzeln fl, cj, a' ... 
den Werth -|- 1 haben. 

In die ziceite Classe nehmen wir alle übrigen Reihen L, auf, 
in welchen alle Einheits-Wurzeln reelle Werthe, also die Werthe 
+ 1 haben. 

In die dritte Classe nehmen wir alle übrigen Reihen L, auf, 
d. h. alle diejenigen, in welchen wenigstens eine der Einheits- 
Wurzeln imaginär ist. Die Anzahl dieser Reihen ist jedenfalls 
gerade, und sie sind paarweise mit einander conjugirt; denn ent- 
spricht eine solche Reihe Lj den Wurzeln 0, t], a, m' . . ., so 
entspricht immer eine zweite solche Reihe L'^ den Wurzeln fl-*, 
7J-', (»-*, o'~* . . ., und diese beiden Systeme von Wurzeln sind 
nicht identisch. 

Wir wollen nun das Verhalten aller dieser Reihen genau un- 
tersuchen, wenn der Exponent s = 1 -t- p sich dem Werthe 1 
nähert, d. h. also, wenn die positive Grösse p unendlich klein wird. 
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§. 134. 

Betrachten wir zunäclist das Verhalten der ersten Reihe 
“ n* ~ “ n'+e’ 

in welcher n alle relativen Primzahlen zu Je durchlaufen muss, so 
leuchtet ein, dass dieselbe als ein Aggregat von qciffc) Partialreihcn 
von der Form 

_J 1 — \ 1 ! + • • • 

v>+(? ^ (v + i-)'+e ^ (v-F‘2Ä;)'te ^ 

angesehen werden kann, wo v relative Primzahl zu h und ^ k ist. 
Da nun (nach §. 117) das Product aus einer solchen Reihe und 
aus Q mit unendlich abnehmendem p sich einem endlichen posi- 
tiven, von Null verschiedenen Grenzwerth nähert, so können wir 



setzen, wo l mit unendlich abnehmendem p sich ebenfalls einem 
endlichen, positiven, von Null verschiedenen Greuzwerth nähert. 

Ganz anders verhalten sich aber die Reihen L der zweiten und 
dritten Classe; wir haben gesehen, dass alle diese Reihen, so lange 
.s > 1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder unabhängige 
Weithe besitzen; von jetzt au wollen wir aber ihre Glieder 
so anordnen, dass die Zahlen n ihrer Grösse nach wachsend auf 
einander folgen; die so geordneten Reihen L der zweiten und 
dritten Classe convergiren dann für alle positiven Werthe von s und 
sind nebst ihren Derivirten auch stetige Functionen des positiven 
Exponenten s. 

Um dies nachzuweisen, betrachten wir zunächst die ganze 
rationale Function 

f{x) = ^ 6"ril<o)Y(o'7' . . . X’' 

der Variabein x, wo das Summenzeichen sich auf diejenigen q> (k) 
positiven ganzen Zahlen v bezieht, die relative Primzahlen zu k 
und < k sind , und wo a, ß, y, y' . . . die Indices der Zahl v be- 
deuten. Setzt man x — 1, so erhält man 

/(l) N (!<'■ tjß.ar'a'Y' . . ., 
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wo die Indices u,ß,y,y'... unabhängig von einander voll- 
ständige Restsysteme resp. in Bezug auf die Moduln «, 6, c, c' . . . 
durchlaufen müssen ; es ist daher 

/(l) = S (ay. V oj'/ . . . 

Da nun nach unserer Voraussetzung die Reihe L eine Reihe der 
zweiten oder dritten Classe und folglich mindestens eine der Ein- 
heitswurzeln 0, rj, a, o' ... nicht = -f- 1 ist, so ist auch mindestens 
eine der Summen 


i: 0 ", 1 ^ V oV . . . 

gleich Null, und hieraus folgt 

/(l) = 0. 


Mit Hülfe dieses Resultates kann man nun die oben behaup- 
teten Eigenschaften der Reihen L auf verschiedene Arten nach- 
weisen. Die eine besteht darin, dass man die Reihe L in ein 
bestimmtes Integral verwandelt. Nach der von Legendre einge- 
führten Bezeichnung ist 

1 

r(s) =/(iog 

eine für alle positiven Werthe von s endliche und stetige Function 
von s; bedeutet ferner n irgend einen positiven Werth, und ersetzt 
man x durch x", so ergiebt sich 


^ =/*- (loe 

0 

und hieraus folgt leicht (ähnlich wie in den §§. 103, 105), dass die 
Summe der ersten mtpQc) Glieder der Reihe L gleich 


riij/x Ä i)' 

ist. Da nun f{x) eine durch x theilbare ganze Function von x 
ist, welche für a; = 1 verschwindet, so bleibt innerhalb des ganzen 
Integrationsgebietes der Modulus der Function 


1 /(^) 
x 1 — X* 


unterhalb einer angebbaren endlichen Grösse, und hieraus folgt 
leicht, wenn man m unendlich wachsen lässt, dass 
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L = 


1 


r(s)J X 



ist. Es zeigt sich also in der That, dass die unendliche Reihe L 
der zweiten oder dritten Classe, wenn ihre Glieder in der ange- 
gebenen Weise geordnet sind, iur jeden positiven Werth von s 
convergirt] beachtet man ferner, dass F(s) für alle positiven Werthe 
von s ebenfalls positiv und von Null verschieden, sowie, dass die 
Derivirte von r(s) eine stetige Function von s ist, so folgt aus 
dem vorstehenden geschlossenen Ausdruck für die Reihe X, dass 
dieselbe nebst ihrer Derivirten eine stetige Function von s ist, so 
lange s positiv bleibt. 

Zu demselben Resultate gelangt man aber auch auf anderm 
Wege, nämlich mit Hülfe des weiter unten in §. 143 bewiesenen 
allgemeinen Satzes. Denn da zufolge der Gleichung /(l) = 0 die 
Summe der Coefficienten 


(oY a'y' . . . 

von je (p(k) auf einander folgenden Gliedern der Reihe X den Werth 
Null hat, so bildet die Reihe X eine solche unendliche Reihe, wie 
sie in §. 143 betrachtet wird; man braucht dort nur unter 
/*?!, fcj, ki . . . die Werthe der successiven Zahlen n zu verstehen, 
so ergeben sich unmittelbar unsere obigen Behauptungen über die 
Convergenz und Stetigkeit der Reihe X und ihrer Derivirten. 

Aus diesem Resultat ergiebt sich nun, dass jede Reihe X der 
zweiten oder dritten Classe , wenn der Exponent s = 1 -F P ab- 
nehmend dem Werth 1 unendlich nahe kommt, sich einem völlig 
bestimmten endlichen Grenz werth, nämlich dem Werth 

1 

dx 

näliert, welchen die Reihe X bei der oben angegebenen Anordnung 
ihrer Glieder für s = 1 annimmt. 


J X 1 


/W 


x^ 
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Es hat nun zwar gar keine Schwierigkeit, den Werth des vor- 
stehenden Integrals mit Hülfe von Logarithmen und Kreisfunctionen 
darzustellen *) ; dass aber dieser endliche Grenzw^erth einer Reihe 
L der zweiten oder dritten Classe von Null verschieden ist — und 
gerade hierin besteht der Hauptpunct der ganzen nachfolgenden 
Untersuchung — würde sich aus diesem Ausdrucke schw'cr oder 
gar nicht erkennen lassen. Es ist nun von dem höchsten Interesse, 
dass dieser Nachweis für die Reihen L<i der zw'eiten Classe sich 
mit Hülfe der Untersuchungen des fünften Abschnitts über die 
Classenanzahl der quadratischen Formen führen lässt; ja wir kön- 
nen hinzufügen, dass historisch jene Untersuchungen ihren Aus- 
gangspunct an dieser Stelle genommen haben. 

Wir betrachten eine bestimmte Reihe der zweiten Classe, 
welche den Wurzeln 

ö = +l, ^ = il, ^ = i 1 , CQ^ = -f- 1 . . . 

entspricht ; es sei P das Product aller der in k aufgehenden un- 
geraden Primzahlen p, denen eine negative Wurzel cd = — 1 ent- 
spricht, und S das Product der übrigen in k aufgehenden ungeraden 
Primzahlen (falls in der einen oder andern dieser beiden Gruppen 
gar keine Primzahl enthalten sein sollte, ist P oder 5 = 1 zu 
setzen); da nun eine Zahl n quadratischer Rest oder Nichtrest 
einer Primzahl ist, je nachdem ihr Index y gerade oder ungerade 
ist (§. 129), so leuchtet ein, dass 


ist ; wenn ferner 0 = — 1 , also a = 2 , und k = 0 (mod. 4) ist, 
so sind alle Zahlen n ungerade, und es ist (nach §. 130) 


*) Bei clor wirklichen Ausführung der Rechnung durch Zerlegung in 
Partialbrüche (ähnlich wie in den §§. 103, 105) würde man auf die in der 
Theorie der Kreistheilung vorkommenden Summen /(r) stosFen, wo r irgend 
eine Wurzel der Gleichung r* = 1 bedeutet. 



0« = (— 1)« = (— l)V*("-i); 


Digltized by Google 


348 


Supplement VI. 

ebenso, wenn r/ = — 1 , also 6 > 1 , und fc = 0 (mod. 8) ist , so 
sind alle Zahlen n ungerade, und es ist (nach §. 130) 

riß = (—iy = (— l)Va<-^l). 


Diese Bemerkungen veranlassen uns (vergl. §§. 101, 123), je nach 
den vier verschiedenen Zcichencomhinationen 0, t] vier verschiedene 
Determinanten D zu betrachten; wir setzen nämlich, mit gehöri- 
ger Rücksicht auf das Zeichen + 1 : 


D = i PS^ = 1 (mod. 4), 
D = + PS‘ = 3 (mod. 4), 
I) = +2PS» = 2 (mod. 8), 
D = ±2PS» = 6 (mod. 8), 


wenn 

11 

+ 

V =+i 

wenn 

0=-l, 

jj =4- 1 

wenn 

0 = + l, 

7] =—l 

wenn 

0=-l, 

V =— 1 


Nun sind alle ungeraden Zahlen n auch relative Primzahlen zu 
2 7), und umgekehrt, alle relativen Primzahlen zu 2 7) sind auch 
ungerade Zahlen m, und gleichzeitig ist 


0"^ßc3Vto'y' . . . — 



ist daher k gerade, so stimmen die sämmtlichen Zahlen n mit den 
sämmtlichen relativen Primzahlen zu 2 7) überein, und es ist 


Lj = 'S. t (n) = 


“ \n / n* ’ 


ist aber k ungerade, so sind unter den Zahlen m auch gerade Zahlen; 
da in diesem Falle aber nothwendig >?=+)) *^lso 

7) = 1 (mod. 4) ist, so ist (vergl. §. 102) 



wo in der letzten Summe rechter Hand der Buchstabe n nur noch 
alle ungeraden relativen Primzahlen zu k, d. h. alle relativen Prim- 
zahlen zu 27) zu durchlaufen hat. 

Um daher zu beweisen, dass die Reihe Lj sich einem von Null 
verschiedenen Grenzwerth nähert, braucht man dasselbe nur von 
der Reihe 


\n / n‘ 


nachzuweisen. Nun leuchtet ein, dass die Zahl D nie eine Quadrat- 
zahl sein kann; denn da eine Quadratzahl niemals = 3 (mod. 4), 
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oder = 2 (inod. 8) oder = (i (inod. 8) ist, so bleibt nur die ein- 
zige Möglichkeit Z)=l (mod. 4); da aber in diesem Falle Ö= -j- 1, 
=-|- 1 ist, so muss, da Li eine Ileilie der zweiten Classe ist, 
wenigstens eine der Wurzeln a, m' . . . = — 1 sein, und folglich 
P mindestens durch eine ungeiade Primzahl p theilbar, also nicht 
— 1 sein; mithin ist D in keinem Falle eine Quadratzahl. Wir 
haben nun (in §§. ‘JO und 98) gesehen, dass die Anzahl h der 
('lassen nicht ä(iuivalenter ursprünglicher Formen von der (nicht 
quadratischen) Determinante D ein Product aus mehreren Factoren 
ist, von denen der eine der Grenzwerth der obigen Reihe 


V ) — 
\n J n‘ 


ist; da nun immer mindestens eine Form (1, 0, — D) existirt, also 
Ä niemals = 0 ist, und da ferner die übrigen in dem Ausdruck 
von h vorkommenden P’actoren nicht unendlich gross sind, so ist 
auch dieser Grenzwerth von Null verschieden. Und hieraus folgt, 
dass auch der Grenzwerth einer jeden Reihe Lj der zweiten Classe 
ein von Null verschiedener und folglich positiver Werth ist, was zu 
beweisen war. 

In dem einfachsten Palle, wo J; eine Potenz einer ungeraden 
Primzahl p oder das Doppelte einer solchen Potenz ist, existirt 
nur eine Reihe 



der zweiten Classe ; in diesem P’alle bedarf es nicht der Zuziehung 
der Tlieorie der quadratischen Formen, um nachzuweisen, dass der 
Grenzwerth 


\p/ n 

dieser Reihe von Null verschieden ist; für diese Summe haben 
wir nämlich in §. 10.3 einen Ausdruck gefunden, welcher neben 
solchen P'actoren, die offenbar von Null verschieden sind, noch den 
P'actor 


V (|-)m oder V (H) l„g sin 

enthält, je nachdem p = 3 oder = 1 (mod. 4) ist , und wo m alle 
Zahlen 1, 2, ^ (p — 1) durchlaufen muss. Im erstell P'all ist 
aber und folglich .auch 
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(f 


m\ 

) m 


ungerade, also von Null verschieden; im zweiten Fall ist (§. 107) 

y-j- 2 Vp 


— 2 ( — ) log sin — = log 

\pj ^ p ' ^ y — 


^ Vp’ 


wo die ganzen Zahlen y, z der Gleichung y'^ — pz'^ = ^p genügen; 
es kann folglich und also auch der vorstehende Ausdruck nicht 
= 0 sein. 


§. 136. 


Um nun dasselbe auch für jede Reihe hi der dritten Classe 
zu beweisen, addiren wir alle q)(k) Gleichungen von der Form 

+1 ^ ^(^0 + 5 S -f • • • = logL, 

welche den verschiedenen Wurzel -Systemen Ö, ?y, co, ca' . . . ent- 
sprechen. Bedeutet q irgend eine in Tz nicht aufgehende Primzahl, 
und p irgend eine positive ganze Zahl, so liefert die linke Seite 
einer jeden solchen Gleichung ein Glied 

r 

in welchem 

p q^* 

mit dem Coefficienten 

rjßP oyp ca'y'P . . . 

behaftet ist, wo er, /3, y, y' . . . die Indices von q bedeuten. Die 
Summe aller dieser den verschiedenen Wurzelsystemen ö, 
ca, ca' . . . entsprechenden Coefficienten wird daher gleich dem 
Product 

^ 2 1 coyf* 1 ca'/P . . . , 

wo die Summenzeichen sich der Reihe nach auf die a, c* . . . 
verschiedenen Werthe von 0^ ci>' , . . beziehen. Bekanntlich 

ist nun die Summe aller gleich hohen Potenzen der Wurzeln von 
einer Gleichung der Form = 1 nur dann von Null verschieden, 
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und zwar = j», wenn der Exponent dieser Potenzen durch m 
theilbar ist; mithin ist das vorstehende Product nur dann von Null 
verschieden, und zwar = ah ce' ... = (p (k), wenn die Exponenten 
a fl, ß (i, y fl, y' (I . . . resp. durch a,b, c, d . . . theilbar sind; da 
nun ttfi, ßfi, yfi, y'fi ... die Indices von ql^ sind, so wird dies nur 
dann und immer dann eintreten, wenn 

qf‘ ^ l (mod. 2^), g.“ ^ 1 (mod. p’'), qf* = 1 (mod. p'”') . . 

d. h. also, wenn 

Qf.“ = 1 (mod. k) 

ist. Mithin \vird die Summe aller jener Gleichungen folgende 
Form annehmeu 


/ 


= logi, + logiä + s iog(i3i,'3). 


+ — s — -f 

^ p ^ qh’ ^ 


wo auf der linken Seite das erste, zweite Summenzeichen u. s. f. 
sich auf alle die in k nicht aufgehenden Primzahlen q bezieht, 
welche resp. den Bedingungen q = \, = 1 (mod. k) u. s. f. 

Genüge leisten; auf der rechten Seite bezieht sich das erste 
Summenzeichen auf alle Reihen der zweiten Classe, das zweite 
auf alle verschiedenen Paare Lj L '3 conjugirter Reihen dritter 
Classe. Mit Hülfe dieser Gleichung sind wir im Stande zu be- 
weisen, dass der endliche Grenzwerth, welchem sich irgend eine 
Reihe der dritten Classe nähert, von Null verschieden ist. 

Dieser Beweis stützt sich auf das schon früher (§. 134) er- 
haltene Resultat, dass jede solche Reihe Zfj für alle positiven 
Werthe von s eine stetige Function von s ist, und dass dasselbe 
auch von ihrer Derivirten gilt. Wir können daher 


L-i — f{s) -p iF (s) 

L' 3 -=f{s)-iF{s) 

setzen, wo /(.<?), F{s) und die Derivirten f'(s), F'(s) stetige 
Functionen von s sind, so lange s positiv bleibt; da also derGrenz- 
werth von L 3 =/(!)-)- if(l) ist, so muss, falls derselbe = 0 ist, 
nothwendig/(l) = 0 und i^(l) =0 sein; hieraus folgt nach einem 
bekannten Satze der Differentialrechnung, dass für jeden Werth 
s — 1 -P p, welcher > 1 ist. 
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ia = (>{/' (1 + ^ S ») + «- P ” (1 +«?) 1 
!/'(!+ 9)1 

sein wird, wo d und e zwischen den Grenzen 0 und 1 liegen; mit- 
hin wird 

L , L ', = 9 M / (1 + « 9 )’ + -^'(1 + * 9 )’ 1 = 9 ’^, 

wo H (in Folge der Endlichkeit und Stetigkeit der Derivirten 
/'(s), F'(s)) mit unendlich abnehmendem positiven p sich einem 
endlichen (nicht negativen) Grenzwerth 
/'(!)» -^^''(l)^ 
nähert. Hieraus folgt nun 

^ log (La L'a) = — 2 log 1 -P log i?, 

ST 

wo logJJ mit unendlich abnehmendem p sich entweder einem 
endlichen Grenzwerth nähert oder negativ über alle Grenzen 
wächst, falls 11 unendlich klein wird. 

Sind im Ganzen m solche Paare von Reihen dritter Classe vor- 
handen, welche gleichzeitig mit p unendlich klein werden, so ist 
folglich 

V log (La L'a) = — 2m log + f , 

Y 

wo t jedenfalls nicht positiv über alle Grenzen wachsen kann, son- 
dern entweder endlich bleibt, oder negativ über alle Grenzen 
wmebst; denn da jedes Product La L'a sich einem endlichen nicht 
negativen Werth nähert, so kann auch kein Glied log (L.; L'a) posi- 
tiv über alle Grenzen wachsen. 

Da ferner schon gezeigt ist, dass der Grenzwerth einer jeden 
Reihe Lj der zweiten Classe von Null verschieden ist, so nähert 
sich die Summe 

V log La 

der (jedenfalls reellen) Reihen log La einem endlichen Grenz- 
werth. 

Ausserdem ist schon bewiesen, dass das Product pLi sich 
einem endlichen von Null verschiedenen Werth nähert; mit- 
hin ist 

logL, = y + f, 
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wo t' endlich bleibt; folglich ist die ganze rechte Seite der obigen 
Gleichung von der Form 

— (2»»— 1) logy + r, 

wo T mit unendlich abnehmendem q jedenfalls nicht positiv über 
alle Grenzen wachsen kann. Existirtc also mindestens eine Reihe 
Li dritter Classe, welche mit q unendlich klein würde, d. h. wäre 
»i mindestens = 1 , so würde die ganze rechte Seite unserer 
Gleichung mit unendlich abnehmendem positiven p negativ unend- 
lich wachsen. Dies ist aber unmöglich, da die linke Seite für alle 
Werthe von q jjositiv bleibt. Mithin ist iw = 0, d. h. jede_Reihe 
der di’itten Classe nähert sich einem von Null verschiedenen Grenz- 
werth, was zu beweisen war. 

Hieraus folgt endlich noch, dass auch jede der Reihen log 
einen endlichen Grenzwerth haben muss, wenn man berücksichtigt, 
dass nach dem früher Bewiesenen (§. 133) jede solche Reihe sich 
stetig mit ,s ändert, so lange s > 1 ist. 


§• 137 . 

Das Resultat der vorhergehenden Untersuchungen besteht . 
darin, dass bei dem unendlichen Abnehmen der positiven Grösse 
Q = s — 1 die Reihe log Lj positiv über alle Grenzen wächst, 
während alle übrigen Reihen log L sich endlichen Grenzwerthen 
nähern. Mit Hülfe desselben sind wir im Stande, den Satz über 
die arithmetische Progression vollständig zu beweisen. 

Es sei nämlich m irgend eine relative Primzahl zu ä-, so mul- 
tipliciren wir jede der Reihen von der Form 

S X + l S • •• = logi, 

welche einem bestimmten System von Einheits- Wurzeln 0, t], «, 
cj' . . . entspricht, mit dem correspondirenden Werth 

0-«i tj-ßi Gj-yi m'-yi’ . . . = X, 

wo « 1 , /?! , yi , y/ . . . dielndices der Zahl m bedeuten, undaddiren 
alle Producte; daun wird, wenn wieder «, /3, y, / . . . die Indices 
einer bestimmten Primzahl q sind, das Glied 

J_ _1_ 

u qf“ 

BiTichlet, Zahlentheoric. 23 
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den Coefficienten 

V tjßfJ-ßi aYf^~V' a'Y't*-V'' . . . 

erhalten, wo sich das Summenzeiclien auf alle 9 (Z;) Wurzel-Systeme 
bezieht; dieser Coefficient ist daher auch gleich dem Product aus 
den einzelnen Summen 


X V rißfi-ßi^ V rar/^-yi, V 

in welchen die Buchstaben fl, «, o' . . . resp. ihre «, b, c, c' . . . 
verschiedenen Werthe durchlaufen müssen; dieser Coefticient wird 
folglich nur dann von Null verschieden, und zwar ■= ah cd .. . 
= (p{k) sein, wenn die Exponenten ufi — «t, ßfi — ßi, yit — yi, 
yV — y/ . . . resp. durch a, b, c, c' . . . theilbar sind, d. h. wenn 


g.“ = m (mod. Je) 

ist. Die Summation aller Producte % logL gieht daher das Re- 
sultat 

»(*■){ S7+!sf,+ä5;f,+ ..-) 

= 1 zlogL, 


wo auf der linken Seite das erste, zweite, dritte Summenzeichen 
u. s. f. sich auf alle Primzahlen q bezieht , welche resp. den Be- 
dingungen q = m, q^ = m, q^ = tn (mod. Je) u. s. f. genügen, 
während das Summenzeichen auf der rechten Seite sich auf die 
sämmtlichen <p{Je) verschiedenen Wurzel-Systeme fl, g, o, o' . . . 
bezieht. Bezeichnet man nun mit z alle positiven ganzen Zahlen 
mit Ausnahme von 1, so ist offenbar 


1 y _L -L i V 
•i ^ 


i.+XV -L , 


= Q 


kleiner als 


IV-LxlV -Lj-IV-Lj. 
“ " ^ “ ^3 -I- -t- 


wo in jeder Summe z alle seine Werthe durchläuft; da nun, sobald 
z 2 , immer 


±<1± 

z'-' ~ 2 z'^' z* ~ A z^' z'^ ~ 8 s“ 
ist, so ergiebt sich 
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während daher s abnehmend sich dem Wcrthe 1 näliert, bleibt Q 
fortwährend unterhalb einer endlichen Grösse. Da ferner alle 
Glieder %\ogL sich endlichen Grenzweidhen nähern, mit Ausnahme 
des einzigen Gliedes logL], welches über alle Grenzen wächst, so 
muss auch die Summe 



über alle Grenzen wachsen; dies wäre aber nicht möglich, wenn 
diese Summe aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestände, 
und folglich muss es unendlich viele Primzahlen q geben, welche 
== m (mod. h) sind; d. h. also; 

Jede unbegrenzte arithmetische Progression hx -\-m, deren An- 
fangsglied m und Differenz k relative Primzahlen sind, enthält uti- 
endlich viele positive Primzahlen q *). 

*) Ueber die- Ausdehnung dieses Satzes auf Linearformen mit complexen 
Coeffieienton , sowie auf quadratische Formen siehe DirichUt; Unter- 
suchungen über die Theorie der complexen Zahlen , Abhandlungen der 
Berliner Akademie aus dem Jahre 1841; Monatsbericht der Berliner Aka- 
demie (März 1840) oder Crelle’s Journal XXI ; Comptes reudus der Pariser 
Akademie 1849, T. X, p. 285. 




23 * 
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Vn. Ueber einige Sätze aus der Theorie der Kreis- 

theilung. 


§. 138. 

Sind p' p" • . • positive und von einander verschiedene 
Primzahlen, so stimmen (nach §. 9) die Glieder des entwickelten 
Productes 

(P+1) (P' + I) + 
mit den sämmtlichen Divisoren des Productes 

P = pp'p'^ . . . 

überein; dieselben Divisoren entstehen offenbar auch durch die 
Entwicklung des Productes 

(i>— 1) (/— 1) 1) • • •. 

aber die eine Hälfte derselben wird mit positivem, die andere mit 
negativem Zeichen behaftet sein; wir wollen die erstem mit 
die letztem mit bezeichnen, so dass 

(p-1) (P'-I) (P"-1) .... = 2 ^1-2 S, 

wird, und wir bemerken, dass die Zahl P selbst zu der Classe der 
erstem gehört. Ist nun d irgend ein Divisor von P, aber < P, 
so lässt sich leicht zeigen, dass die Anzahl der durch d theilharen 
Zahlen d, genau gleich der Anzahl der durch d theilharen Zahlen 
da ist. Denn wenn man mit g, q\ q" . . , alle diejenigen Prim- 
factoren von P bezeichnet, welche nicht in 8 aufgehen, so stimmen 
die durch d theilharen Zahlen dj und — da resp. mit den positiven 
und negativen Gliedern des entwickelten Productes 
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überein, und da d < P ist, also mindestens eine solche rrimzahl 
q vorhanden ist, so ist die Anzahl der positiven Glieder theses 
Productes genau gleich der Anzahl der negativen. 

Dieser Satz lässt sich leicht verallgemeinern. Bedeutet m 
irgend eine positive ganze Zahl > 1, und sind . • • die 

sämmtlichen von einander verschiedenen in m aufgehendeii posi- 
tiven Primzahlen, so kann man 






setzen, wo mit ßi und — /ij resp. alle positiven und negativen Glieder 
des entwickelten Productes linker Hand bezeichnet sind. Behält 
man die vorhergehenden Bezeichnungen bei, so stimmen offenbar 
die Zahlen fi, und resp. mit den Zahlen »»'d, und überein, 
wenn zur Abkürzung m = m' P gesetzt -wird. Bedeutet nun 
irgend einen Divisor von m, mit Ausnahme von m selbst, so folgt 
hieraus wieder, dass unter den Zahlen ebenso viele durch (i 
theilbar sein werden, wie unter den Zahlen Denn, wenn n' 
der gi’össte gemeinschaftliche Divisor von (t und m' ist, so kann 
man {t — fi'd setzen, wo d nothwendig ein Divisor von P, und zwar 
< P sein muss; und da eine Zahl ft, = »t'd, oder fi -2 = m'dj 
stets und nur dann durch jt = ft'd theilbar ist, sobald resp. d, 
oder dj durch d theilbar ist, so ergiebt sich in der That, dass die 
Anzahl der durch ft theilbaren Zahlen ft, genau gleich der Anzahl 
der durch ft theilbaren Zahlen ii> ist. 

Von dieser Eigenschaft der Zahlen ft, und ft., kann man \iel- 
fache Anwendungen machen. Hängen z. B. zwei Functionen /(>») 
und F(m) einer beliebigen ganzen Zahl m durch eine der beiden 
Kelationen 


im = F(m) 

oder 

n/(ft) = F(m) 


zusammen, wo das Summen- oder Productzeichen sich jedesmal 
auf alle Divisoren ft (incl. m) der Zahl m bezieht, so folgt daraus 
resp. die Umkehrung 


oder 


f(m) = V FQi,) - V 


/(m) = 


n F(.u.) 
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wo die Summen- oder Produotzeichen sich auf alle Wcrthe von pi 
oder auf alle Werthe von (ij beziehen; denn ersetzt man rechts 
jeden Werth F(fii) und durch die Summe oder das Product 

der Werthe /(fi), die den sämmtlichen Divisoren /t von fij oder ft., 
entsprechen, so werden zufolge der obigen Eigenschaft der Zahlen 
fti, ft, alle Werthe /(ft) sich aufheben, in welchen ft < Mt ist, und 
es wird allein der Werth f{m) Zurückbleiben. 

Als Beispiel wählen wir die Aufgabe, die Anzahl q>{m) der 
ganzen Zahlen zu bestimmen, welche relative Primzahlen zu m und 
nicht grösser als w sind; aus dieser Definition der Function q>(m) 
ist in §.13 ohne alle Rechnung der Satz abgeleitet, dass 
V g) (ft) = Mt 


ist, wo das Summenzeichen sich auf alle Divisoren ft von Mt be- 
zieht; setzen wir daher f (Mt) = mi, so ergiebt sich umgekehrt 

q>(m) = llii — lih, 

also 

diese Function ist daher durch den Satz des §.13 schon vollständig 
charakterisirt. 

Ein anderes Beispiel ist folgendes. Ist der Werth der Func- 
tion /(Mt) = p, sobald die Zahl Mt eine Potenz einer Primzahl p 
ist, dagegen = 1, so oft Mt = 1 oder durch mehrere verschiedene 
Primzahlen theilbar ist, so leuchtet ein, dass 

n/(ft) = m 


ist, wo das Productzeichen sich auf alle Divisoren ft von Mt be- 
zieht; hieraus folgt nach dem obigen Satze, dass umgekehrt der 
Quotient 


Hfti 
fl ft, 


=/w. 


also nur dann von 1 verschieden ist, wenn mi eine Potenz einer 
Primzald ist; und zwar ist dieser Quotient dann gleich dieser 
Primzahl. 

Aus der Definition der Divisoren ft, und ft, folgt endlich auch, 
dass stets 


^ (m') (t(p) - 1) (^ (pO - 1) (n> (p") - 1) . . . = S t/. (ft,) - S tK;*,) 
ist, wenn die Function i> die Eigenschaft be- 

sitzt. 
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Die sämmtlichen Wurzeln q der Gleichung 

= l ( 1 ) 

sind bekanntlich in der Form enthalten 


2 «jr , . . 2 w« 

p = cos h t sin , 

wi w» 

wo n irgend ein vollständiges Restsystem (mod. m) durchlaufen 
muss. 

Ist n relative Primzahl zu m, so sind die Potenzen 


1, p, p* . . . p"*-J 

sämmtlich ungleich, und sie bilden 'die sämmtlichen Wurzeln der 
obigen Gleichung (1); p heisst in diesem Fall eine primiiwe Wurzel 
dieser Gleichung, und die Anzahl dieser primitiven Wurzeln ist 
offenbar = (p (m). Ist allgemeiner v der grösste gemeinschaftliöhe 
Divisor von n und m = ^v, so ist p eine primitive Wurzel der 
Gleichung 

= 1 , ' ( 2 ) 


und da umgekehrt jede Wurzel der letztem Gleichung (2) auch 
eine Wurzel der Gleichung (1) ist, so leuchtet ein, dass die sämmt- 
lichen Wurzeln der Gleichung (1) identisch sind mit allen primi- 
tiven Wurzeln aller der Gleichungen (2), die den sämmtlichen Di- 
visoren fl der Zahl m entsprechen. Bezeichnet man daher mit p' 
alle (p (fl) primitiven Wurzeln der Gleichung (2), und setzt 

/(g) = n (x-p'), 

wo das Productzeichen sich auf alle Wurzeln p' bezieht, so ist 


wo das Productzeichen sich auf alle Divisoren fi der Zahl m be- 
zieht; durch Umkehrung dieser für jede Zahl m geltenden Rela- 
tion erhält man nach dem vorhergehenden Paragraphen 

n(r,"> — 1) 

n 

woraus folgt, dass die Coefficienten der Function f(m) sämmtüch 
ganze rationale* Zahlen sind. 
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Von jetzt an beti'achten wir nur noch den Fall, in welchem 
m = P — pp'p" . ■ . eine ungerade und durch kein Quadrat theil- 
hare ganze Zahl > 1 ist Dann wird 

<p(P) - (p-1) (p'-l) (p"-l) . . . = S p, 

eine gerade Zahl, die wir mit 2t bezeichnen wollen, und die 
sämmtlichen 2r relativen Primzahlen zu P, welche < P sind, zer- 
fallen in T Zahlen a und in r Zahlen b von der Beschatfenhcit, 
dass 

ist (§. 52. I. oder Supplemente §. 116). Setzen wir daher 
6 = cos * sin -p- = 


und 

A(x) = n(a; — Ö“), B(x) = ü(x-e^), 

so wird 


A (x) B {x) — 


n {x!'i — 1) 

11 (a:/'« — 1)’ 


und wir wollen im Folgenden die allgemeine Form der Coefficienthn 
der Functionen A(x), B(x) bestimmen. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir zunächst an dieNewton’schen 
Formeln, welche dazu dienen, aus den Coefficienten einer Gleichung 
die Summen gleich hoher Potenzen ihrer Wurzeln, und umgekehrt 
aus diesen jene abzuleiten. Es seien 


Wi, W-i ... w„ 

die Wurzeln einer Gleichung 

x"' -t- Ci X’"“* -b Ci x^-^ -b • . . -f- c,„ = 0, 

und 


S* = Wf -b tC* + • • • + IC* , 
so lauten diese Formeln folgendermaassen: 


Si "b Ci — 0 

2 Ci = 0 

Ss -b Ci Sj "b Ci S’i ~b 3 Cj = 0 


+<^1 Sm—l + Cj Sm—i + * ‘ + Cm_i Si + IMCm = 0. 


Digitized by Google 



861 


Theorie der Kreistheilung. 

Aus der Form derselben geht hervor, dass 6'i, Sj . . . S,„ ganze 
rationale Zahlen sein werden, sobald die Coefficienten Ci, . . . c,„ 
sämmtlich ganze rationale Zahlen sind. Wenden wir dies auf die 
Gleichung 

n (a:/'» — 1) ^ ^ 

n (xf* — 1 ) 

an, so ergieht sich, dass 

St - V + V 

für jeden Werth ä; = 1, 2, 3 . . . eine ganze Zahl ist. Anderer- 
seits ist nun (Supplemente §. 116) 

V ö“* — V 0« = 

und folglich 

V = I (S* + 

V ö** = I - (^) '■> 

hiermit sind die Summen der fcten Potenzen der Wurzeln von jeder 
der beiden Gleichungen 

A (x) = 0, B(x) = 0 

gefunden, und da dieselben keine andere Irrationalität enthalten 
als die Quadratwurzel 

i'MP-U' vp, 

so gilt zufolge der Newton’schen Formeln dasselbe von sämmt- 
lichen Coefficienten dieser beiden Gleichungen, und zwar werden 
zwei gleich hohe Coefficienten in beiden Gleichungen sich nur durch 
das Vorzeichen dieser Quadratwurzel von einander unterscheiden, 
d. h. zwei solche Coefficienten werden die Formen 
y — ;siV<(p-i}^yp und 

liaben, wo y und e rationale Zahlen bedeuten. Man kann ferner 
behaupten, dass y und z entweder ganze Zahlen oder Brüche mit 
dem Nenner 2 sind, obgleich dies aus den Newton’schen Formeln 
nicht unmittelbar hervorgeht; um den Beweis dieser Behauptung 
anzudeuten, wollen wir jede Gleichung, deren höchster Coetlicient 
= 1, und deren übrige Coefficienten ganze rationale Zahlen sind, 
eine primäre Gleichung nennen ; dann überzeugt man sich leicht, 
dass die Summe und Differenz zweier Wurzeln von primären 
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Gleichungen (und ebenso ihr Product) wieder Wurzeln von pri- 
mären Gleichungen sind; da nun ö die Wurzel einer primären 
Gleichung ist, so gilt dasselbe von jedem Coefficienten der Func- 
tionen A(x) und B{x) und folglich auch von 
2y und 2 VP, 

und hieraus folgt sogleich, dass die rationalen Zahlen 2y und 2xr 
yanÄC Zahlen sein müssen. 

Fasst man dies zusanunen, so ergiebt sich, dass man gleich- 
zeitig 

2A(x)= Y(x) — Z(x) yp 

2 B(x)= Y(x) + Z(x) yp 

setzen kann, wo F(x) und Z(x) ganze Functionen bedeuten, deren 
sämmtliche Coefficienten ganze rationale Zahlen sind*). Multipli- 
cirt man die beiden Gleichungen mit einander, so erhält man 


Y(xy-(-^'^ p z(xy 


^ n (xf*' — 1) 
n (xi“«— 1) 


§. 140. 

Wir bemerken nun noch, dass man immer nur die Hälfte der 
Coefficienten von F(a:) und Z{x) zu berechnen braucht. Es ist 
nämlich 

x^A = n (1 — ö-a;) = (-l)^ö-^“ n(a:-0-“) 

X^B = n(l — Ö»x) = (— n (X - 0-‘); 

nun ist, je nachdem P = 1, oder P = 3 (mod. 4) ist, 

= + 1, oder = - 1 , 

und folglich 

n (x — 6“®) = A(x), n (x — 0“*) = P (x) 

oder 

n (x-0-®) = P(x), n (X-0-») = ^(x); 

*) Vcrgl. Gauss: D. A. art. 367. 
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ist ferner P nicht = 3, so existirt unter den Zahlen a eine Zahl a' 
von der Beschaffenheit, dass (u' — 1) relative Primzahl zu P ist, 
und da die Reste der Product« aa' mit den Zahlen a, und die Reste 
der Producte ha' mit den Zahlen h im Complex übereinstimmen, 
so ist 

rt' V n = v a, a' S & = S 6 (mod. P) 

und folglich 

V « = 0, V i = 0 (mod. P), 

also 


Ö-" = 1 , = 1. 

Mithin ergiebt sich (da t gerade, sobald P = 1 (mod. 4)) 


A (x) =x^A 

B(x) = x^B (1) 
und, mit Ausnahme von P = 3, 


wenn P = l (mod. 4) 


A(x) = (-xyB 

B(x) = (—xyA 
und hieraus 

und, mit Ausnahme von P = 3, 


, wenn P = 3 (mod. 4) 


wenn P = 1 (mod. 4) 


-Z(x) = (-^)^z(^)|’ 


wenn P=3 (mod. 4) 


Diese Gleichungen enthalten Relationen zwischen je zwei gleich 
weit vom Anfang und Ende abstehenden Coefficienten der Func- 
tionen Y(x) und Z{x). 

Die wirkliche Berechnung der Coefficienten der beiden Func- 
tionen 


Y(x) = y„x^ -F yix^-'- -\ + yz 

Z(x) = Zf, x^ A + ■ • • A et 
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geschieht nun aui' folgende Art Zuerst bildet man die Potenz- 
summen 


S* = S Ö“* 4- V Qtt 


für fc = 1, 2, 3 . . . bis zu oder \{t — 1), je' nachdem r gerade 
oder ungerade ist; dies kann nach dem Obigen dadurch geschehen, 
dass man ebenso viele Coefficienten der ganzen Function 
n (ar."> — 1) 

n (x."* — 1) 

vom höchsten an gerechnet durch wirkliche Division bestimmt, und 
dann die Newton’schen Formeln an wendet; indessen hält es nicht 
schwer, durch Betrachtungen, welche ebenfalls auf der im §. 138 
bewiesenen Haupteigenschaft der Zahlen fti und beruhen, fol- 
gende Regel abzuleiten: es sei Q der grösste gemeinschaftliche Di- 
visor von k und P = QK, und r die Anzahl der in R aufgehen- 
den Primzahlen, so ist*) ' 

Nachdem diese Werthe St gefunden sind, erhält man die Coeffi- 
cienten der Functionen F’(a:) und Z(x) durch die beiden aus den 
Newton’schen Formeln abgeleiteten Recursionsgleichungen 


— j^Äl/o + St—i 2/i -h • • • 4- j/t-ij 

■^'(^) ^ [(^) + (^) ^* + • • • + (?) 

+ [( 1 ) 2/0 + + • • • + 

— [^*^0 4" Si—i -h • • • 4“ ^1 


wenn man noch berücksichtigt, dass 


ist. 


2/o = 2, Zo = 0 


♦) Allgemeiner lautet diese Regel so: ist m = m'P eine beliebige po- 
sitive ganze Zahl, P das Product aus allen von einander verschiedenen in 
m aufgehenden Primzahlen, und St die Summe der Wen Potenzen aller pri- 
mitiven Wurzeln der Gleichung = 1 , so ist S* = 0, so oft k nicht 
durch m' theilbar ist; ist aber k = m' K , ferner Q der grösste gemein- 
schaftliche Divisor von K und P = QP, und r die Anzahl der in 2? auf- 
gehenden Primzahlen, so ist 

St = (-1)’- »»'?(«). 
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Beispiel 1 : P = 3 ; in diesem Falle müssen alle Coefticienten 
berechnet werden ; da 

(t) = ‘ 

ist, so erhält man 

2,7/1 = — Si?/o = 2, 2^1 = = 2, 

und folglich ' 

Y{x) = 2x^\, Z(x)=]. 

Beispiel 2: P = 5;.t = 2; da wieder 

= — 1 , ( p) = 1 

ist, so erhält man auch wieder 

j/, = 1 , «, = 

und folglich 

Y{x) = 2z2 + a; + 2, Z{x) = a:. 

Beispiel 3 :P =15 = 3.5;r = 4; hier ist 

Si = s, = i-, (: p ) = ( p ) = 

und folglich erhält man successive 

?/i = — 1, = 1 

und 

7/j = — 4, 02 = 0 ; 

also ist 

Y(x) = 2ir< — a:’ — 4a;ä — a; + 2, Z(x) = x^ — x. 


Digilized by Google 



Vin. Ueber die Peirscbß Gleichung. 


§. 141. 


Bedeutet D eine positive ganze Zahl, die aber kein vollstän- 
diges Quadrat ist, so ist in §. 83 durch die Betrachtung der Pe- 
rioden von reducirten quadratischen Fonnen, die zur Determinante 
D gehören, nachgewiesen, dass die Pell’sche oder Fennat’sche 
Gleichung 

t* — Dm» = 1 

immer unendlich viele Lösungen in ganzen positiven Zahlen <, m 
besitzt, und es ist dort auch eine Methode gegeben, durch welche 
alle diese Lösungen gefunden werden können. Es hat durchaus 
keine Schwierigkeit, den Zusammenhang zwischen allen diesen 
Lösungen zu finden, sobald nur erst der Hauptpunct bewiesen ist, 
dass wirklich eine Lösung existirt, in welcher von Null verschie- 
den ist (§. 85); Lagrange gebührt das Verdienst, durch Einführung 
neuer Principien in die Zahlentheorie diese Schwierigkeit zuerst 
vollständig überwunden zu haben , und diese Principien sind 
später in hohem Grade verallgemeinert*). Wir wollen deshalb 
hier noch einen Beweis der Lösbarkeit der Pell’schen Gleichung 


*) Vergl. drei Abhandlangen von Dirichlet in den Monatsberichten 
der Berliner Akademie vom üctober 1841, April 1842, März 1846; ferner 
die Gomptes rendus der Pariser Akademie 1840, T. X, p. 286 — 288. — Vergl. 
P. Buchmann: De unitatum compleraruin theoria. 1864. 
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mittheilen, welcher im Wesentlichen auf derselben Grundlage 
beruht. 

Das Fundament dieses Beweises beruht auf der Thatsache, 
dass immer unendlich viele Paare von ganzen Zahlen ic, y existiren, ^ 
für welche, abgesehen vom Vorzeichen, 

— 4-2Vi) 

ist; man überzeugt sich hiervon leicht, wenn man aus der Theorie 
der Kettenbrüche den Satz entlehnt, dass jeder Näherungs werth 
X : y, den man durch Entwicklung einer Grösse a in einen Ketten- 
bruch erhält, um weniger als y—^ von o verschieden ist; nimmt 
man also « = V2), so gieht es, da Vi) irrational ist, unendlich 
viele solche Zahlenpaare x^ y von der Beschaffenheit, dass, abge- 
sehen vom Vorzeichen, 

\ 

— VD < , also x — y = — 

y y 

ist, wo d einen positiven oder negativen echten Bruch bedeutet; 
hieraus folgt 

x-\-y\B = — -f 2yV2), 

y 

und durch Multiplication 

— = -^ + 2SVI> < 1 + 2VZ). 

y 

\lm aber Nichts aus der Theorie der Kettenbrüche zu ent- 
lehnen, wollen wir diesen Satz noch auf einem andeni und zwar 
ganz einfachen Wege beweisen. Es sei m irgend eine positive 
ganze Zahl , so legen wir der Zahl y der Reihe nach die m -j- 1 
Werthe 


0, 1, 2 ... (w — 1), 7n 

bei, und bestimmen für jeden dieser Werthe die zugehörige ganze 
Zahl X durch die Bedingung 

0 ^ X — yVB < 1, 

welche offenbar jedesmal durch eine , und nur durch eine ganze 
Zahl X erfüllt wird. Theilen wir nun das Intervall von 0 bis 1 
in m gleiclie Intervalle, welche durch die Werthe 
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0 12 m — 1 w 

m ’ m ' m m ' m 

begrenzt werden, so muss, da die Anzahl m + 1 der Zahlenpaare 
X, y grösser ist als die Anzahl m dieser Intervalle, wenigstens 
eines dieser Intervalle mehr als einen, also mindestens zwei von 
den Werthen x — yVD entlialten, die zwei verschiedenen Wer- 
then von y entsprechen. Wir bezeichnen diese beiden Werthe mit 
^ — y'VD und x" — y"Ydd', dann ist, abgesehen vom Vorzeichen, 
ihr Unterscliied 

-(y'-y'')VJ) = X-yyB<^^, 

und da y', y" ungleich, nicht negativ und ^ m sind, so ist (.abge- 
schen vom Vorzeichen) auch y = y' — y" ^ m und von Null ver- 
schieden; mithin wird x — yVB auch < y— * und von Null vei’schie- 
den, weil YD irrational ist. Hieraus folgt aber, wie oben, dass 
a;!_X>y2 < 1 -l-2yZ) 
und von Null verschieden ward. 

Dass nun aber auch unendlich viele solche Zahlenpaarc x, y 
existiren, ergiebt sich leicht; sind nämlich schon beliebig viele 
solche Zahlenpaare x, y gefunden, so kann man immer die ganze 
Zahl m so gross nehmen,' dass ' kleiner wird als der kleinste 
der bisher gefundenen Werthe x — y VH; für diese Zahl »n erhält 
man aber auf die angegebene Weise wieder ein Zablenpaar a*, y 
von der Beschaffenheit, dass x — yYD < und folglich auch 
kleiner als alle früher gefundenen Werthe x — y VH wird , woraus 
folgt, dass dieses Zablenpaar x, y von den frühem verschieden ist; 
mithin ist die Anzahl dieser Zahlenpaare unbegrenzt. 


§. 142. 


Mit Hülfe dieses Resultates, dass immer unendlich viele Paare 
von ganzen Zahlen x, y existiren, für welche der absolute Werth 
von x'> — Hy“ < 1 + 2 VH und von Null verschieden wird, lässt 
sich nun leicht beweisen, dass die Gleichung — H«“ = 1 immer 
in ganzen Zahlen #, u lösbar ist, und zw'ar so, dass u von Null ver- 
scbiedeii ausfällt. 
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Da die Anzahl der ganzen Zahlen, welche abgesehen vom Vor- 
zeichen < 1 -f 2 YD sind , endlich ist , so muss der Ausdruck 
xi — Dy2 für unendlich viele Zahlenpaare x, y einer und derselben 
(von Null verschiedenen) Zahl k gleich werden ; da ferner die An- 
zahl der verschiedenen Paare von Resten «, ß, welche zwei Zahlen 
X, y (mod. k) lassen können, endlich, nämlich = k* ist , so leuchtet 
ebenso ein, dass mindestens ein solches Restsystem a, ß unendlich 
oft auftreten muss, dass also unter den unendlich \ielen Zahlen- 
paaren X, y, für welche x^ — Dy* — k wird, auch wieder un- 
endlich viele Paare x, y sich finden müssen, in welchen x = «, 
y = ß (mod. k) ist, wo «, ß zwei bestimmte Reste bedeuten. Sind 
nun x', y' und a/', y" irgend zwei solche Zahlenpaare, d. h. ist 
gleichzeitig 

x'* — Dir = x"* — Df* = k 

und 

x'=xr, = yT {moA.k), 

so kann man 

(x’ — y' VD) {x" + y” VD) = k(t + u VD) 
setzen, wo t, u ganze Zahlen bedeuten, die offenbar der Gleichung 

t* — Du* = 1 

genügen; und zwar dürfen wir annehmen, dass u von Null ver- 
schieden ist; denn aus u = 0, t — ± 1 ergiebt sich vermöge der 
obigen Gleichung xf — y'VD = ± (x " — y"VD)', da aber unend- 
lich viele solche Zahlenpaare x', y' und x", y" existiren, so können 
wir auch immer zwei solche auswählen, dass x", y" verschieden von 
i i y'i folglich M von Null verschieden auslallt. 

Hiermit ist also in der That bewiesen, dass immer eine Lö- 
sung <, M der vorstehenden Pell’schen Gleichung existirt, in welcher 
M von Null verschieden ist. 

Hieraus lässt sich dann (wie in §. 85), ebenfalls ohne Hülfe 
der Theorie der reducirten Formen , zeigen , dass alle Auttösungeii 
f, « sich aus der Gleichung 

f + = ± (T+ U\DY 

ergeben, wo T, U die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeuten, 
die der Gleichung genügen, und der Exponent w alle positiven und 

Diriclilei, Zahleuiheorio. 24 
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negativen ganzen Zahlen durchläuft. Nur in der einen Beziehung 
bleibt diese Theorie der Pell’schen Gleichung unvollständig, dass 
aus ihr keine directe Methode tiiesst, diese kleinste positive Auf- 
lösung T, U unmittelbar zu finden. Hierzu und ebenso zur Be- 
urtheilung der Aequivalenz zweier Formen und also auch der Dar- 
stellbarkeit einer Zahl durch eine Form bleibt die Theorie der 
reducirten Formen unentbehrlich. 
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IX. Ueber die Convergenz und Stetigkeit einiger 
unendlioben Reihen. 


§. 143 . 


Die von Abel*) herrührende Methode der theil weisen Sum- 
mation, welche in §. 101 bei der Untersuchung der Convergenz 
und Stetigkeit einer unendlichen Reihe angewendet ist, findet ge- 
wissermassen ihre Erschöpfung bei dem Beweise des folgenden all- 
gemeinen Satzes, in welchem aus gewissen, von einander unab- 
hängigen Voraussetzungen über zwei Grössenreilien 

« 1 , Ol, O;, . . . (a) 

, ia . . . (h) 

Schlüsse auf die aus ihnen zusammengesetzte Grössenreihe 

, flta 63 . . . 

gezogen werden. 

Wenn hei unbegrenzt wachsetidem n der Modulus der Summe 
■^n — «1 öj + • • • + n* 

endlich bleibt, wenn ferner die aus den Moduln der Differenzen 
bi — 6j, &2 — bi .. . gebildete Reihe © convergirt, und ausserdem b„ 
mit wachsendem n unendlich Mein wird; so convergirt die Reihe 

^ = Ul &i -f- Oj 6j -|- Oj &3 -1- ■ • • , 

und ihr Werth ändert sich stetig mit den Grössen (b), voraus- 
gesetzt, dass auch © sich stetig ändert. 


*) Recherches nur la Serie etc., ffluvres completes. 1839. T. I. p. 66; 
Crelle’a Journal 1. p. 311. 


24* 
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Aus der Annahme, dass der Modulus von A„ stets kleiner als 
eine angebbare Constante 7? bleibt, und dass die Reihe S einen 
endlichen Werth besitzt, folgt zunächst die unbedingte Convergenz 
der Reihe 

D = j 4 i (i»i — bj) + Aj (b-i — 03) + ' • • ) 

weil selbst die Moduln ihrer Glieder eine convergente Reihe bilden, 
deren Summe < 7/S ist. Bezeichnet man nun die Summen der 
ersten n Glieder der Reihen G resp. mit P„, Q„, so ist P„ = 
<2n-i A„b„, und da b„ mit wachsendem n unendlich klein wird, 

so convergirt auch die Reihe und ihr Werth ist gleich dem der 
Reihe O. 

Es genügt daher, den letzten Theil des Satzes für die Reihe G 
nachzuweisen. Setzt man nun G = $„ -j- G» und 93 = + Sn, 

wo B„ die Summe der ersten n Glieder der Reihe S bedeutet, so 
ist der Modul von G„ < J3S„; bezeichnet man ferner mit G', Q'n, 
S' . . . diejenigen Werthe von G, S . . ., welche einem be- 
stimmten System (b') entsprechen, so wird, wenn die veränderlichen 
Grössen b„ sich den Grössen h'„ unbegrenzt und zwar der Art an- 
nähern, dass S sich dem Werthe S' nähert, auch S„ sich dem 
Grenzwerthe SJ. nähern. Nun kann man, wie klein auch eine ge- 
gebene positive Grösse d sein mag, immer n so gross wählen, dass 
77®', < d ist; mithin wird im Verlaufe der Annäherung auch 
77 ®„, und folglich auch der Modul des Restes G„ definitiv < 8 
werden, während der ei’ste Bestandtheil Q„ sich seinem Grenz- 
werthe Q'n nähert; hieraus folgt, dass der Modul von G — G' 
schliesslich unter 2 8 herabsinkt , dass also G sich dem Grenz- 
werthe G' nähert, was zu beweisen war*). 

Dem vorstebenden Beweise des obigen Satzes fügen wir noch 
folgende Bemerkungen hinzu. Die Convergenz der Reihe G folgt 
schon aus den beiden Annabmen, dass A„ endlich bleibt, und dass 
die Reihe ® convergirt; zufolge der letzteren muss b„ mit wach- 
sendem n sich einem bestimmten Grenzwerthe b nähern, weil 
ja die aus den Differenzen — 7, , b^ — b., ... gebildete Reihe 

(fci — b.2) {bi — bi) — hl — b 


*) Offeuüar bleibt = O auch dann noch stetig, wenn die oben als 
constant vorausgesetzten (Irössen (a) sich zugleich der Art stetig ändern, 
dass da.s Maximum Fl der Moduln von An auch während der Aenderung 
endlich bleibt. 
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ebenfalls coiivergiren muss; aber dieser Grenzwerth b kann sehr 
, wohl von Null verschieden sein, und es leuchtet ein, dass in diesem 
b’all die Reihe stets und nur dann convergirt, wenn A„ mit 
wachsendem n sich ebenfalls einem bestimmten Grenzwerthe ?( 
nähert, d. h. wenn die ReDie 

^1 — Ul “h (I2 Ö3 ■ 

convergirt; und zwar ist dann '.)! = O -j- 31 b. Durch diese Ver- 
schärfung der Annahme über die Constanten (a) wird es also ge- 
stattet, die Annalune b = 0 aufzugeben, während die Annahme, 
dass 33 einen endlichen Werth besitzt, bestehen bleibt*). Von be- 
sonderer Wichtigkeit ist aber die Bemerkung, dass jetzt die Reilie 
ip sich schon dann mit den Grössen (b) sfcti^ ändert, wenn 33 im 
Verlaufe der Aenderung endlich bleibt, während D mit 33 und b 
auch unstetig werden kann. Setzt man nämlich 31 = .4,, -|- 3I„, so 
wird a„ = 3(„_i — 31„, und 

5)3 = 31 - 31i {bl — h,) - % (b-i - 63 ) ; 

ist nun ä eine beliebig kleine positive gegebene Grösse, so kann man 
V so gross wählen, dass für ulte**) Werthe n ^ v der Modul von 
31„ < 8 wird; während daher die Summe der ersten v Glieder 
rechter Hand sich stetig mit den Grössen (b) ändert, bleibt der 
Modul des Restes < d 33 und kann folglich , da 33 endlich bleibt, 
durch 8 so klein gemacht werden, wie man will; mithin ändert sich 
5)3 stetig, was zu beweisen war. 


*) Die Grössenreihcii (b), denen endliche Werthe 3) entsprechen, besitzen 
unter andern merkwürdigen Eigenschaften die, dass aus je zwei solchen Sy- 
stemen (b'), (b") unendlich viele andere abgeleitet werden können, deren 
allgemeines Glied c -|- c'6'„ -f- c"hj,' ist, wo c, c', c" beliebige, von n un- 
abhängige Grössen bedeuten. 

*♦) Ist das System (a) ebenfalls veränderlich, so ist die Voraussetzung, 
dass St sich stetig mit den Grössen (a) ändert, noch nicht hinreichend für 
die Stetigkeit von 31, wovon man sich durch die genaue Prüfting des folgenden 
Beisi)iel8 überzeugen wird. Es sei <-*'ue stetige Function, welche sowohl 

für unendlich kleine als auch für unendlich grosse Werthe x unendlich klein 
wird, wie z. B. a; : (1 -|- x“) ; ist nun h ^ 0 eine veränderliche Grösse, und . 
iin= tl>(nh) — tp{(n — l)/i)) ferner bn = 1 — nh oder =0, je n.aehdem 
« h < 1 oder > 1 ist, so nähert sich 3h wenn h unendlich klein wird, nicht 
dem Werthe Null, welcher h = 0 entspricht, sondern dem Werthe 

1 

f xf,(x)dx, 

0 

obgleich 91 stetig = 0, und 93 zwar nicht stetig, aber doch endlich bleibt. 
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Wir wollen die vorstehenden Principien auf die Diri eklet’ sehen 
Reihen anwenden; unter dieser Benennung verstehen wir Reihen 
von folgender Form*) 


öl , , a* . 

wo fci, fcj . . . positive Constanten von der Art bedeuten, dass 
h„ ^ ist, und dass mit n über alle Grenzen wächst; die 
Constanten Ui, a-i, «3... sind beliebige reelle oder complexe Grössen; 
ebenso kann die Veränderliche s beliebige reelle oder complexe 
Werthe annehmen, doch wollen wir uns hier der Einfachheit halber 
auf reelle Werthe s beschränken. Behält A„ die frühere Bedeutung, 
so ergiebt sich folgender Satz: 


Bleiht A„ endlich bei wachsendem n, so convergirt die Reihe 
f(s) für alle positiven Werthe s und ist nebst ihren sämmtlichen 
Derivirten stetig; convergirt die Reihe noeh für s = 0, so ist sie 
auch an dieser Stelle stetig. 

Die Behauptungen über f(s) folgen unmittelbar aus der allge- 
meinen Untersuchung, wenn man b„ = kf setzt, wodurch in 
die obige Reihe ühergeht; denn 33 ist =kr' oder =0, je nachdem 
s > 0 oder = 0 ist. Um auch die Endlichkeit und Stetigkeit ihrer 
Derivirten f'(s) darzuthun, setzen wir, wenn s einen festen posi- 
tiven Werth, und a eine sehr kleine positive oder negative Grösse 
bedeutet, 

“ T (f; “ ^)' 

so wird 

^ _ f(s)—f(s + f) 


Wählt man nun v so gross, dass slog > 1, und £ so klein, dass 


4- < slogÄ». 

ist, so ist bp ^ bp^i ^ 5^^., . . ., weil die Derivirte der Function 

1 fl 


*) Sie nehmen die Gestalt von Potenz.enreihen an, wenn man s = — logJC 
setzt. 
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für alle Werthe x ^ ky negativ ist; ausserdem ist 6 = 0, also 
S»--! = by Wird nun « unendlich klein, so nähert sich dem 
Grenzwerthe 


« 

und da b'y ^ ^ • • •, ferner 6' = 0, also = b'y ist, 

so geht stetig in den Grenzwerth und folglich auch 33 
stetig in den Werth 33' über. Mithin nähert sich auch dem 
Grenzwerthe 5j3', d. h. es ist 

y ( «1 log k \ ^ «a log kj 




K 


+ 


und da diese Reihe wieder von derselben Beschaffenheit ist, so 
wird /'(s) auch eine stetige Function von s. Ganz ähnlich lässt 
sich der Beweis für die .Derivirten höherer Ordnung führen. 


§• 144 . 


Der wahre Charakter des zuletzt bewiesenen Satzes besteht 
darin, dass aus dem Verhalten einer Dirichlet’schen Reihe f (s) für 
s = 0 ein Schluss auf ihr Verhalten für alle positiven Werthe s 
gezogen wird (man kann ihn leicht so umformen, dass von dem 
beliebigen Werthe s = ö auf alle Werthe s > tf geschlossen wird). 
Unter diesem Gesichtspuncte erscheint von besonderm Interesse 
eine Vergleichung dieses Satzes mit dem allgemeinen Princip des 
§.118; beachtet man nämlich, dass, w'emi die dort mit t bezeichnete 
Grösse zwischen k„ und > k„ liegt, die entsprechende Grösse 
T = n nichts Anderes ist, als die Summe der ersten n Glieder der 
Reihe 

— — I — 1 — I — i h • • ■ 

T.1+* ' I.l+< ' 7.» + * ' 

Kl K% Ks 

für s = — 1 , so erkennt man, dass dort aus dem Verhalten der 
Reihe für s= — 1 ein Schluss auf ihr Verhalten für alle positiven 
Werthe s, und namentlich auf ihr Verhalten an der Stelle s = 0 
gezogen wird. Eine genauere, auf die Vereinigung und Verall- 
gemeinerung beider Sätze hinzielende Untersuchung führt zu den 
nachstehenden Resultaten, in welchen zur Abkürzung 
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a, <f., «„ 

*“ = + 7-7 + • • ■ + ? 

A>1 A'3 

gesetzt ist, während A„ seine frühere Bedeutung behält. 

1 . Bleibt Snb'nfür einen bestimmten negativen Werth s end- 
lich bei wachsendem w, so gilt Dasselbe für jeden negativen Werth 
s, und ebenso bleibt An -log kn endlich. 

2. Bleibt An', log kn endlich bei tvachsendetn w, so convergirt 
die Reihe f (s) für jeden positiven Werth s. 

3. Nähern sich sS„k'„ und s Snk‘„ 4 .i für einen bestimmten ne- 
gativen Werth s bei wachsendem n einem gemeinschaftlichen Grenz- 
werthe — 07 , so gilt Dasselbe für jeden negativen Werth s , und 
ebenso tuihern sich An : log kn uml An : logk„^i dem gemeinschaft- 
lichen Grenzwerthe + w- 

4. Nähern sich A„:logkn und An'.logkn^-i bei wachsendem n 
einem gemeinschaftlichen Grenzwerthe «, so nähert sich sf(s), wenn 
s positiv unendlich klein ivird, demselben Grenzwerthe ra. 

Oflfenbar entspringt der Satz des vorigen Paragraphen aus 2., 
und der Satz des §. 118 aus 3. und 4.; um die Beweise kurz zu füh- 
ren, bemerken wir, dass, wenn 

Rn — -r + Tr 

h.\ h2 Art 

gesetzt wird, 

Sn - Rnk’n~‘ = Rl (k[--k;-‘) + • • • + R„-, - k^') 

ist; zerlegt mau die Summe rechter Hand in zwei Bestandtheile, 
von denen der eine die ersten (m — 1) Glieder, der andere die 
übrigen (n — m) Glieder enthält, und berücksichtigt, dass man 
allgemein 


ifcr' - k' 


— = fx’'-‘-^dx = h’i, j xr-‘-^dx = I 

"V + 1 ^V+1 

setzen kann, wo Äv ^ hy ^ Z,v+i ist, so erhält man 


r ^V+l — 


Sn - R„kT‘= [M(k7n‘- kD + N(k7*-k-,‘)], 
wo M und N Mittel wei'the *) aus den Grössen Ryhy resp. von 

*) Unter einem Mittelwcrthe aus complexen Grössen z ist jeder com- 
plexe Werth { von der Beschaffenheit zu verstehen, dass die reellen Be- 
standtheile von C und C> resp, Mittelwerthe aus den reellen Beetandtheilen 
der Grössen z und der Grössen zi sind. 
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V = 1 bis V = wi — ] , und von v — mhis v = n — 1 bedeuten. 

Nimmt man nun, wie im dritten Satze an, dass die Grössen 
rBy¥t>^ also auch die Grössen rByh^ mit wachsendem 

V sich einem Grenzwerthe — ca nähern, und lässt man m mit w, 
doch so langsam über alle Grenzen wachsen, dass km : kn unendlich 
klein wird, so nähert sich rN dem Grenzwerthe — o, während M 
endlich bleibt, und folglich wird, wenn s negativ ist, sSnK sich 
ebenfalls dem Grenzwerthe ~ ca nähern. Ist aber s = 0, so folgt 

und wenn man m der Art mit n über alle Grenzen wachsen lässt, 
dass log log unendlich klein wird, so ergiebt sich, dass 
^„:log^„ sich dem Werthe ® nähert. Die Behauptungen über 
sSnkn+i und J[„:logÄ;„ 4 .i ergeben sich von selbst, weil aus der An- 
nahme hervorgeht, dass, wenn ca von Null verschieden ist, noth- 
wendig kn'kn+i sich dem Werthe 1 nähert. Zugleich leuchtet ein, 
dass der Beweis des ersten Satzes auf dieselbe Weise geführt wer- 
den kann, und zwar viel einfacher, weil es gar keiner Zerlegung 
der obigen Summe in zwei Bestandtheile bedarf*). 

Der Beweis des zweiten und vierten Satzes lässt sich in ähn- 
licher Weise führen; setzt man nämlich, wenn s einen positiven 
Werth hat. 


^ [ s\ogxdx 1 -fslogÄ;„ 

/ ■“ ’ 
Kn 


so ist 


^n+l 

rslogxdx 


Kn-Kn + i = 




= \oghn{kn' —knU)\ 


nimmt man daher an, dass J.„:logÄ„ endlich bleibt, so folgt hier- 
aus leicht**), dass die unendliche Reihe 


*) Die auf den ersten Blick auffallende Erscheinung, dass der obige Be- 
weis auch für positive Werthe r gilt, hängt mit ähnlichen Sätzen über das 
Verschwinden von f{s) — Sn für positive Werthe 8 bei wachsendem n zu- 
sammen. 

**) Offenbar darf man, ohne die Allgemeinheit der Sätze zu beeinträch- 
tigen, bei ihrem Beweise annehmen, dass schon >• 1 ist. 


378 


Supplement IX. 


-^1 (^'i * — ^2 *) 4" (^'a ‘ — ^3 0 ■ ■ ■ 


(Ar,-Äa)-f 


logÄ 


logÄ.; 


convergirt, und dass ihre Summe mit /(s) übereinstimmt, womit 
der zweite Satz bewiesen ist. Bezeichnet man ferner mit M und 
JU' Mittelweitbe aus den Grössen A„:logh„ resp. von n = 1 bis 
n = m — 1, und von n = m bis n — co, so kann man 

/(s) = M(ir^-ic,„) + ii'ir„. 

setzen ; nimmt man nun (wie im vierten Satze) an, dass die Grössen 
j4„:logfc„ und A„:logk„^i sich einem gemeinschaftlichen Grenz- 
werthe a nähern, so gilt Dasselbe von A„:logh„; lässt man daher, 
während s positiv unendlich klein wird, gleichzeitig m über alle 
Gi'cnzen, doch so langsam wachsen, dass slog7i',„ unendlich klein 
wird, so nähert sich M' dem Grenzwerthe cj, während M endlich 
bleibt, und da sÄi und s A',„ sich dem gemeinschaftlichen Grenz- 
w'erthe 1 nähern, so nähert sich s/(s) dem Grenzwerthe ro, was zu 
beweisen war. 

Nachdem die obigen Sätze bewiesen sind, führen wir einige 
Beispiele an, hauptsächlich um zu zeigen, dass sie nicht ohne Wei- 
teres umgekehrt werden dürfen. 


Beispiel 1. Ist c > 1, und s > 0, so ist 

«c* + 6 

/ w — c» ''' c^' c*’ “ c*' — 1 ’ 


■ f,. 

für jeden negativen Werth s ist bei wachsendem n 


ac^ b 


a -|- hc’ 


lim c»« = , lim , 

also schwankt SnK, und nur, wenn b = a ist, wird 




1 — c*’ 


trotzdem ist, auch wenn a und b ungleich sind, 


lim 


A„ 

log kn 


lim 


An 


logÄ: 


«+i 


a -f 6 
2logc’ 


und wirklich nähert sich sf(s) für unendlich kleine positive Werthe 
von s demselben Grenzwerth. 
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Bei$])iel 2. Ist wieder c > 1, und s > 0, so ist 

•» fts fAs * 


c* (?• ' c?’ tr*» ' (c* + 1)*’ 

da Ain — — »> A^n-i = + n ist, so schwankt ^„:logÄ:„; dennoch 
nähert sich s f{s) dein bestimmten Grenzwerth Null, wenn s positiv 
unendlich klein wird. 

Beispiel 3. Von grösserem Interesse ist die folgende Reihe 
/(s) = e-> + ce-'= + + • • •, 

wo c wieder > 1 ist; da logt,, = c"~', und 


= 1 + c + c» + . • • + c-* = 
so ergiebt sich bei wachsendem n 

T Aft € An 

hm ^ 7 , hm.. 


c" — 1 

c— T 


1 


log kn ~~ C — l ’ ““‘logÄV, + i ~ C—1' 

und es zeigt sich, dass s/(s) für unendlich kleine positive Werthe 
von s sich keinem Grenzwerthe nähert, sondern hin- und her- 
schwankt. Ist nämhch r ein bestimmter positiver Werth, und lässt 
man s = rcr-Q dadurch unendlich klein werden, dass p wachsend 
alle positiven ganzen Zahlen durchläuft, so nähert sich sf(s) dem 
bestimmten, aber von r abhängigen Grenzwerth 

r{/(r) = ^ re" , 

wo n alle ganzen Zahlen von — oo bis + oo durchlaufen muss. 
Offenbar ist ik(r) eine periodische Function von logr, welche sich 
in die Fourier’sche Reihe 


1 V 

löge “ f ( löge) 

verw'andeln lässt, wo log^ löge = — 2 ä» logr ist, 77 das Euler’- 
sche Integral zweiter Art bedeutet, und n alle ganzen Zahlen von 
— 00 bis -f 00 durchläuft; sie convergirt für jeden complexen 
Werth r, dessen reeller Bestandtheil positiv ist; sic ist zugleich der 
Grenzwerth des Integrals 

sin(2 w + \)nx 
smnx 

für unendlich grosse Werthe der positiven ganzen Zahl n. Wird 
s stetig positiv unendlich klein, so schwankt sf{s) um den mittlern 
Werth l:logc, welcher auch zwischen den Grenzwerthen von 
A„ : log kn und A „ : logÄ;„+, liegt. 


I 


+ 0O 

rc^e“’"'* dx. 
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X. Ueber die Composition der binären quadratischen 

Formen. 


§• 145 . 

Den Ausgangspunct für unsere Darstellung der von Gauss*) 
gegründeten Theorie der Composition bildet folgendes Lemma: 

Ist 

bb = D (mod. a), b'V = D (mod. «'), (1) 

und haben die drei Zahlen a, a' ,b -\-b' Jeeinen gemeinschaftlichen 
Theilcr, so existirt in Bezug auf den Modulus aa' eine und nur 
eine Classe von Zahlen B, welche den drei Bedingungen 

B ^ b (mod. a), B = b’ (mod. a'), BB = D (mod. aa!) (2) 
genügen. 

Dies leuchtet unmittelbar ein, falls a und a! relative Primzahlen 
sind (§§.25,37); unter der allgemeineren Voraussetzung aber, dass 
a , a' , ö -}- 6' keinen gemeinschaftlichen Theiler haben , bestimme 
man (nach §. 24) drei ganze Zahlen ä, h', A", welche die Bedingung 

Aa + A'a' + A"(A + A') = 1 (3) 

befriedigen; dann werden alle durch die Congruenz 

B = haV + Va'b + h”(bb' + B) (mod. aa') (4) 

bestimmten Zahlen B und nur diese den Forderungen (2) genügen. 
Da nämlich 

*) D. A. art. 234 seqq. — Vergl. Lejeune Dirichlet: De formarum bi- 
nariaram secundi gradus compositione, 1851. 
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(J9 — 6) (B—h') = BB-(h + h')B-\-hb' 
ist, so folgt zunächst, dass die Forderungen (2) vollständig über- 
einstimmen mit den folgenden 

a' B = a'h, aB = ab', (b-^b')B = bb'-\-D (mod. aa'), (5) 
welche, mit h',h,h" multiplicirt und addirt, dieCongruenz (4) nach 
sich ziehen. Dass umgekehrt jede durch die Congruenz (4) be- 
stimmte Zahl B den Bedingungen (2) oder (5) genügt, ergiebt sich 
leicht, wenn man aus (3) und (4) der Reihe nach h', h, h" eliminirt 
und liierbei die Voraussetzungen (1) berücksichtigt. 

Wir bemerken schliesslich, dass die Zahlen a, 2B keinen 
gemeinschaftlichen Theiler haben; denn ist 8 ein solcher, so folgt 
aus (2) auch b ^ b' ^ B (mod. d), also b -|- i' = 2.B = 0(mod. d); 
mithin ist d gemeinschaftlicher Theiler von o, b -\-b', und folg- 
lich d = 1. 


§. 14C. 


Zwei binäre quadratische Formen (a, b, c), (a', b', c') von glei- 
cher Determinante I) sollen einig*) heissen, wenn die Zahlen a,a', 
b -\-b' keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Da unter dieser 
Voraussetzung auch bb ^ D (mod. o), b'b' = 2) (mod. a’) ist, so 
folgt aus dem vorhergehenden Lemma unmittelbar die Existenz 
von unendlich vielen (nach §. 56 äquivalenten) Formen (aa',B, C) 
der^lben Determinante D, deren mittlere Coefficienten B den Be- 
dingungen B ^ b (mod.«), B ^ b' (mod.«') genügen; jede solche 
Form (aa',B,C) heisse e.usammengesetzt**) (camposita) aus {a,b,c) 
und («', b', c'). 

Wir bemerken zunächst, dass (nach §.56) die Formen (a,b,c)^ 
(«', b', c') resp. den Formen («, B, a’ C), («', B, a C) äquivalent 
sind; diese letzteren sind ebenfalls einig, weil die Zahlen a, «', 2B, 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben (§. 145), und aus ihnen 
ist ebenfalls die Form (««', B, C) zusammengesetzt. Bedeuten 
nun X, y, x', y' variabele Grössen, und setzt man 


*] Diese Benennung soll an ilic rndices concordanies von Dirichlet 
erinnern. 

**) Vergl. Oaus.i: D. A. artt. 235, 212, 243, 244. 
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X = xx'—Cyy', Y — (ax + By) y' + (a'x' + By')y, (1) 
so wird 

(ax + (B + VD)y) (a'x' + (B+ yD)y') = aa'X+(B + VZ>) F; (2) 
ersetzt man hierin YD durch — VD und multiplicirt die so ent- 
stehende Gleichung mit der vorstehenden, so ergiebt sich nach 
Wegwerfung des beiden Seiten gemeinschaftlichen Factors aa' die 
Gleichung 

{ax^ -Y2Bxy a! Cy‘‘) (a'x'^ 2Bx'y' + aCy'^) .g. 

= aa'X^ + 2BXY+^ CF», ^ ^ 

d. h. dieForm (aa', B, C) geht durch die hilineare Substitution (l) 
in das Product aus den beiden Formen (a, B, a' C), (a', B,a(T) 
über. 

Auf dem vorstehenden Resultate beruht zugleich der Beweis 
des folgenden Fundamentalsatzes*); 

Sind die beiden einigen Formen (a, b, c), («', b', c') resp. äqui- 
valent den beiden einigen Formen (m, n, I), (»»', l'), so ist auch 

die aus den beiden ersteren zusammengesetzte Form (aa', B, C) 
äquivalent der aus den beiden letzteren zusamimengesetzten Form 
(mm', N, L). 

Aus den Voraussetzungen folgt zunächst, dass die Formen 
(a, B, a'C), (a', B, aC) resp. den Formen (m, N, m' L), (m' , N,mL) 
äquivalent sind, und hieraus (nach §. 60. Anmerkung) die Existenz 
von vier ganzen Zahlen x, y, x' , y', welche den folgenden Be- 
dingungen genügen 

«j» -F 2Bxy -F «' Cy» = »», a'x'^ -F 2 Body' -F a Cyf^ = m' (4) 

ax-{-(BYN)y = 0, (B~N)xYa'Cy = 0 (mod. m) *(5) 
a' ad -F (if -F F)y' = 0, (B — N)ad-\-a Cy' = 0 (mod. m'), (6) 
und ebenso braucht man, um die Aequivalenz der beiden Formen 
(ao', B, C), (mm', N, L) darzuthun, nur die Existenz von zwei 
ganzen Zahlen X, Y nachzuweiseu, welche die Forderungen 

aa'X^Y2BXYYCY-^ = mm' (7) 

aa' X -F (J5 -F .?^) F = 0 (mod. mm') (8) 

(B—N)X+CY=0 (mod. mm') (9) ' 

befriedigen. Es lässt sich nun leicht zeigen, dass die beiden (offen- 
bar ganzen) Zahlen X, Y, welehe nach (1) aus den vier ganzen 

*) Oauss; D. A. art. 239. — Dirichlet a. a. 0. 
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Zahlen rr, a/, y* gebildet sind, in der That den vorstehenden Be- 
dingungen genügen. Zunächst folgt (7) unmittelbar aus (3) und 
(4). Da ferner aus jeder Gleichung von der Form 

it-Vu \D) {V + u’ V D) = {r -f u" VB) (r -f w'" VB ) , 
wo u, t' u. s. w. ganze Zahlen bedeuten, die in Bezug auf die 
Variabele 0 identische Gleichung 

— {t'\ -|- %i”z) (f " -f u"'s) ■\~{uu* — u”u'") (00 — Z>), 
und hieraus, da. NN = B (mod. mm') ist, auch die Congruenz 
(t-\-uN) (t' -h u'N) = (tf' -f- u" N) (t'" -f u'"N) (mod. mm') 
hervorgeht, so folgt (8) unmittelbar aus (2) unter Berücksichtigung 
von (5) und (6). Dieselbe Gleichung (2) lässt sich endlich durch 
Multiplication mit JB — VZ), oder mit C, und durch Division mit a 
oder mit a' auf die folgenden vier Fonnen bringen 

({B -\B)x-\- a' Cy) (a'x' + iB-\- VB)y') = a' U 
{ax-\-{B-\-yB)y) ((B — yB)x' aCy') — aU 
{{B-yB)x-ya' Cy) ((B^yB)x' y aCy') = (B — yB) ü 
C{ax -F (2? + yB) y) (aV -f {B + VZ)) yf) = {B y yB) U, 
wo zur Abkürzung 

{B-yB)xyCY=^ u 

gesetzt ist; ersetzt man überall VZ) durch A7, so gehen nach dem 
oben angeführten Princip diese Gleichungen wieder in Congruenzen 
nach dem Modulus m^n' über; bezeichnet man den aus U hervor- 
gehenden Ausdruck, d. h. die linke Seite der zu beweisenden Con- 
gruenz (9), mit F, so ergiebt sich unter Berücksichtigung von (5) 
und (6), dass die Producte a' F, a F, {B — N) F, {B -f- N) F, mit- 
hin auch 2B V durch mm' theilbar sind; da aber die Factoren a, 
a', 2B keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so muss der an- 
dere Factor F für sich allein durch mm' theilbar sein, also die 
Congruenz (9) wirklich Statt finden. 

Mithin genügen die beiden ganzen Zahlen X, Y den Bedin- 
gungen (7), (8), (9), und hieraus folgt (nach §. 60. Anmerkung) die 
Aequivalenz der Formen (aa', B, f/), (mm\ N, Z^); was zu be- 
weisen war. 
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§. 147 . 


« 

Um den Charakter des eben bewiesenen Fundamentalsatzes 
in das rechte Licht zu setzen, bemerken wir zunächst Folgendes: 
Sind (o, 6, c), {a\ h\ c') zwei einige Formen^ so sind ihre Thetler 
ö, (?' (§. 61) relative Primzahlen^ und öö' ist der Theiler der aus 
ihnen zusammengesetzten Fmm {aa' C). Denn da die Formen 
(a, ft, c), (a', ft', (f) resp. den Formen (a, J?, a' C), (a', J?, a C) äqui- 
valent sind, so ist (nach §. 61) 6 der grösste gemeinschaftliche Di- 
\ds6r von a, 2 B, a' (7, und ö' ist der grösste gemeinschaftliche Di- 
visor von o', 2 jB, aC\ da nun a, a', 2 JB keinen gemeinschaftlichen 
Divisor haben, so muss die in a und 2B aufgehende Zahl 6 rela- 
tive Primzahl zu a' (und also auch zu der in a! aufgehenden Zahl <?') 
sein ; und da ö in a' C aufgeht , so muss 6 auch in G aufgehen ; 
ebenso muss ö' relative Primzahl zu a sein und folglich auch in C 
aufgehen. Da ferner schon gezeigt ist, dass ö und ö' relative Prim- 
zahlen sind, und da beide sowohl in 2 jB, als auch in C aufgehen, 
so ist öö' offenbar gemeinschaftlicher Divisor der drei Zahlen aa\ 
2JB, C. Wollte man nun annehmen, öö' wäre nicht ihr grösster 
gemeinschaftlicher Dmsor, sondern sie Hessen sich nach der Di- 
vision mit ö 6' noch durch eine Primzahl p theilen , so müsste p 
wenigstens in einer der beiden Zahlen a : ö oder a' : <?' aufgehen ; 
gesetzt aber , p ginge in a : ö auf, so hätten die drei Zahlen 
a, 2JB, a' C den gemeinschaftUchen Divisor pö, während doch ö 
ihr grösster gemeinschaftlicher Divisor ist. Ebenso wenig kann p 
in a ' : ö' aufgehen , und folglich ist <J ö' der grösste gemeinschaft- 
liche Dmsor der Zahlen aa\ 2B^ (7, d. h. Oö' ist der Theiler der 
Form (««', JB, (7), was zu beweisen war. 

Umgekehrt: hat man zwei Formenclassen JT, K' von gleicher 
Determinante Z), deren Theiler ö, ö' relative Primzahlen sindj so 
kann man stets zwei einige Formen (a, ft, c), («', ft', c') resp. aus den 
Classen K' auswählen. Denn man kann (nach §. 93) den Re- 
präsentanten (a, ft, c) der Classe K zunächst so wählen, dass a re- 
lative Primzahl zu ö' wird, worauf der Repräsentant (a', ft', c') der 
Classe K' so gewählt werden kann, dass a' relative Primzahl zu 
a wird; daun sind aber (a, ft, c), (a', ft', d) gewiss zwei einige For- 
men. Wie nun auch zwei einige Formen aus den Classen K., IC 


Digitized by Google 


385 


Coinposition der Formen. 

ausgewählt sein mögen, so wird zufolge des bewiesenen Funda- 
mentalsatzes die aus ihnen zusammengesetzte Form stets einer und 
derselben Formenclasse ß von derselben Determinante D ange- 
boren, deren Theiler nach dem Obigen = tfö' ist. Wir werden 
daher sagen , dass diese Classe Ü aus den beiden einigen Classen 
K, K' eusaimnengesctzt ist, und werden dies durch die symbolische 
Gleichung*) 

S = KK' = K'K 

ausdrücken. 

Sind ferner je zwei der drei Classen K, K', K" einig, so lassen 
sie sich successive zu einer Classe zusammensetzen, und zwar wird 
diese resultirende Classe von der Anordnung der beiden successiven 
Compositionen völlig unabhängig sein**); d. h. symbolisch ausge- 
gedrückt, es wird 

{KK') K" = {KK") K' = {K K") K 
sein. Man kann nämlich die Repräsentanten (a, 5, c), (a', h', c'), 
(«", 6", c") der drei Classen K K', K" (nach §.93) so wählen, dass 
o, a', a" relative Primzahlen sind; bestimmt man nun (nach §. 25) 
B durch die Congruenzen 

B = h (mod. a) , B = b' (mod. a') , B = b" (mod. a") , 

so wird von selbst B B = D {mod.au’ a"), also D — BB — aa' a" C, 
wo C eine ganze Zahl bedeutet. Dann enthält 


die Classe K 

die Form («, B, a' a" C) 

n 

n 

K' 

n 

„ {a',B,aa"0 

n 

)i 

K" 

n 

„ {a",B,aa'C) 

n 

f) 

KK' 

fi 

„ {aa',B,a"C) 

n 

n 

KK" 

n 

„ {aa",B,a'C) 

n 

n 

K'K' 

t 

n 

„ {a'a",B,aC) 


und jede der Classen {KK')K", {KK")K', {K'K")K enthält 
folglich dieselbe Form {aa'a",B, (7); mithin sind diese drei Classen 
identisch. Diese eine Classe kann daher einfach durch das Symbol 
KK'K" bezeichnet werden, wobei die Stellung der drei Symbole 
Äj K', K" gleichgültig ist. 

Wendet man nun dieselbe Schlussfolgerung an, wie in §. 2, so 
ergiebt sich, dass auch für jede grössere Anzahl von Classen 

*) Gauss bezeichnet die aus K und K' zusammengesetzte Classe mit 
K K' [D. A. art. 24!)). 

**) Gauss: 1). A. artt. 240, 241. 

Dirichletf Zablentbeorie. 25 
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K, K' . . . die durch ihre successive Composition entstehende 
Classe völlig hestimmt, und von der Anordnung der Composition 
gänzlich unabhängig ist. Erforderlich bleibt aber die Bedin- 
gung, dass diese Classeu K, K' . . . zu derselben Determinante 
gehören, und dass ihre Theiler tf, 0 ' . . . relative Primzahlen sind, 
weil nur dann die Composition in der oben angegebenen Art aus- 
geführt werden kann ; für unsere Zwecke reicht aber dieser spe- 
cielle Fall der allgemeineren Theorie der Composition völlig aus. 


§. 148. 

Wir betrachten zunächst einige besonders wichtige specielle 
Fälle der Classencomposition *). 

1. Die Hauptform (1, 0, — D) ist offenbar einig mit jeder Form 
(a, h, c) derselben Determinante, und die Composition beider For- 
men giebt als Resultat dieselbe Form (a, b, c), also: Durch Com- 
position irgend einer Classe K mit der Hauptclasse entsteht immer 
die Classe K. Bezeichnet man daher die Hauptclasse durch das 
Symbol 1, so ist immer 1 AT = 7f, wo K eine beliebige Classe be- 
deutet. 

2. Ist (a, J, c) eine ursprüngliche Form der ersten Art, so ist sie 
einig mit der Form (c, h, a), und aus beiden ist die Form {ac, i!>, 1) 
zusammengesetzt. Da nun (c, &, a) mit (a, — t, c), und ebenso 
(ac, ö, 1) mit (I, — h, ac) und folglich auch mit der Hauptform 
(1, 0, — D) äquivalent ist (§. 56), so kann man dies Resultat kurz 
so aussprechen: Die Composition von zwei entgegengesetzten ur- 
sprünglichen Glossen der ersten Art H, W giebt stets die Haupt- 
classe HH' = \. 

Hieraus ziehen wir eine wichtige Folgerung, von welcher sehr 
häufig Gebrauch gemacht wird: Bedeutet H eine ursprüngliche 
Classe erster Art, so folgt aus HK = HL auch stets K= L. Ist 
nämlich JF der Classe H entgegengesetzt, also HH' = 1, so folgt 
aus HK=HL zunächst (H K) IF = (H L) IF , und hieraus 
(////') K rrr (HH')L, also K = L. 

*) Onuss: D. /l. artt. 243, 250. 
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3. Ist K eine Classe vom Theiler rf, so kann mau (nach §. 93) 
ihren Repräsentanten (a ff, 6, c) so wählen , dass a relative Prim- 
zahl zu ff ist; dann ist diese Form offenbar zusammengesetzt aus 
den beiden einigen Formen (o, &, eff) und (ff, i, ac), deren letztere 
den Theiler ff hat und der einfachsten Classe dieses Theilers an- 
gehört (§. 61), w'oraus von selbst folgt, dass die erstere Form eine 
ursprüngliche Form der ersten Art sein muss, was sich auch leicht 
direct nachweisen liesse. Wir haben daher das Resultat: Ist S die 
einfachste, und K irgend eine Classe vom Theiler ff, so giebt cs 
immer mindestens eine ursprüngliche Classe erster Art H von der 
Beschaffenheit, dass SH — K ist. 

Man überzeugt sich leicht mit Hülfe von 2., dass der Satz 3. 
auch dann noch gilt, wenn S und K irgend welche Classen dessel- 
ben Theilers bedeuten ; ebenso leuchtet ein, dass aus den einfachsten 
Classen der Theiler ff, ff' stets die einfachste Classe des Theilers 
ff ff' zusammengesetzt ist, natürlich unter der Voraussetzung, dass 
ff und ff' relative Primzahlen sind. Wir verweilen aber nicht län- 
ger bei diesen und anderen ebenso leicht zu beweisenden Sätzen, 
weil sie für die nachfolgenden Untersuchungen völlig entbehr- 
lich sind. 


§• 149 . 

Durch Composition einer ursprünglichen Classe der ersten Art A 
mit sich selbst, oder kürzer, durch Duplication*) der Classe A ent- 
steht eine Classe AA, welche man auch durch A^ bezeichnen kann ; 
ähnlich ist die allgemeine Bezeichnung A” zu verstehen, wo m 
irgend eine positive ganze Zahl bedeutet. Durch Anwendung der- 
selben Schlüsse, wie in §. 28, findet man nun leicht, dass immer 
ein kleinster positiver Exponent d existirt, welcher der Bedingung 
A^ = 1 genügt; dann sind die Classen 

1,A,A^... A^-\ 

welche die sogenannte Periode**) der Classe A bilden, von ein- 
ander verschieden; aus A’’ = A’ folgt r = s (mod. d), und .um- 
gekehrt; verallgemeinert man hiernach die Bezeichnung A’“ , in- 

*) Gauss: D. A. art. 249. 

*♦) Gnx.s's; A. art. 306. H. 

Q.’i* 
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dem man sie auch auf negative Exponenten m (und auf m = 0) 
ausdehnt, so ist z. B. A~^ = das Symbol für die Classe, 

welche der Classe A entgegengesetzt ist (g. 148, 2.). 

Eine solche Classenperiode bildet nur einen speciellen Fall 
des folgenden neuen Begriffs , welcher von der höchsten Wichtig- 
keit für die Gesetze der Composition ist: Ein System 91 von ur- 
sprünglichen Classen der ersten Art soll eine Gruppe*) heissen, 
wenn die Composition von je zwei Classen des Systems 91 immer 
wieder eine Classe desselben Systems liefert; die Anzahl u der 
in 91 enthaltenen verschiedenen Classen heisse der Chrad dieser 
Gruppe 91. 

Aus dieser Erklärung folgt sofort, dass, wenn die Classe A in 
einer Gruppe 91 enthalten ist, auch die ganze Periode der Classe 
j 4, also auch die entgegengesetzte Classe A~''- und die Hauptclasse 
sich in 91 vorfindet. Setzt man ferner jede in der Gruppe 91 ent- 
haltene Classe Al, A 2 . ■ ■ A„ mit einer ursprünglichen Classe 
erster Art B zusammen, so sind die entstehenden Classen Ai B, 
AiB ...AaB von einander verschieden (§, 148,2.) und bilden einen 
Complex, den wir kurz durch 91 bezeichnen können; zwei so ge- 
bildete Complexe 91 .B und 91.B' sind nun entweder vollständig iden- 
tisch (was wieder durch das Zeichen = angedeutet werden soll), oder 
sie haben keine einzige gemeinschaftliche Classe ; denn wenn sie eine 
gemeinschaftliche Classe AB = A'B' haben, wo A und A' in 91 ent- 
halten sind, so folgt B = A~~^ A' B' = A" B', wo A" = A~^A' eine 
ebenfalls in 91 enthaltene Classe bedeutet, und hieraus 'iä.B='HA"B' 
== 915', weil offenbar der Complex 91.4" mit 91 selbst identisch ist. 

Stützt man sich auf diese fundamentale Eigenschaft einer 
Gruppe und wendet dieselbe Schlussfolgerung an, wie in §. 127, 
so ergiebt sich unmittelbar folgender Satz: 

Sind alle a Classen einer Gruppe 91 zugleich in einer Gruppe 
S8 vom Grade b enthalten, so ist a ein Divisor von b = fia, und 
die Gruppe 33 besteht aus Complexen von der Form 915; die 
Gruppe 91 soll daher auch ein Divisor der Gruppe 93, letztere ein 
Multiplum der erstereii heissen. 


*) Ich wähle absichtlich diese von Galois in die Algebra eingeführte 
Benennung, weil seine Theorie und die obige, welche den sogenannten 
Abel’schen Gleichungen entspricht, gemeinschaftlich enthalten sind in der 
allgemeineren Theorie der Composition, in welcher (KK')K" = K{K'K") 
ist, und ausserdem sowohl aus KK' = KK", als auch aus K' K = K" K 
stets K' = K" folgt (vergl. §. 55). 
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Sind ferner 91 und S zwei beliebige Gruppen, so bildet das 
System 3) aller in 91 und S gemeinschaftlich enthaltenen ('lassen 
ebenfalls eine Gruppe, welche der grösste gemeinschaftliche Di- 
visor von 91 und 93 heissen mag; sind a, h, d die Grade dieser drei 
Gruppen, so ist d ein gemeinschaftlicher Divisor von a — nd und 
b = ßd\ besteht ferner die Gruppe S aus den ß Complexen 3) i/,, 
3) . . . 3! Bß, so bilden, wie man leicht erkennt, auch die ß Com- 

plexe ^Bi, ^Bt ... ’ilBß eine Gruppe 5)1 vom Grade m = aß 
z= ba = ab:d, und zwar ist diese Gruppe 911 das kleinste gemein- 
schaftliche Multiplum der beiden Gruppen 91 und 93 *). 

Die am leichtesten zu überblickenden Gruppen sind die oben 
erwähnten Perioden; jede solche Gruppe, deren Classen durch 
wiederholte Composition aus einer einzigen Classe entstehen, wollen 
wir eine reguläre Gruppe nennen; jede irrregxdäre Gruppe lässt 
sich als das kleinste Multiplum von gewissen regulären Gruppen 
darstellen, von denen je zwei nur die Hauptclasse gemeinschaftlich 
haben. Auf diese Darstellung und ilie damit zusammenhängenden 
Sätze von Gauss**), deren Beweis leicht auf das Vorhergehende 
gegründet werden kann, wollen wir aber hier nicht mehr eingehen. 


§. 150. 


Eine der hauptsächlichsten Anwendungen, welche Gauss von 
der Theorie der Composition gemacht hat, besteht in der Ver- 
gleichung der Anzahl h' der Classen vom Theiler tf mit der An- 
zahl h der ursprünglichen Classen erster Art***); offenbar ist dies 
dieselbe Aufgabe, welche Dirichlet in der oben mitgetheilten Art 
(§§. 97, 99, 100) gelüst hat. 

Bedeutet S die einfachste, und K irgend eine Classe vom 
Theiler <J, so existirt (nach §. 148, 3.) mindestens eine ursprüng- 
liche Classe erster Art H, welche mit S componirt die Classe K 


*) Dieser Satz verliert seine allgemeine Gültigkeit, wenn die Ordnung 
der zusammenzusetzenden Elemente einen Einfluss auf das Compositum hat. 

**) D. A. artt. 305 — HÜ7; ferner Demonstration de quelques theoremes 
concernants les piriodes des classes des formes hinairts du second degre 
(Gauss Werke, Bd. II. p. 2RG. 1863). — Vergl. Schering: Die Fundamental- 
Classen der zusammensetzbaren arithmetischen Formen. Göttingen 1869. 

***) D. A. artt. 283 — 256. 
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hervorbringt; durch Composition von S mit allen h Classen H 
müssen also jedenfalls alle Classen K vom Theiler rf, jede min- 
destens einmal erzeugt werden. Es seien nun Jfi, I{^ . . . Er die 
sämmtlichen r von einander verschiedenen ursprünglichen Classen 
erster Art, welche mit S componirt die Classe S selbst hervor- 
bringen; da aus SE = S und SE' = S auch S (EE') = S folgt, 
so bilden diese r Classen eine Gruppe SR vom Grade r ; und da das 
System aller h ursprünglichen Classen erster Art ebenfalls eine 
Gruppe § bildet, welche ein Multiplum der Gruppe SR ist (§. 149), 
so ist h = rk, und die Gruppe zerfällt in k Complexe von der 
Form SRAf; alle r Classen eines solchen Complexes SR// geben, 
mit S componirt, eine und dieselbe Classe SH vom Theiler <J; und 
umgekehrt, wenn SH' = SH ist, so folgt SH'H~^ = S, also ist 
H' H~^ — E in SR, mithin H' — EH in dem Complex SR// ent- 
halten. Die Anzahl h' der verschiedenen Classen vom Theiler ö 
ist daher = k, und wir sind also zu folgendem Resultate gelangt: 

Hie Anzahl h der ursprünglichen Classen der ersten Art ist 
rmal so gross als die Anzahl h' der Classen vom Theiler a, wo r 
die Anzahl derjenigen ursprünglichen Classen der ersten Art be- 
deutet, welche mit der einfachsten Classe vom Theiler ö zusammen- 
gesetzt diese letztere wieder erzeugen. 

Dies Resultat behält offenbar seine Gültigkeit für eine negative 
Determinante, auch wenn nicht alle, sondern nur die sogenannten 
positiven Classen gezählt werden (§. (S4). 

Es kommt jetzt offenbar nur noch darauf an, die Anzahl 
r zu bestinmicn, und zu diesem Zwecke stellt Gauss folgenden scho- 
nen Satz auf: 

Die r ursprünglirhen Classen der ersten Art, welche mit der ein- 
fachsten Classe vom Theiler 6 zusanmKngesctzt diese letztere icieder 
erzeugen, sind identisch mit denjenigen Classen, durch deren For- 
men das Quadrat des Theilers a eigentlich oder uneigentlich dar- 
gestellt werden kann. 

Um denselben zu beweisen, bemerken wir zunächst, dass man 
als Repräsentanten einer y cdm ursprünglichen Classe// der ersten 
Art stets eine Form (a, B, Ca) annehmen kann, in welcher a re- 
lative Primzahl zu «ist, 2B und C aber durch <J theilbar sind; hat 
man nämlich (nach §. 93) als Repräsentanten zunächst eine Form 
(a, b, c) gewählt, in welcher a relative Primzahl zu ö ist, und com- 
ponirt man dieselbe mit einer Fonn (a, b', d) aus der einfachsten 
Classe S vom Theiler a, so erhält man (§§. 146, 147) eine Form 
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(«tf, B, C) vom Thciler tf, und zwar so, dass die Formen (a, h, c), 
(ö, b\ d) resp. den Formen (a, B, Ctf), (tf, B^ aC) äquivalent sind; 
es kann daher (a, B, C tf) statt («, 6, c) als Repräsentant der Classe 
H gewählt werden. 

Ist nun SH = S, also H eine der r Classen aus der Gruppe 
91, so ist (afl, B, C) äquivalent mit (tf, B, aC), und folglich exi- 
stiren zwei ganze Zahlen x, y, welche der Bedingung 

aöx‘‘ 2Bxy Cy* = a , 
genügen; hieraus folgt aber 

a{oxy + 2B(<Sx)y + Cay“* = ö*, 
d. h. (S- wird durch die Form (a, B, Co) der Classe H dargestellt, 
wenn den Variabein die Werthe Ox, y beigelegt werden. 

Umgekehrt, ist e® durch die Formen der Classe H, also auch 
durch die Form (a, B, Co) darstellbar, so existiren zwei ganze 
Zahlen x\ y, welche der Bedingung 

ax'^ + 2Bxfy + COy* = 

genügen. Zunächst ergiebt sich hieraus, dass x' durch 0 theilbar 
sein muss; denn da C und 221, also auch 2By = ßo durch 0 
theilbar ist, so folgt ax'^ ß Oaf = 0 (mod. ö>); ist nun d der 
grösste gemeinschaftliche Divisor von x' = öx und 0 — öq, wo 
also X und q relative Primzahlen bedeuten, so ergiebt sich aa* -\-ßQX 
= 0 (mod. p’), also muss ax^, folglich auch a durch p theilbar 
sein ; da aber a relative Primzahl zu ö = d p , also auch zu p ist, 
so muss p = 1, d = (J, also a/ = Ox sein. Nachdem dies be- 
wiesen ist, ergiebt sich 

aOx^ -f 2Bxy Cy^ — ö; 

da ferner 2 B und C durch 0 theilhar sind, so folgt, dass x und y 
relative Primzahlen sind; mitliin ist o eigentlich darstellbar durch 
die Form (aO,B,C) vomTheiler 0, welche fqlglich(§. 60) einer Form 
äquivalent sein muss, deren erster Coefficient =0 ist, und die 
also der einfachsten Classe S vom Theiler 0 angehört. Da nun 
(ao, B, C) aucli der Classe SH angehört, so ist SH = S, d. h. 
H ist eine Classe aus der Gruppe 91, was zu beweisen war. 

Durch den hiermit bewiesenen obigen Satz sind wir nun in 
den Stand gesetzt, den Grad r der Gruppe 91 genau zu bestimmen. 
Ist B eine Classe aus dieser Gruppe, und wird o^ durch ihre For- 
men so dargestellt, dass die beiden darstellenden Zahlen (x, y) den 
grössten gemeinschaftlichen Theiler d haben, so geht d* in 0“, folg- 
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lieh d in ö = öp auf; mithin ist (nach §. 60) eigentlich dar- 
stellbar durch die Formen der Classe R, und folglich kann man 
(nach §. 60) als Repräsentanten von R eine Form wählen, deren 
erster Coefficient z=g‘ ist. Da umgekehrt durch jede solche h’orm 
auch dargestellt wird, wenn den Variabelen die Werthe x = d, 
y = 0 ertheilt werden, so gehört sie, wenn sie zugleich ursprünglich 
von der ersten Art ist, einer Classe R aus der Gruppe !W an. Wir 
haben mithin folgenden Satz erhalten: 

Der Grad r der Gruppe Dl ist gleich der Anzahl aller nicht 
äquivalenten ursprünglichen Fortnen der ersten Art, deren erster 
Coefficient ein quadratischer Divisor q‘‘ vom Quadrate des Theilers 
a ist. 

Wir bemerken schliesslich, dass für jeden solchen quadrati- 
schen Divisor (zufolge §. 56) nur alle diejenigen Formen zu 
untersuchen sind, deren mittlere Coefficienten ein vollständiges 
Restsystem nach dem Modulus p* bilden. 


§. 151. 

Nachdem im Vorhergehenden der Weg allgemein vorgezeichnet 
ist, auf welchem man zur Bestimmung des Verhältnisses derClassen- 
anzahlen h und h' gelangt schreiten wir zur Betrachtung der spe- 
ciellen Fälle, in welchen ö eine Rr imzahl ist, weil aus ilmen das 
allgemeine Resultat abgeleitet werden kann. 

I. Ist die Determinante D = \ — 4»=1 (mod. 4), und 
ö == 2, so handelt es sich um die Vergleichung der Classenanzahleii 
der ursprünglichen Formen der ersten und zweiten Art. Bezeichnet 
man dieselben wieder -mit h und Ä', so ist h = rh\ wo r die An- 
zahl der nicht äquivalenten ursprünglichen Formen erster Art be- 
deutet, deren erster Coefficient = 1 oder = 4 ist. Da im zweiten 
Fall der mittlere Coefficient ungerade sein muss, so sind nur die 
drei Formen 

(1, 0, —D), (4, +1, n) 
in Betrficht zu ziehen. 

Ist i) = 1 (mod. 8), also n gerade, so ist nur die erste dieser 
Formen ursprünglich von der ersten Art, folglich r= 1, und 
h = h’. 
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Ist aber D = 5 (raod. 8), also n ungerade, so sind alle drei 
Formen ursprünglich von der ersten Art, und es braucht nur noch 
untersucht zu werden, ob sie verschiedenen Glassen angehören oder 
nicht. Zunächst lässt sich beweisen, dass sie entweder zu einer und 
derselben, oder zu drei verschiedenen Glassen gehören. Gauss zeigt 
dies durch die Gomposition der ihnen entsprechenden Glassen 1, P, 
da die Glassen P, Q entgegengesetzt sind , so ist P ^ = 1 , und 
ferner lässt sich leicht zeigen, dass PP = Q und Q Q = P ist 
(denn aus den beiden einigen, in P enthaltenen Formen (4, 1, w), 
(w, — 1, 4) ist die Form (4w, 2n— 1, «) zusammengesetzt, und da 
diese mit (w, 1 — 2w, 4w), (w, 1, 4), (4, — 1, n) äquivalent ist, so 
folgt F P = Q)\ nimmt man nun an , dass zwei der drei Glassen 
1 , P, identisch sind, so ergiebt sich hieraus sofort, dass auch die 

dritte mit ihnen übereinstimmt. Dasselbe lässt sich auch durch 
die folgenden Sätze erweisen. 

Sind irgend zwei der drei Formen (1,0, — P), (4, + 1, w) 
äquivalent y so ist die Gleichung t^ — Du^ = 4: durch ungerade 
Zahlen ty u lösbar. 

Ist nämlich die erste Form mit einer der beiden anderen äqui- 
valent, so ist (nach §. 60) der erste Goefficient 4 dieser letztem 
eigentlich darstellbar durch die Form (1, 0, — P), also giebt es 
zwei relative Primzahlen ty Uy welche der Gleichung t- — Du^ = 4 
genügen, woraus folgt, dass ty Uy da sie nicht beide gerade sein 
können, nothwendig beide ungerade sein müssen. Sind ferner die 
beiden letzten Formen äquivalent , so giebt es (nach §. 60. Anm.) 
zwei ganze Zahlen Xy ijy welche den Bedingungen 

-\-2xy ny"^ = 4, — 2x ny = 0 (mod. 4) 

genügen; da n ungerade ist, so muss y gerade sein = 2u\ setzt 
man dann 2x u = ty so gehen diese Bedingungen in die folgen- 
' den über 

P — Bu’^ = Ay t= — u (mod. 4) ; 

da aus der letztem P = iP (mod. 8) folgt , und ausserdem — P 
= 3 (mod. 8) ist, so folgt aus der erstem AiP = 4 (mod. 8), mithin 
ist Uy also auch t ungerade, was zu beweisen war. 

Ist die Gleichung P — Du^ = 4 durch ungerade Zahlen ty u 
lösbar y so sind alle drei Formen (1, 0, — P), (4, i 1, n) äquivalent. 

Denn wenn man t mit beliebigem Vorzeichen, dann aber u= — t 
(mod. 4) wählt, so geht die Form (1, 0, — P) durch die Substi- 
tutionen 


804 


Supplement X. 


/ 




, ^ -P Du\ 
— 4 



t u 


in die beiden Formen (4, +1, n) über. — Durch Verbindung der 
beiden vorstehenden Satze ergiebt sich: 

Die drei obigen Formen sind äquivalent oder gehören drei ver- 
schiedenen Classen an , je nachdem die Gleichung — Du^ = 4 
durch ungerade Zahlen u lösbar ist oder nicht; im ersten Falle 
ist h = h', im zweiten h = 3 h'. 

Ist nun D positiv, so tritt der erste Fall ein oder der zweite, 
je nachdem die Jdeinste Lösung t = T\ u — U' aus ungeraden 
oder geraden Zahlen besteht. Ist D negativ, so besitzt die Glei- 
chung im Allgemeinen nur die beiden Auflösungen ^ = + 2, w = 0, 
und mithin ist Ä = 3Ä'; die einzige Ausnahme hiervon bildet die 
Determinante 7) = — 3 , weil die Gleichung ausser den beiden 
Lösungen ^2 — 4 ^ ^ — q noch die vier Lösungen P = u^ = \ be- 
sitzt, und folglich ist in diesem Falle wieder h = h\ 

Diese Resultate stimmen vollkommen mit denjenigen überein, 
welche wir früher (§§. 97, 99) mit Hülfe ganz anderer Principien 
abgeleitet haben. 


II. Ist 2) = D' (J2 , so leuchtet ein , dass h* zugleich die An- 
zahl der ursprünglichen Classen erster Art von der Determinante 
D' ist. Unter der Voraussetzung, dass 6 eine Primzahl ist, haben 
wir, um das Verhältniss r = h:h! zw bestimmen, nur die l Formen 

(1,0, —-2)) und {o\B0^BB—B') * (1) 

zu betrachten, wo B ein vollständiges Restsystem (mod. 0 ) durch- 
laufen muss, mit Ausnahme derjenigen Werthe, für welche 
BB D' (mod. 0 ) wird, weil diesen keine ursprünglichen For- 
men entsprechen ; die Anzahl der zu betrachtenden ursprünglichen 
Formen ist daher 

1 = 2 oder ö — 

je nachdem 6 = 2 oder eine ungerade Primzahl ist. Zur Bestim- 
mung der Anzahl r der verschiedenen (flassen, welchen diese l 
Formen angehören, gelangen wir durch die folgenden Sätze. 
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Die beiden Formen (1, 0, — D), (tf*, ßd, ßß — D') sind stets 
und mir dann äquivalent, wenn es zwei ganze Zahlen t', u' gieht, 
welche den Bedingungen 

t’a — D'u'u' = l, t' -\- ßu’ = 0 (mod. <s) (3) 

genügen; zwei Formen (<J*, bo, bb — D'), (tf*, b'o, b'b' — D“) sind 
stets und nur dann äquivalent, wenn es zicei ganze Zahlen t', u' 
giebt, welche den Bedingungen 

t't' — D'u'u' = 1, (b— b') t' + {bb' — D') m' = 0 {mod. <S) (4) 

genügen. 

Die Aequi Valenz der Formen (1, 0, — D), (tf’, ßo, ßß — D') 
ist (nach §. 60 Anmerkung) gleichbedeutend mit der Annahme der 
Existenz zweier ganzen Zahlen x, y, welche die Bedingungen 
x* — D'6^y^ = ö», 

X ßisy = 0, — ßöx — D' ß'‘y = 0 (mod. ö’) 

erfüllen ; da nun aus der ersten folgt, dass x durch ö theilbar ist, 
und da sie durch die Substitutionen x = ßtl, y = u' in die Be- 
dingungen (3) übergehen, aus welchen sie umgekehrt folgen, so ist 
der erste Theil des Satzes erwiesen. Ebenso fällt die Annahme 
der Aequivalenz der Formen (ö*, bß,bb — D'), (ö*, b'a, b'b' — D’) 
zusammen mit der Annahme der Existenz zweier ganzen Zahlen 
X, y, welche die Bedingungen 

ö’a:* 2bßxy {bb — D')y'‘ = a\ 

o^x -\-{b + b')ßy = 0. {b — b') ßx-}- {bb — D') y = 0 (mod. ß^) 

befriedigen; da nun der Voraussetzung nach bb — U nicht durch 
ß theilbar ist, so muss y* und folglich auch y dui-ch die Primzahl 
ß theilbar sein; da ferner die vorstehenden Bedingungen durch die 
Substitution y = au', x = t' — bu' in die Bedingungen (4) über- 
gehen, aus denen sie auch rückwärts folgen, so ist auch der zweite 
Theil des obigen Satzes bewiesen. 

Bedeutet A die Anzahl derjenigen Formen (1), welche der 
Huuptclasse angehören, so ist l = rL 

Gehört die Form {ß^, ßß, ß^ — D') der Hauptclasse an, so exi- 
stirt eine Lösung {f, u') der Gleichung 

tft' — D'u'u' = 1 (5) 

welche der Congruenz t' ßu' = 0 (mod. tf) genügt, und folglich 
kann u' nicht durch ß theilbar sein. Ist umgekehrt {f, «') eine 
Lösung der Gleichung (5), und u' nicht theilbar durch ß, so existirt 
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stets eine und nur eine Zahlclasse ß (mod. ö), welche der Con- 
gruenz tf + ßu' = 0 (mod. ö) genügt, und ihr entspricht eine zur 
Hauptclasse geliörige Form (ö*, ßd, ß^ — D'). Um also alle diese 
Formen zu erhalten, muss man alle Lösungen (<', u') der Gleichung 
(.o) aufstellen, in welchen u' nicht dui'ch ö theilbar ist, und jedes- 
mal die entsprechende Zahlclasse ß (mod. tf) durch die Congruenz 
t' -|- ßu'= 0 (mod. ö) bestimmen. Da ausserdem die Form (1, 0, — D) 
zur Hauptclasse gehört, und A die Anzahl aller zur Hauptclasse 
gehörenden Formen (1) bedeutet, so ist also A — 1 die Anzahl der 
sämintlichen incongruenten Zahlclassen ß (mod. ff), welche aus 
Lösungen (f, m') der Gleichung (5) vermöge der Congruenz 
If ßu' = 0 (mod. ff) erzeugt werden können. 

Sind hierdurch schon alle Formen (1) erschöpft, so ist ? = A 
und r = 1 , also der Satz richtig. Giebt es aber eine nicht zur 
Hauptclasse gehörende ursprüngliche Form (ff*, b'd, h'b' — TZ), d.h. 
giebt es eine von den A — 1 Zahlclassen ß (mod. ff) verschiedene 
Zahlclasse b' von der Beschaffenheit, dass b'b' — D' nicht durch ff 
theilbar ist, so wollen wir zeigen, dass unter den l Formen (1) sich 
genau (A — l)Foimen (ff*, Jff, bb — B') finden, welche alle mit der 
Form (ff*, J'ff, b'b' — D”) äquivalept und von ihr verschieden sind. 
Ist nämlich (ff*, Jff, bb — D') eine solche Form, also b — b' nicht 
durch ff theilbar, so giebt es, wie oben gezeigt ist, eine Lösung 
{f, u') der Gleichung (5), welche der Congruenz 

(b — 60 «' + (b b' — Z>0 u' = 0 (mod. ff) (4) 

genügt, aus welcher zugleich folgt, dass u' nicht durch ff theilbar 
ist. Umgekehrt, ist eine Lösung der Gleichung (5), in welcher 

u' nicht durch ff theilbar ist, und t' ßu' = 0 (mod. ff), so existirt, 
weil b' — ß nicht durch ff theilbar ist, immer eine und nur eine 
Zaldclasse b (mod. ff), welche die Congruenz 

(b' — ß)b = iy~ b'ß (mod. ff) (G) 

befriedigt, und zwar kann b nicht = b' (mod. ff) sein, weil hieraus 
b'b' = D' (mod. ff) folgen würde; multiplicirt man nun (6) mit u', 
so ergiebt sich (4), und folglich ist wirklich (ff*, 6 ff, bb — B’) äqui- 
valent mit der Form (ff*, 6' ff, b'b' — B') und zugleich verschieden 
von ihr , weil b — b' nicht durch ff theilbar ist. Um also alle mit 
der Form (ff*, 6' ff, b'b' — B’) äquivalenten und von ihr verschiede- 
nen Formen (ff*, 6 ff, 66 — DO erhalten, braucht man nur die 
sämmtlichen (A — 1) Congruenzen (6) aufzustellen, welche den 
(A — 1) incongruenten Zahlclassen ß (mod. ff) entsprechen, und für 
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jede die entsprecliende Zahlclasse b zu bestimmen. Auf diese Weise 
entstehen aber wirklich auch (i — 1) verscliiedene Zalilclassen 
J(mod.(J); denn wollte mananiiehmen, es könnte zwei verschiedenen 
Zalilclassen ß, ß' (mod. 6) eine und dieselbe Zahlclasse b (mod. ö) 
entsprechen, so wäre 

(b' — ß)b = B' — b'ß, {h' — ß')b = D' — h'ß' (mod. ö); 

hieraus würde aber durch Subtraction (ß' — ß) (b — h') = 0 (mod. ö) 
folgen, wa.s unmöglich ist, da weder ß' — ß noch b — b' durch 6 
theilbar ist Mithin gieht es wirklich genau A — 1 verschiedene 
Fonnen (ö*, b<S, hb — D'), welche mit der Form (tf», 6'<J, b'b' — 7)') 
äquivalent und zugleich von ihr verschieden sind. Von den 
l Formen (1) gehören daher immer je A, und nicht mehr, zu einer 
und derselben Classe, folglich ist ? = rA, was zu beweisen war. 

Ist die Determinante D = ly 6- negativ, so ist h im AUgenmnen 
= ZÄ', und nur dann =\th', wenn D' = — 1. 

Denn die Gleichung (5) besitzt nur im letztem Falle Lösungen 
(t' = 0, m' = + 1), in welchen u' nicht durch 6 theilbar ist; da 
denselben nur die eine Zahlclasse ß = 0 (mod. ö) entspricht, so 
ist A = 2 , also r = \ l\ in allen anderen Fällen ist A = 1 , also 
r = 1. 

Ist die Determinante D—D'o^ positiv, soist h log(TA ÜVD) 
= l .h'tog{T VVD'), wo (T, U), (T', U') resp. die kleinsten 
positiven Auflösungen der Gleichungen T* — DU^ = 1, T'* — UU'^ 
= 1 bedeuten. 

Um dies zu beweisen, schicken wir eine Bemerkung über die 
Lösungen der Gleichung (5) voraus. Wenn zwei solche Lösungen 
(<', m'), (t", u") der Bedingung 

Z'm" — m'Z" = 0 (mod. ö) (7) 

genügen, so kann man, wenn VD' und VD = ff VT)' immer positiv 
genommen werden, 

t' + u' VH — (<" + u" VD') (t+u VD) , (8) 

setzen , wo die ganzen Zahlen t, u eine Lösung der Gleichung 
P—Du^=l (9) 

bilden. Umgekehrt , sind (Z", «") , (Z, u) resp. Lösungen der Glei- 
chungen (5), (9), so liefert die Gleichung (8) stets eine Lösung (Z', «') 
der Gleichung (5), welche' zugleich der Bedingung (7) genügt. .Je 
zwei solche Lösungen (Z*, u'), (Z", u") der Gleichung (5) wollen 
wir äquivalent nennen; dann leuchtet sofort ein, dass zwei I^ö- 
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sungen, welche einer dritten äquivalent sind, auch einander äqui- 
valent sein müssen. Man kann daher die sämmtlichen Lösungen 
der Gleichung (5) in Classen eiutheilen, deren jede alle und nur 
solche Lösungen enthält, die unter einander äquivalent sind. Da 
nun die Gleichung (8) lehrt, aus einer gegebenen Lösung (<", u") 
alle ilir äquivalenten Lösungen (tf, u') zu finden, und da t-\-uVD 
= i (2’+ ÜVD)’' ist, wo das Vorzeichen nach Belieben, und für 
n jede ganze Zahl gewählt werden darf (§. 85), so leuchtet ein 
(vergl. §. 87), dass aus jeder Classe von Lösungen ein und nur ein 
Repräsentant (<', «') so gewählt werden kann, dass 

l ^f + u'VD' < T+ÜVD 

wird; da ferner (T, Ua) ebenfalls eine Lösung der Gleichung (5), 
und folglich (§. 85) 

T+ UVD = (T'+ u'viyf 

ist, wo V eine bestimmte positive ganze Zahl bedeutet, so leuchtet 
ein, dass die ersten Factoren t -\-u' VU der obigen Repräsentanten 
(f*, «') von der Form (T' -f WD')”' sind, wo n' die V Werthe 
0, 1, 2 . . . (V — 1) durehlaufen muss, dass also die Anzahl der 
Classen = A' ist. 

Die erste von diesen Classen enthält also die Lösungen (<*, «*) 
und nur solche, deren zweite Elemente «' durch ö theilbar sind. 
Jede Lösung (f, «') aus einer der übrigen A' — 1 Classen liefert 
aber durch die Congruenz t' -}- /Jm' = 0 (mod. tf) eine zugehörige 
Zahlclasse ß (mod. ö), und da unmittelbar einleuchtet, dass zwei 
solche Lösungen stets und nur dann zu derselben Zahlclasse 
ß (mod. ö) fuhren, wenn sie derselben Classe von Lösungen ange- 
hören, so muss die Anzahl A — 1 der Zahlclassen ß mit der Anzahl 
A' — 1 dieser Classen von Lösungen übereinstimmen ; also ist A = A', 
was zu beweisen war. 

Offenbar lässt sich aus dem hier behandelten speciellen 
Fall ohne Schwierigkeit diis in §. 100 erhaltene Resultat für den 
allgemeinen Fall ableiten, in welchem <J eine beliebige zusammen- 
gesetzte Zahl ist. 
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§. 152. 

\ 

Wir beschränken uns nun im Folgenden auf die Composition 
von urspiünglichen Classen erster Art, und behalten ausserdem, 
wenn die Determinante D negativ ist, nur die positiven Classen bei, 
deren Zusammensetzung offenbar immer wieder zu positiven Classen 
führt. Diese h Classen, welche eine Gruppe ^ bilden, zerfallen 
(§. 122) je nach dem Ausfall der A Charaktere C, welche dieser 
Determinante D entsprechen, in Geschlechter, und es ist mit Hülfe 
des Reciprocitätssatzes gezeigt (§. 123), dass höchstens der Hälfte 
aller angebbaren Totalcharaktere wirklich existirende Classen ent- 
sprechen. Gauss*) leitet nun diesen letzteren Satz aus der Theorie 
der Composition ab, und er benutzt ihn, um darauf einen neuen, 
den zweiten Beweis des Reciprocitätssatzes zu gründen. Da diese 
tiefsinnigen Principien sich auf die Beweise von liöheren Recipro- 
citätsgesetzen übertragen lassen**), so theilen wir dieselben in die- 
sem und den folgenden Paragi’aphen mit. 

Sind s, t' die Werthe eines Charakters C resj). für die Classen 
H, H\ so ist C — ss' für die Classe HH'. 

Man kann als Repräsentanten der Classen //, II' immer zwei 
einige Formen nehmen, deinen erete Coefäcienten a, a' relative 
Primzahlen zu 2Z> sind; da die aus ihnen zusammengesetzte, also 
der Classe HH' angehörende Form den ersten Coefficienten a«' 
hat, welcher ebenfalls relative Primzahl zu 2D ist, so ergiebt sich 
der zu beweisende Satz unmittelbar, wenn man bedenkt, dass der 
Charakter C oder C{n) ein Ausdruck von der Art 

(_ i)y*(— I), (_ i)'/w»*-i), (_ . . . 

ist (§. 122), und dass folglich die drei Werthe C(a), C(a'), C(aa'), 
welche dieser Charakter resp. in den drei Classen H, H', II H' be- 
sitzt, der Bedingung C(a) C(a') = C(aa') genügen. 

Aus diesem Satze ergiebt sich, dass, wenn die Classen K, K' 
resp. denselben Geschlechtern G, G' angehören, wie die Classen 

*) D. A. artt. 257 — 262. 

**) Kummer : Ueher die allgemeinen KeciprocitätsgeseUe unter den 
Resten und Nichtresten der Potenzen , deren Grad eine Primzahl ist. 
1869. Verfrl. Berliner Monatsbericht vom 18. Kehr. 1858. 
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H, H', dann auch die Classen KK' und HH' sich in einem und 
demselben üeschlechte finden, welches das aus G, G' zusammen- 
gesetzte Geschlecht heissen soll*). Sind ferner N, N' zwei Classen 
des Hauptgeschlechtes, d. h. desjenigen Geschlechtes, in welchem 
sich die Hauptform (1, 0, — D) findet, und folglich alle Charaktere 
C den Werth + 1 haben, so gehört die zusammengesetzte Classe 
N N‘ ebenfalls diesem Geschlechte an, mithin bilden alle m Classen 
des Hauptgeschlechtes eine Gruppe 91 vom Grade n (§.149); zugleich 
zerfallen die sämmtlichen h Classen in g Complexe 91 von je 
n Classen , welche jedesmal einem und demselben Geschlecht an- 
gehören ; zwei verschiedene solche Complexe gehören, wie man leicht 
erkennt, auch zu verschiedenen Gesclilechtern; mithin ist h = ng, 
und g die Anzahl der wirklich existirendeu von einander verschie- 
denen Geschlechter**). 

Die Determinante D heisst regulär oder irregulär, je nachdem 
die von den n Classen des Hauptgeschlechtes gebildete Gruppe 
regulär ist oder nicht (§. 149); bedeutet im letztem Falle d den 
Grad der grössten in ihr enthaltenen regulären Gruppe, so heisst 
die ganze Zahl n:S der Irregularitätsexponent der Determmwate***). 

Aus dem obigen Satze über den Charakter einer zusammen- 
gesetzten Classe ergiebt sich ferner unmittelbar der folgende: 

Jede Classe Q, tcelche durch Duplication einer Classe entsteht, 
gehört dem Hauptgeschiechte an. 

Die Anzahl g der verschiedenen Classen Q, welche durch Du- 
plication der sämmtlichen h Classen entstehen , ist daher ^ w (da 
diese Classen, wie leicht zu ersehen ist, eine Gmppe D bilden, so 
muss q gewiss ein Divisor von n sein). Um sie genauer zu bestim- 
men, nehmen wir an, § entstehe durch Duplication der bestimmten 
Classe H, und fragen nach allen Classen H', durch deren Duplication 
dieselbe Classe Q entsteht. Aus der Annahme H' H'=Q = HH 
folgt nun, wenn man H' = AH setzt, AA = 1, also A = A~^, 
d. h. die Classe A ist identisch mit der ihr entgegengesetzten Classe, 
und folglich ist sie eine ambige Classe (§. 148, 2., §§. 56 — 58). 
Umgekehrt, ist H' = A H, und A eine ambige Classe , so ist auch 
H' H' — H H. Schreibt man daher alle a ambigen Classen A auf, 
welche ott'enbar eine Gruppe 91 bilden, so zerfallen alle h Classen. 


*) Oauss: D. A. artt. 24G, 247. 
**) Gauss: T>. A. art. 252. 

***) Gauss: D. A. art. 306. VII. 
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in q Complexe 9(2/ von je « Classen, deren Duplication eine und 
dieselbe Classe HJl hervorbringt, während zwei Classen, welche 
zwei verschiedenen solchen Coinplexen angehören, durch Dupli- 
cation auch zwei verschiedene Classen hervorbringen; und endlich 
ist h = aq. 

Da nun h auch == ng, und ausserdem g ^ w ist, so ergiebt 
sich g ^ u, d. h. der Satz: Die Anzahl der wirklich existirenden 
verschiedenen Geschlechter ist höchstens gleich der Anzahl der am- 
hiyen Classen. 


§. 153. 


Es kommt also jetzt darauf an, für eine gegebene Determinante 
D die Anzahl tx aller ambigen Classen A genau zu bestimmen, 
welche urspiünglich von erster Art sind. 

Da in jeder ambigen Classe A = A~^ stets mindestens eine 
ambige Form («, b, c) zu finden ist (§. 58), so bleibt gewiss keine 
jener a Classen unvertreten, wenn wr alle ambigen Formen auf- 
schreiben. Da nun in einer solchen Form 2b durch a theilbar, 
folglich b entweder = 0 , oder ^50 (mod. «), also (a, b, c) selbst 
mit einer Form äquivalent ist (§.56), deren mittlerer Coefficient ent- 
weder Null, oder die Hälfte des ersten Coefficienten ist, so genügt es, 
alle Formen 

(«, 0 , und (^2 6 , 6 ,^^) 

zu betrachten, welche ursprünglich von erster Art sind. 

Bedeutet p die Anzahl .aller verschiedenen ungeraden Prim- 
zahlen, welche in D aufgehen, ist ferner v = ü oder = 1 , je nach- 
dem D ungerade oder gerade , so ist p -j- v die Anzahl aller ver- 
schiedenen in D aufgehenden Primzahlen. Dann leuchtet ein, dass 
die Anzahl aller ursprünglichen Formen vom Typus 

(o, 0, a') 

gleich 2;“+*'+’ ist; die eine Hälfte derselben hat positive erste 
Coefficienten, die andere Hälfte negative. 

Betrachten wir nun die änderen ambigen ursprünglichen For- 
men erster Art, deren Typus 

Diriohlet, Zahlentbcorie. 2Ü 
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ist, so muss h ein solcher Divisor von D = — hV sein, dass der 
dritte Coefficient |(ft + h') eine ganze Zahl und relative Primzahl 
zu 2 5 wird ; mithin muss zunächst h -\-V = 2 (mod. 4) ^ein , und 
ferner dürfen h und V keinen gemeinschaftlichen ungeraden Divi- 
sor haben. Sind nun J und i'uilgcrade, so folgt h' = b, Z) = — bb 
= 3 (mod. 4); umgekehrt, wenn Z) — 3 (mod. 4), so kann b nur 
ungerade sein, und aus bb[ = — D = \ (mod. 4) folgt von selbst, 
dass b = b\ also b-\-b* = 2 (mod. 4) wird; mithin kann b jeder 
Divisor von D sein, für welchen b und b' relative Primzahlen wer- 
den. Die Anzahl dieser Formen 

(2b,b,lib-j-b>)) 

ist daher =2."+h unter welchen ebensoviele mit positiven, wie mit 
negativen ersten Coefficienten verkommen. Sind aber b und h' 
gerade, so ist eine von ihnen = 0, die andere = 2 (mod. 4), mit- 
hin D = 0 (mod. 8), und sind relative Primzahlen. Um- 

gekehrt, wenn I) = 0 (mod. 8) ist, so muss b gerade sein, und man 
kann für \b jeden Divisor von \D = — \h.\b' wählen, für welchen 
\b' relative Primzahlen werden; mithin ist die Anzahl dieser 
Formen, da JD gerade ist, gleich 2<“+2, und unter ihnen finden sich 
ebensoviele mit positiven wie mit negativen ersten Coefficienten. 

Die Anzahl aller dieser ambigen ursprünglichen Formen erster 
Art ist ddher gleich 

2,“+h wenn D = 1 (mod. 4), 

2«+2, „ D = 2, 3, 4, 6, 7 (mod. 8), 

2.“+^, „ i) = 0 (mod. 8); 

sie ist folglich in allen Fällen genau doppelt so gross, als die An- 
zahl 2^ = 2r aller angebbaren Total Charaktere für die Determi- 
nante D (§. 122). Es kommt jetzt darauf an, die Anzahl der ver- 
schiedenen Classen zu bestimmen, welche durch diese Formen re: 
präsentirt werden. 

Sieht man von dom singulären Fall D = — 1 vorläufig ganz 
ab, so erkennt man leicht, dass die Coefficienten a und a\ ebenso 
die Zahlen b und b\ selbst ihren absoluten Werthen nach, von ein- 
ander verschieden sein müssen. Hätten nämlich die relativen Prim- 
zahlen a, a' denselben absoluten Wertli 1, so wäre Z) = + 1 ; das- 
selbe würde sich ergeben, wenn man annehmen wollte, die unge- 
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raden Zahlen h und V hätten denselben absoluten Werth; sind 
endlich h und h' gerade, so ist die eine der Zahlen \ h^ \h' gerade, 
die andere ungerade, also haben sie verschiedene absolute Werthe. 
Hieraus folgt, dass die sämmtlichen obigen Formen immer in Paare 
von je zwei von einander verschiedenen Formen (a, 0, a'), (a', 0, o), 
und (26, ft, i(5 -f ft')), (2 ft', ft', |(ft + ft')) zerfallen, und da die erste 
resp. durch die Substitutionen J) , (“J» “}) in die zweite über- 
geht, so genügt es, diejenige von ihnen beizubehalten, deren erster 
Coefficient der kleinereist; mithin haben wir nur noch 2r Formen 
(a, 0, a'), (2 ft, ft, 5 (ft -|- ft')), in welchen die absoluten Werthe (a) 
und (ft) <; V(-D) sind; und unter diesen Formen giebt es wieder 
ebensoviele mit positiven ersten Coefficienten, wie mit negativen. 

- Ist nun D negativ^ so behalten wir nur die r Formen bei, 
deren äussere Coefficienten positiv sind, und wir wollen zeigen, dass 
sie die Repräsentanten von ebensovielen verschiedenen Classen sind. 
Zunächst sind alle Formen (a, 0, a') und diejenigen Formen 
(2 ft, ft, |(ft “p ft')), in welchen 3ft ^ ft' ist, reducirt (§.64), und statt 
jeder nicht reducirten Form (2 ft, ft, ^ (ft + ft')), in welcher also 
3ft > ft', können wir die ihr nach rechts benachbarte reducirte 
Form (|(ft -f ft'), |(ft' — ft), i(ft-f^O) substituiren. Man erkennt 
nun leicht, dass alle diese r reducirten Formen von einander ver- 
schieden, und dass auch keine zwei einander entgegengesetzt sind, 
weil keiner der mittleren Coefficienten negativ ist; sie gehören 
daher (§. 65) ebensovielen verschiedenen Classen an. Wir haben 
daher das Resultat: Die Amahl a aller positiven atnbigen ursprüng- 
lichen Classen erster Art von negativer Determinante D ist halb so 
gross wie die Anzahl 2r aller angebbaren Totälcharaktere. Dies gilt 
offenbar auch noch für den oben ausgeschlossenen singulären Fall 
D = — 1, da die beiden Formen (1, 0, 1), (2, 1, 1) äquivalent sind. 

Ist aber die Determinante D positiv ^ so entspricht jeder der 
obigen 2r ambigen Formen (Aj C) eine einzige ihr äquivalente 
ambige Form (A^ B\ C"), wo B' durch die Bedingungen 

B' = B (mod. A), 0 < VD — B' < (A) 

vollständig bestimmt ist; offenbar entstehen auf diese Weise wieder 
2r ambige und von einander verschiedene Formen {A^ B\ C"). 
Um nun zu zeigen, dass alle diese Formen zugleich reducirt sind 
(§.74), braucht nur nachgewiesen zu werden, dass (A) <yD B' ist; 
wenn {A) < \D ist, so folgt dies unmittelbar daraus, dass zufolge 
der obigen Grenzbedingungen B' positiv ist; wenn aber (A) > VD 

26 * 
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ist, was nur bei den Formen des zweiten Typus eintreten kann, so 
• ist Az=:2B, und (B) < \I), folglich B' — (B), weil dieser Werth 
allen an B' gestellten Forderungen genügt, und also wieder {A) 
<i\I)-^B'. Endlich behaupten war, dass jede anibige reducirte 
Fonn (o, h, c), welche zugleich ursprünglich von erster Art ist, 
nothwendig mit einer dieser 2r Formen {A, B’, C) identisch seid 
muss; ist nämlich h theilbar durch a, so muss (a) < VD sein, 
weil in einer reducirten Form 0 < b < VD ist, und die mit 
(a,h,c) äquivalente Form (a, 0, a') ist eine der 2t Formen 
(A, B, C), woraus folgt, dass (a, 6, c) selbst mit der entsprechenden ' 
Form (A, B', C) identisch sein muss, weil b als mittlerer Coefficient 
einer reducirten Form denselben charakteristischen Bedingungen 
genügt, wie B' ; ist aber h nicht theilbar durch a, so ist wenigstens 
(«)<2VD, und folglich die mit (a,h,c) äquivalente Form (a,^a, c') 
eine derFonnen {A, B, C'), woraus wieder folgt, dass («, b, c) mit 
iler entsprechenden Form (A^ B\ C) identisch ist. Wir müssen 
aus dem Vorhergehenden schliessen, dass die Anzahl aller am- 
bigen ursprünglichen Formen erster Art, welche zugleich reducirt 
sind, genau = 2 1 ist ; da nun in jeder amhigen Classe sich stets 
zwei und nur zwei solche Formen finden (§§. 78, 82), so erhalten 
wir dasselbe Eesultat, wie für negative Determinanten; Die ^4«- 
zahl « aller amhigen ursprünglichen Classen erster Art von posi- 
tiver Determinante D ist genau halb so gross wie die Anzahl 2 t 
aller angehharen TotalcJuiraläcrc. 

^'crbinden wir diese Resultate mit dem des vorigen Para- 
graphen, so ergiebt sich folgender Satz*): 

Die Anzahl der wirklich existirenden verschiedenen Ocschlechter 
ist höchstens halb so gross ivie die Anzahl der angebbaren Total- 
charaktere. 


§. 154. 


Djvs soeben erhaltene Resultat führt nun zu einem neuen Be- 
weise des Reeiproeitätssatzes, sowie der Ergänzungssätze über den 
Eliarakter der Zahlen — 1 und 2. Wir machen zunächst die Bc- 

*) Vergl. §. 123. 
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merkung , dass in den Fällen D = — 1 , i 2 , und wenn Z) = 1 
(inod. 4) eine positive oder negative Primzahl ist, nur ein einziger 
Charakter C (§. 122), und folglich (§. 153) nur ein einziges Ge- 
schlecht vorhanden ist, welches kein anderes, als das durch die 
Form (1,0, — B) vertretene Hauptgcschleclit (C = -l-l) sein 
kann. Wir bezeichnen nun mit _p, q immer positive, ungei^ade (von 
einander verschiedene) Primzahlen, und wenden uns zum Bewerte 
der drei Sätze: 

(l^) = (_ l)V.(r-n, (^|) = (_l)V.(r-.) 

= (— i)y.(p-i).Vs(«-i). 

1. Ist zunächst p = I (mod. 4) , so ist (— 1 , 0, p) eine ur- 
sprüngliche Form erster Art von der Determinante D = p = 1 
(mod. 4), für welche nur Formen existiren, die dem Hauptgeschlecht 
angehören; mithin muss der Coefticient — 1 (luadratischer Best von 
p sein. Ist aber p = S (mod. 4), so ist — 1 Nichtrest von p; wäre 
nämlich — 1 r= 6* — cp, so wäre (p, 6, c) eine (positive) Form 
der Determinante D = — welche zufolge ihres Coeflicienten p 
den Charakter (7 = — 1 besässe, was unmöglich ist. 

2. Istp = l (mod. 8), so ist (8, 1,‘(1 -p)) oder (8,3,|(9— p)), 
je nachdem p = 9 oder = 1 (mod. 16) ist, eine ursprüngliche 
Form erster Art von der Determinante Z» = p = 1 (mod. 4), und 
muss deshalb dem Hauptgeschlecht angchören, woraus folgt, dass 8 
und also auch 2 quadratischer Best von-p ist. 

Ist fernerp = 7 (mod. 8), so ist 2 ebenfalls quadratischer 
Best von p; denn im entgegengesetzten Fall wäre (zufolge 1. und 
33, III.) die Zahl —2 Best von p, also — 2 = b^ — cp, und es 
existirte eine (positive) Form (p, b, c) der Determinante D= 2, 
für welche C = — 1 wäre, was unmöglich ist. 

Ist endlich p = 3 oder 5 (mod. 8), so ist 2 Nichtrest von p; 
wäre nämlich 2 = 5« — cp, so wäre (p, 5, c) eine Form der De- 
terminante 21 = 2, fiir welche C = — 1 wäre, was unnioghch ist. 

3. Ist wenigstens eine der beiden Primzahlen p, q, z. B. p = 1 
(mod. 4), so ist 

(f) = (f)- 
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Ist nämlich q Rest von p, so gilt Dasselbe von — q (zufolge 1. 
und §. 33, I.), mithin kann man, nachdem man das Vorzeichen + 
so gewählt hat, dass i g = 1 (mod. 4) wird, immer + — cp 

setzen, und folglich ist (p,b, c) eine ursprüngliche Form erster 
Art von der Determinante D = + q = 1 (mod. 4), und zwar eine 
positive, wenn Z) negativ ist; sie gehört also dem Hauptgeschlechte 
an, und folglich ist p Rest von q. Ist aber q Nichtrest von p, so 
muss auch p Nichtrest von q sein, weil im entgegengesetzten Falle 
p = 6* — cq wäre, also eine ursprüngliche Form erster Art (q,b,c) 
der Determinante D = p = 1 (mod. 4) existirte , für welche 
C = — 1 wäre, was unmöglich ist. 

Sind aber beide Primzahlen p, q — 3 (mod. 4), so ist 

Dies ergiebt sich am einfachsten durch die Betrachtung der De- 
terminante D = j)q = l (mod. 4), für welche zwei Charaktere C, 
also höchstens zwei verschiedene Geschlechter existiren. Da nun 
die beiden ursprünglichen Formen (1, 0, — pq), ( — 1, 0, pq) erster 
Art (zufolge 1.) wirklicli zwei verschiedenen Geschlechtern ange- 
hören, so muss jede andere ursprüngliche Form erster Art von der- 
selben Determinante, z. B. die Form (p, 0, — q) einem der durch 
diese beiden Formen repräsentirten Geschlechter angehören. Ge- 
hört sie in das Hauptgeschlecht, so ist gleichzeitig p Rest von q, 
und — q Rest von p, folghch (nach \.) q Nichtrest von p; gehört 
sie aber in dasselbe Geschlecht wie die Form ( — 1, 0, p^), so ist 
gleichzeitig p Nichtrest von q, und — q Nichtrest von p, folglich 
q Rest von p. Was zu beweisen war. 


§. 155. 

/ • 

Mit Hülfe des so von Neuem bewiesenen Reciprocitätssatzes 
lässt sich nun wieder, wie in §. 123 geschehen ist, darthun, dass 
höchstens diejenigen t Geschlechter existiren können, deren Total- 
charaktere der dortigen Bedingung 77 G' = -f 1 genügen; dass aber 
alle diese r Geschlechter wirklich existiren (§. 125), hat Gauss mit 
Hülfe der von ihm gegründeten Theorie der ternären quadratischen 
Formen 
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Ax^ By* Ce^ + 2A' yz -{■ 2B' zx + 2 C xy 

bewiesen*). Da oben (§. 152) gezeigt ist, dass ng = ag ist, wo g 
die Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter, n die Anzahl 
der in jedem derselben enthaltenen Classen, a = x die Anzahl der 
ambigen Classen oder also die Anzahl der Totalcharaktere, welche 
der Bedingung 77 C" = + 1 genügen, und q die Anzahl der durch 
Duplication entstehenden Classen bedeutet, so leuchtet ein, dass 
der zu beweisende Satz g = a wesentlich identisch ist mit dem 
Satze' n — q\ da ferner n die Anzahl aller Classen des Haupt- 
geschlechtes ist, und jede der durch Duplication entstehenden 
q Classen gewiss dem Hauptgeschlechte angehört (§. 152), so ist 
der zu beweisende Satz wesentlich identisch mit dem folgenden**): 

Jede Classe des Hauptgescklechtes entsteht durch Duplication. 

Wir können hier unmöglich danauf eingehen, den Beweis mit- 
zutheilen, welchen Gauss auf die Theorie der ternären Formen ge- 
stützt hat; da dieses tiefe Theorem aber den schönsten Abschluss der 
Lehre von der Composition bildet, so können wir cs uns nicht ver- 
sagen, dasselbe auch ohne Hülfe der Dirichlet’schen Principien 
auf einem Wege abzuleiten, der zugleich die Grundlage für andere 
wichtige Untersuchungen bildet. 

Um einen bestimmten Boden für diese Untersuchung zu ge- 
winnen, heben wir zunächst eine charakteristische Eigenschaft aller 
der Classen Q hervor, welche durch Duplication entstehen: alle 
Formen dieser Classen und nur diese Formen sind fähig., Quadrat- 
zahlen darzustellen, toelche relative Primzahlen zu 2D sind. Ent- 
steht nämlich Q durch Duplication einer Classe K, so kann man 
aus K immer eine solche Form aus wählen, deren erster Coefficient 
X relative Primzahl zu 2 D ist; da alsdann diese Form mit sich 
selbst einig ist, so entsteht durch Duplication eine der Classe Q 
angehörige Form /deren erster Coefficient = x^ ist, und folglich 
ist diese Quadratzahl durch die Formen der Classe Q eigentlich 
darstellbar. Umgekehrt, ist Q eine Classe, durch deren Formen 
eine Quadratzahl dargestellt werden kann, welche relative Prim- 
zahl zu 2 D ist, so giebt cs auch eine solche Quadratzahl x^, welche 
durch diese Formen eigentlich darstellbar ist, und folglich findet 
sich in dieser Classe Q eine Form {x‘‘ , af , xf) , welche offenbar 


*) D. A. art. 287. 

**) Gauss; D. A. art. 286. 
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durch Dtfplication der Form (x, x', xx") entsteht; mithin ist 
Q = K\ K die Classe bedeutet, welcher die Form (x, x', xx") 
angehört. Das obige zu beweisende Theorem ist daher identisch 
mit dem folgenden: 

Ist (A, B, C) eine Form des HauptgeschlecJdes der Determi- 
nante D, so ist die Gleiehung 

Az-‘-\-‘2.Bzy 4- Cy^ = 

stets lösbar in ganzen Zahlen z, y, x, deren letzte relative Primzahl 
zu 2 D ist. 


§. 156. 


Durch die vorstehende Betrachtung sind wir dahin geführt, 
die Lösbarkeit einer Gleichung vou der Form 

rtx* + 6t/* + cz"^ -\-^ 0 ’'yz + 2b' zx -f- 2c'xj/ = 0 

in ganzen Zahlen x, y, z (oder was Dasselbe ist, die Lösbarkeit der 
allgemeinen Gleichung 

UM’ 2cGtu -\-2b'u-\-2a'v-^c = Q 

in rationalen Zahlen m, u) zu untersuchen. Dieselbe kann, allge- 
mein zu reden, auf den speciellen Fall zurückgeführt werden, in 
welchem die Coefficienten c' = 0^sind*), und wir beschäftigen 
uns daher im Folgenden nur mit Gleichungen von der Form 

' ax» -f -f- cä’ = 0, (1) 

wo «, 6, c drei gegebene, von Null verschiedene ganze Zahlen be- 
deuten, die wir ausserdem stets als relative Primzahlen annehmen, 
weil jeder andere Fall, wie man leicht erkennt, sich auf diesen 
zurückführen lässt**). Wir wollen nun eine Lösung x, y, z eine 
eigenfliehe Lösung nennen, wenn die drei Zahlen x, y, z relative 
Primzahlen sind; dann leuchtet ein, dass ax, &y, ez ebenfalls re- 
lative Primzahlen sind; ginge nämlich eine Primzahl p in zweien 
von ihnen auf, so müsste p zufolge (1) auch in der dritten auf- 
gehen; da aber höchstens einer der Coefficienten u, b, c durch p 

*) Gauss: D. A. artt. 299, 300. 

**) Gatiss: D. A. art. 298. 
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theilbar sein kann, so wären wenigstens zwei der Z.ahlen x, . 1 /, z 
theilbar durch jj, also keine relative Primzablen. 

Nach dieser Vorbemerkung beginnen wir unsere Uiitersucbung*), 
indem wir uns die folgende Aufgabe stellen: 

I. .4ms einer gegehenen eigentlichen Lösung a: = m, g = v, 
z — V) der Gleichung (1) ihre sämmtlichcn Lösungen abzuleitcn. 

Da au, bv, cw relative Primzablen sind, und eine von ibnen, 
z. B. «m, zufolge der Gleichung 

OM* + + C1P* = 0 . (2) 

gerade ist, so haben auch die Zahlen 2 au, bv, cio keinen gemein- 
schaftUeben Theiler, und man kann daher (nacli §. 24) die Glei- 
chung 

aul 4- bvm -|- cum = 1 

so lösen, dass l gerade, und folglich die eine der beiden Zahlen 
ni, n gerade, die andere ungerade wird; setzt man nun 

«?* + Jw* -t- CM* = h 

und 

m' = 21 — hu, v' = 2m — hv, w' = 2n — hw, 
so wird h ungerade, und man erhält**) 

om'* 4 6F* -}- Cic'* = 0 (3) 

' auu' -\-bvv' -f cwtv' = 2 (4) 

u = u', V = v', w = to' (mod. 2); (5) 

man kann daher 

vu/ — tot/ = 2m", wu' — uw' = 2v", uv' — vu' — 2w" (6) 

setzen, wo u", v", to" ganze Zahlen bedeuten, welche mit den an- 
dern noch durch folgende Relationen***) verbunden sind: 

*) Sie ist der Kürze liallier synthetisch geführt; dersolljo Gegenstand ist 
auf andere Weise l)ehandelt in der mir erst nacliträglich bekannt geworde- 
nen Abhandlung von Cr. Cantor: l)e «equationibus fccundi gradus inde- 
lerminatis. 1867. 

**) Umgekehrt lässt sich aus (2), (3), (4), (.ü) leicht beweisen, dass «, 6, c 
relative Primzahlen sind, und dass sowolil u, v, w, als auch w' eigent- 

liche Lösungen der Gleichung (1) bilden; doch ist dies für unsere Zwecke 
nicht nöthig. 

***) Man findet z. B. die erste der Gleichungen (7) aus der identischen 
Gleichung 

(6r*-4cio*) = (bvv' -\-cwio')^-\-bc(vw' — joo')* 

unter Berücksichtigung von (2), (3), (4), (6); die Gleichung (8) ergiebt sich 
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auu' = 1 + 6cu"’ 1 


bvv' = 1 + cau"* i 

, ( 7 ) 

eww' = 1 a6 jc"* J 


* + ca v"^ + abw"^ = — 1 

('S) 

vt/f + tot/ = 2av"«;" j 


wu' uw/ = 2bw"u" i 

(9) 

uv'-\-vu' = 2cm'V' J 



Mit Hülfe derselben ist es leicht, unsere Aufgabe allgemein 
zu lösen. Sind x,y,z drei beliebige ganze Zahlen, so werden auch 


t = au'x -^hv' y -{■ cu/ z\ 


t' = aux -{-bvy cwz 
' r= u"x + v"y + io"z 


( 10 ) 


ganze Zahlen, welche zufolge (5) der Bedingung 

t^t’ (mod. 2) (11) 

genügen; umgekehrt, sind drei beliebige ganze Zahlen, welche 

nur der Bedingung (11) unterworfen sind, so folgt aus (10) unter 
Berücksichtigung von (5), (7) und (9), dass 


2 a; = ui + u't' — ‘lbcu"H' 
2y = vt-\-v't' — 2cav"f 
2z = — 2abio"if 


( 12 ) 


gerade, also x, y, z ganze Zahlen sind. Multiplicirt man diese 
letzten Gleichungen resp. mit ax, by, cz, und addirt mit Rücksicht 
auf (10), so folgt 


ax‘‘ + by'‘ + cz'^ = ttf — abcV'^\ 

mithin haben wir folgendes Resultat: Bilden die ganzen 2kihlen 
X, y, z eine Lösung der Gleichung (1), so werden t, Ü, tf' vermöge 
(10) ganze Zahlen, welche den Bedingungen (11) und 

tt' = abet"' (13) 

genügen; umgekehrt, befriedigen die ganzen Zählen t, t', <" die Be- 


dnreh Addition aus (7) mit Rücksicht auf (4); und die erste der Gleichungen 
(9) folgt aus der Identität 

(oMtt'd- ii® p'4" cw «/) — a(u>«' — uto') (uv' — vu') 
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dingungen (11) und (13), so werden y, z vermöge (12) ganze 
Zahlen^ welche der Gleichung (1) genügen"^). 

Zur Vervollständigung fügen wir hinzu: Damit die Zahlen 
y, z eine eigentliche Lösung der Gleichung (1) bilden^ ist ferner 
erforderlich und hinreichend^ dass die Zahlen t^t' keinen ungeraden 
gemeinschaftlichen Theiler haben^ und dass^ wenn beide gerade sind^ 

t-\-Ü = 2 {mod, 4) (14) 

ist. 

Für unsem Zweck genügt es zu beweisen, dass die beiden an- 
gegebenen Bedingungen hinreichend sind. Gesetzt, es ginge eine 
Primzahl p in zweien der, Zahlen ax^ by^ cz auf, so müsste sie zu- 
folge (1) auch in der dritten aufgehen, mithin zufolge (10) auch in 
t und ^ ; da aber f, Ü der Annahme nach keinen ungeraden ge- 
meinschaftlichen Theiler haben, so müsste p = 2 sein, und es wären 
also ax^ by^ cz gerade Zahlen; dann würde aber aus (10) mit 
Rücksicht auf (5) folgen, dass t-\-t' ^0 (mod. 4) wäre, während 
wir doch angenommen haben, dass f f = 2 (mod. 4) ist, so- 
bald t und ^ gerade Zahlen sind. Hieraus folgt also, dass ax^ by^ 
cz relative Primzahlen sind, Avas zu beAveisen Avar*) **). 


*) Die allgemeinste Lösung der Gleichung (13) , deren wir zwar in der 
Folge nicht bedürfen, besteht, wie man sehr leicht findet, in den Gleichungen 
t =. xd 0)2, t' — xd' cd' 2 , t" =: x(o (ü'f 
wo df d', T, CD, cd' beliebige ganze Zahlen bedeuten, welche der einzigen Be- 
dingung 

dd' = ahe 

unterworfen sind ; man kann aber auch , ohne die Allgemeinheit zu beein- 
trächtigen , annehmen , dass x der grösste gemeinschaftliche Theiler von 
t, t'y t", und dass xd, xd' die grössten Theiler sind, welche xabc resp. mit 
t, t' gemeinschaftlich hat. Führt man diese Ausdrücke in (12) ein, so erhält 
man die binären quadratischen Formen 

^ = (du, — heu", d'u'), = (dv, — cav", d'v'), 

~ = {du>, — abw", d'w'), 

deren Variabein w, cai und deren Determinanten zufolge (7) die Zahlen — 

— ca, — ab sind. Transformirt man diejenige dieser Formen, deren De- 
terminante negativ ist, in eine reducirte Form (§. 64), so erhält man die 
, einfachsten Lösungen. 

**) Es ist leicht, wenn auch für unsern Zweck nicht erforderlich,- die 
beiden angegebenen Bedingungen auf die Zahlen d, d', x, cd, cd' zu über- 
tragen: die Zahlen d, d' müssen relative Primzahlen sein, und nur, wenn 
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II. Bilden die Zahlen x, y, z eine eigentliche Lösung der 
Gleichung (1), so sind aa;, by, cz relative Primzahlen, und man 
kann folglich drei Zahlen 31, 33, 6 bestimmen, welche den Con- 
grucnzen 

'ilz = by (mod. n), 33a: = cz (mod. b), = ax (mod. c) (15) 

genügen, woraus in Verbindung mit (1) 

3G = — öc (mod.a), — ca (mod.i), (S,^ = — ab (mod.c) (16) 
folgt. Wir haben mithin folgenden Satz erhalten: 

Ist die GJeichuny {\)~ eigentlich lösbar, so sind die Zahlen 
— bc, — ca, — ah resp. quadratische Beste der Zahlen a, b, c, und 
jede eigentliche Lösung x, y, z führt durch die Congruenzen (15) zu 
drei völlig bestimmten Zahlclassen 31 (mod. a), 33 (mod. b), 6 (mod. c), 
welche den Congruenzen (16) genügen*). 

Von der grössten Wichtigkeit für unsere Untersuchungen ist 
es aber, dass dieser Satz sich in folgender Weise umkehren lässt: 
Ist die Gleichung (1) eigentlich lösbar, und sind drei Zahlen 
31, 33, E gegeben, welche den Congruenzen (16) genügen, so kann 
man stets eigentliche Lösungen x, y, z finden, tvelche die Be- 
dingungen (15) erfüllen. 

Um dies zu beweisen, bestimmen wir zunädist drei Zahlen 
X, Y, Z durch die (nach §. 25) stets vereinbaren Congruenzpaare 

X = c (mod. b), Y = a (mod. c), Z ~b (mod. a) 1 , . 

X = 6 (mod. c), r = 31 (mod. a), X = 33 (mod. J) J ^ ^ 

aus welchen unter Berücksichtigung der Annahme (16) die der 
Gleichung (1) ähnliche Congruenz 

aX* + & Fs + cX* ^ 0 (mod. aAc) (P) 

folgt, weil ihre linke Seite durch jede der drei relativen Primzahlen 
a, b, c theilbar ist. Da ferner die Existenz einer eigentlichen Lö- 

abc = 0 (mod. 8), können sie auch den grössten gemcinscliaftlichen Theilcr 
2 haben; umgekehrt, genügt die Zerlegung abc ~dd' diesen Bedingungen, 
BO kann man r, lu, tu' so wälilen, dass x, y, z eine eigentliche Lösung der 
üleichung (1) bilden. , 

*) Wirft man zwei eigentliche Lösungen in dieselbe oder in verschie- 
dene Claasen, je nachdem sie zu denselben drei Zahlclassen 'Ä (mod. a), 
S (mod. b), ® (mod. c) führen oder nicht, so ist die Anzahl aller verschie- 
denen Classon höchstens gleich der Anzahl der incongruenten Wurzeln der 
Congruenz = 1 (mod. abc), und der nachfolgende Satz behauptet die 
wirkliche Existenz aller dieser Classen von eigentlichen Lösungen. 
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sung M, V, w der Gleichung (1) angenommen ist, so behalten wir 
alle früheren Bezeichnungen hei und setzen 
T^uu'X + WYVc'Zy 
T'=miX-\-hvY-\-civZ \ ^ 

woraus zufolge (5) 


(lO'l 


T=T (mod. 2) 

und mit Rücksicht auf (7) und (9) 

2X = uT-\-v!T' (mod. 26c) 
2 r = «; T + F T' (mod. 2 e«) 
2Z = wT Jrw'T (mod. 2 ah) 


( 11 ') 


( 12 ') 


folgt; multiplicirt man diese Congruenzen resp. mit «X, hY, cZ, 
wodurch sie in Congruenzen nach dem Modulus 2ahc übergehen, 
so crgieht sich durch Addition unter Berücksichtigung von (!') 
und (10') 

TT' = 0 (mod. ahc). .(13') 


Wir behaupten nun, dass die drei Zahlen T, T, ahc keinen un- 
geraden gemeinschaftlichen Divisor haben, und dass, -vv'cnn ahc 
gerade ist, 

T+r = 2 (mod. 4) (14') 

ist. Ginge nämlich eine, ungei’ade Primzahl p in T, T' und 
a6c, also auch z. B. in c auf, so würde Y zufolge (12') durch 
p theilbar sein, und da a = Y (mod. c) ist, so hätten a und c den 
gemeinschaftlichen Theiler p, was unmöglich ist. Wenn ferner 
ahc, und also auch z. B. c gerade ist, so sind zufolge (11') und 
(13') auch Tund T' gerade Zahlen; wäre nun die Congruenz (14') 
unrichtig, so wäre T' = T (mod. 4), und aus (12') würde folgen, 
dass 2 ]r= (u -f- F) 1'= 0 (mod. 4), also Y gerade wäre, was aber- 
mals gegen die Congruenz a = Y (mod. c) streitet, weil a relative 
Primzahl zu c ist. 

Nach diesen Vorbereitungen sind wir im Stande, eine eigent- 
liche Lösung X, y, z nachzuweisen, welche den Bedingungen (15) 
genügt; diese letztem gehen vermöge der Definition (17) der 
Zahlen X, Y, Z in die folgenden über 


Yz = Zy (mod. a), Zx = Xz (mod. 6), Xy = Yx (mod. c); 

da ferner aus den Definitionen (10) und (10*) der Zahlen t, f T, T 
die Congruenz 
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(mod. 2 o6c) 


Tt—Tt' = 

21)Cu”{Yz — Zy)-\-2cav" {Zx — Xz) + 2abw”{Xy — Yx) 
folgt, und da v'\ w” zufolge (7) resp. relative Primzahlen zu 
a, 6, c sind, so fallen die von x^ y^ z zu erfüllenden Bedingungen 
(15) durchaus mit der einzigen Forderung 

T't = Tt' (mod. 2 ah c) 


zusammen, welcher die Zahlen f, V genügen müssen; sollen ferner 
die Zahlen a?, y^ z eine eigentliche' Lösung der Gleichung (1) bil- 
den, so haben t und t' ausserdem noch die frühfer erwähnten Be- 
dingungen (11), (13), (14) zu erfüllen. Dies Alles lässt sich in der 
That auf folgende Weise, erreichen. 

Ist a&c ungerade, so sei d der grösste gemeinschaftliche Theiler 
der beiden Zahlen T und abc = dd'\ da nun zufolge (13') TT' durch 
abc theilbar ist, so geht d' in T' auf, und da, wie oben gezeigt ist, 
die Zahlen T, T', abc keinen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler 
haben, so sind d und d' relative Primzahlen, und d' ist zugleich der 
grösste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen T' und abc. 
Dann leuchtet ein, dass man allen Forderungen genügt, wenn man 
z. B. ^ = fZ, if = d\ t” = 1 nimmt ; denn weil t =if~\ (mod. 2), 
so werden a?, i/, z ganze Zahlen, die wegen tt' abet"^ eine Lö- 
sung der Gleichung (1) bilden; diese Lösung ist eine eigentliche, 
weil Z, t' ungerade relative Primzahlen sind; da endlich t = tfy 
T = T' (mod. 2), und Tt = Tt' = 0 (mod.dd') ist, so folgt auch 
Tt = Tt' (mod. 2 abc) d. h. die eigentliche Lösung x^y^ z genügt 
den vorgeschriebenen Congruenzen (15). 

Ist aber abc^ und folglich auch T, T gerade, und zwar T-|- T' 
= 2 (mod. 4), so können wir der Symmetrie wegen annehmen, es 
sei T = 0, T' = 2 (mod. 4) ; dann sei d wieder der grösste ge- 
meinschaftliche Theiler der beiden Zahlen und abc — cZcZ', so 
wird d' in T' aufgehen. Ist nun d' ungerade, so genügt man allen 
Bedingungen, wenn man z. B. t = 2d^ t' = 2 d' , t” = 2 nimmt; 
denn es ist t = 0, t' = 2 (mod. 4), tt/ = abet"^^ Tt = TZ' = 0 
(mod. 2 abc)., und Z, Z' haben keinen ungeraden gemeinschaftlichen 
Theiler. Ist aber d' gerade , so kann man wieder durch t = d^ 
Z' = d', Z" = 1 allen Bedingungen genügen; da nämlich T:d re- 
lative Primzahl zu d' und folglich ungerade ist, so muss, weil 
T = 0 (mod. 4), auch d = 0 (mod. 4) sein; da ferner d' in V auf- 
geht, und T = 2 (mod. 4) ist, so muss auch d' = 2 (mod. 4) sein; 
mithin ist Z = 0, Z' = 2 (mod. 4); es ist ferner tt' = abet"'^., und 
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die Zahlen t, <' haben keinen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler; 
da endlich die Quotienten T : d und T' : d' ungerade sind, so ist ihre 
Differenz gerade , und folglich, wenn man mit dd' = abc multi- 
plicirt, Td' — T'd=Ttf — = 0 (mod. 2 aic), was zu be- 

weisen war. 

Es hat keine Schwierigkeit, ausser den eben angegebenen spe- 
ciellen Lösungen, welche die vorgeschriebenen Congruenzen (15) er- 
füllen, alle andern zu bestimmen, und mau findet namentlich leicht, 
dass zwei eigentliche Lösungen x, y, z und a;,, ^i, Zi, welche resp. 
durch die Werthe t, f, <" und ti, hervorgebracht werden, 
stets und nur dann denselben Congruenzen (15) genügen, wenn 
tt'i = t'ty (mod. 2 o&c) ist*); allein alle diese an sich interessanten 
Vervollständigungen sind für unsere Zwecke nicht erforderlich. 
Wir begnügen uns daher, aus den obigen Kesultaten noch den 
Beweis des folgenden Satzes abzuleiten, dessen wir später durchaus 
bedürfen. 

III. Ist die Gle-ichung (l) eigentlich lösbar, und ist — bc quadra- 
tischer Rest von ap^, vco p eine in b c nicht auf gehende Primzahl be- 
deutet, so besitzt die Gleichung (1) auch solche eigentliche Lösungen 
X, y, z, welche der Bedingung x = 0 (mod. p) genügen. 

Der Annahme zufolge besitzt die Gleichung (1) eine eigent- 
liche Lösung M, V, w, undSrir können alle hieraus in I. gezogenen 
Folgerungen für uns in Anspruch nehmen; es versteht sich von 
selbst, dass wir den vorstehenden Satz nur für den Fall zu be- 
weisen brauchen, dass keine der^beiden Zahlen u, u' durch p theil- 
bar ist. 

Ist nun p ungerade, so kann man, da der Annahme nach 
— bc = (mod. p) ist, das Vorzeichen von a so wählen, dass 
6cu" -j- a nicht theilbar durch p ist; wären nämlich beide Zahlen 

*) Hieraus folgt, dass allen zu derselben Classe gehörigen eigentlichen 
Lösungen dieselbe Zerlegung abc = dd' entspricht, mit einziger Ausnahme 
des Falles, wo o6c = 2 (mod. 4), in welchem der Factor 2 nach Belieben 
in d oder in d' aufgenommen werden kann, ohne dass eine Aenderung der 
Classe ein tritt. Auf diese Weise ergiebt sich (vergl. die früheren Noten), 
dass die Anzalil der wesentlich verschiedenen Zerlegungen, und also auch 
die der wirklich existirenden Classen genau mit der Anzahl der incon- 
gruenten Wurzeln der Congruenz = 1 (mod. abc) übereinstimmt; hierin 
liegt also ein neuer Beweis des obigen Satzes. Aber es schien angemessener, 
ihn so zu führen, dass zugleich eine Lösung gefunden wird, welche den vor- 
geschriebenen Congruenzen genügt. 


I 


Digitized by Google 



4 1 (j Supplement X. 

heu" -\-u und heu" — a durch p theilbar, so müsste auch ihre 
Differenz 2 «, also auch a durch die ungerade Primzahl p theilbar 
sein, was gegen — 6c = «* (mod. und die Annahme streitet, 
dass p nicht in 6 c aufgeht. Da nun u ebenfalls nicht durch p 
theilbar ist, so kann man eine Zahl o» stets so bestimmen (§. 25), 
dass sie der Congmenz 

ua = heu" + « (mod. p) 

genügt und ausserdem relative Primzahl zu 2 «6c wird, weil «, 
falls ^ in 2nbc, also in « aufgehen sollte, schon vermöge dieser 
Congmenz relative Primzahl zu p wird. Setzt man nun 
t = TDj*, if = Tubc, t" — t<a, 
wo rz= 1 oder = 2 zu nelmien ist, je nachdem abe ungerade oder 
gerade ist, so erhält man eine entsprechende eigentliche Lösung 
X, y, z, welche auch der Bedingung a; = 0 (mod. p) genügt. Ist 
nämlich «6c ungerade, also r = 1, so ist < — (möd. 2); 

ist aber abc gerade, also r = 2, so ist < = 2, f' = 0 (mod. 4) ; da 
ferner a relative Primzahl zu abc ist, so haben t,t' keinen ungera- 
den gemeinschaftlichen Divisor, und da tt' = abet"^ ist, so bilden 
X, y, z eine eigentliche Lösung der Gleichung (1). Nun ist nach (12) 
2a; = «f -|- u't' — 2hcu"t" 

— r(Mo’ — 2bcu" ca -j- aheu') 
also mit Rücksicht auf (7) 

2«a; = r {(mö — bcu"p -j- 6c) = 0 (mod. p), 

weil ^((a — ben" = u, bc = — oej ist; da endlich 2 m nicht durch 
p theilbar ist, so folgt liieraus a: = 0 (mod. p). 

Wir gehen jetzt zu dom Falle p = 2 über. Ist erstens a 
gerade, aber nicht = 0 (mod. 8), so ergiebt sich leicht, da der An- 
nahme nach — bc quadi'atischer Rest von 4«, also be = — 1 (mod. 8) 
ist, dass M gar nicht ungerade sein kann; da nämlich a gerade, 
also 6 c, cw ungerade sind, und h = — c (mod. 8) ist, so folgt aus 
«M’ -b bv^ -b cw* = 0, dass au* = 0 (mod. 8), und folgUch, da a 
nicht = 0 (mod. 8) ist, jedenfalls u gerade sein muss; und offen- 
bar haben dann alle anderen eigentlichen Auflösungen x, y, z die- 
selbe Eigenschaft x = Q (mod. 2). Ist zweitens a = 0 (mod. 8), 
also — 6c = 1 (mod. 8), so nehme man f" = 1, und tif = abc 
der Art, dass einer dei- beiden Factoren, z. B. < = 2 (mod. 4), also 
der andere t' = 0 (mod. 4) wird , und dass sie keinen ungeraden 
gemeinschaftlichen Divisor erhalten, was sich stets erreichen läsfet. 
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Hieraus folgt, dass die Zahlen r, y, e eine eigentliche Lösung bil- 
den werden. Da nun der Voraussetzung nach tt ungerade ist, und 
da aus 1 + Je«"* = auu' = 0 (mod. 8) folgt, dass auch u" un- 
gerade ist, so ergiebt sich 

2x = ut u't' — 2bcu"f = 2 -j- 0 — 2 = 0 (mod. 4), 

also ist a: = 0(mod. 2). Ist endlich drittens a ungerade, und — bc 
quadratischer Rest von 4o, also bc = — 1 (mod. 4), so nehme 
man if' = 1, und nach Belieben tif = abc, nur so, dass t und t' 
relative Primzahlen werden; dann bilden x, y, e eine eigentliche 
Lösung, weil ausserdem t = V = \ (mod. 2) ist. Da nun der Vor- 
aussetzung nach keine der Zahlen w, u' gerade ist, so folgt aus 
omm' =1-1- 6cu"*, dass u" gerade, und folglich omm' = 1 (mod. 4) 
ist; mithin ist ut.u'f = auu' .bc= — 1 (mod.4), also ut = — u't' 
(mod. 4), und hieraus ergiebt sich 

2a; = Mt-j-wY — 26ctt"<" = 0 (mod. 4), 
also ist a: = 0 (mod. 2). 

Hiermit ist der obige Satz vollständig bewiesen, und dieser 
Beweis enthält offenbar eine Methode, aus einer eigentlichen Lö- 
sung M, V, w einer Gleichung, deren Coefficienten a, 6, c sind, eine 
eigentliche Lösung a;:jp, y, z derjenigen Gleichung abzuleiten, deren 
Coefficienten a|>’, 6, c sind, vorausgesetzt, dass — bc quadratischer 
Rest von ap® und nicht durch die Primzahl p theilbar ist. Durch 
wiederholte Anwendung desselben Satzes gelangt man offenbar zu 
folgendem Resultat: 

Smd die Zahlm A = aP^, B — bQ*, C = cR^ relative 
Primzahlen, und sind die Zahlen — BC, — CA, — AB resp. 
quadratische Reste von A, B, C, so folgt aus der Existenz einer 
eigentlichen Lösung der Gleichung 

ax^-\- 6y* + cä® = 0 

stets die Existenz einer eigentlichen Lösung der Gleichung 

Ax^ + By^ + Cz* = 0 . 


Diriohlet} Zalilentbeoric. 
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§. 157. 

Durch den zuletzt bewiesenen Satz ist otFenbar die Frage nach 
der eigentlichen Lösbarkeit der Gleichung 

cs'‘ ■= 0 (1) 

auf den Fall zurückgeführt, in welchem keine der relativen Prim- 
zahlen a, b, c durch ein Quadrat theilhar ist; als eine erforderliche 
Bedingung für die Lösbarkeit ist ferner im vorigen Paragraphen (II) 
erkannt, dass die Zahlen — 6c, — ca, — ah resp. quadratische Reste 
von den Zahlen a, 6, c sein müssen, und ausserdem leuchtet ein, dass 
die letzteren unmöglich alle dasselbe Vorzeichen haben können. 
Mit Hülfe einer Reductionsmethode , welche im Wesentlichen von 
Lagrange*) herrührt, lässt sich nun wirklich beweisen, dass diese 
Bedingungen auch die hinreichenden sind, dass also folgender 
Satz**) besteht: 

Sind a, 6, c drei von Null verschiedene und durch hein Qua- 
drat thedbare relative Primzahlen, icelchc nicht alle dasselbe Vor- 
zeichen haben, und sind die Zahlen — 6c, — ca, — ab resp. qua- 
dratische Beste der Zahlen a,b,e; so ist die Gleichung (1) eigentlich 
lösbar. 

Zunächst bemerken wir, dass der Satz in dem speciellen Falle 
richtig ist, wenn einer der Coefficienten, z. B. a= -|- 1, ein anderer, 
z. B. 6 = — 1 ist ; denn man genügt der Gleichung (1) durch die 
relativen Primzahlen x = y = 1, z = 0. 

Um uns nun l)C(iuemer ausdrücken zu können, nennen wir, 
indem wir den absoluten Werth einer Grösse h mit (h) bezeichnen, 
dasjenige der drei Producte (6c), (ca), (a6), welches der Grösse 
nach zwischen den beiden anderen liegt, den Index der Gleichung 
(1), und wenn etwa zwei dieser Producte oder alle drei einander 
gleich sein sollten, so soll unter dem Index der gemeinschaftliche 


•) Sur Ja Solution des prohUmes indetermines du second degre. Mem. 
do l’Acad. de Berlin. T. XXIII. 1769. (ffiuvres de L. T. II. 1868. p. 375.) — 
Additions aux Plemens d’Algebre par L. Euler. §. V. 

**) Legendre: Theorie des Nomhres, 3“' ed. T. I. §§. III, IV. — Oauss: 
D. A. artt. 294, 295. — Der nachfolgende Beweis lässt sich auf den Fall 
ausdehucn, dass a, h, c quadratische Divisoren besitzen. 
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Werth dieser beiden oder aller Producte verstanden werden. Aus 
dieser Erklärung ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit des Satzes 
für den Fall, dass ihr Index = 1 ist; denn dann muss, wie mau 
leicht erkennt, (a) = (J) = (c) = 1 sein, und da die Coefficienteu 
nicht alle dasselbe Vorzeichen haben, so ergiebt sich die Lösbarkeit 
der Gleichung aus der vorausgeschickten Bemerkung. 

Um nun den Beweis allgemein zu führen, nehmen wir an, er 
sei schon geleistet für alle Gleichungen, deren Index kleiner als 
eine bestimmte positive ganze Zahl J ist, und zeigen, dass der 
Satz dann auch für alle Gleichungen gelten muss, deren Index 
= J ist. Gelingt dies, so gilt der Satz allgemein, weil er für 
tf = 1 richtig ist. 

Es sei daher «7^2 der Index der Gleichung (1). Nehmen 
wir an, was der Symmetrie wegen erlaubt ist, es sei (a)^(b)^(c), 
also auch (ab) ^ (ac) ^ (bc), so ist J=(ac)-, wäre nun (6) = (c), 
so müsste, weil b und c relative Primzahlen sind, (b) = (c) = 1 
sein, woraus auch J = l folgen würde, was mit unserer Annahme 
streitet; mithin ist 

(a) ^ (b) < (c), (ab) <(ac) = J^ (bc). (2) 

Der Annahme nach ist nun — ab quadratischer Rest von c, und 
folglich kann man eine Zahl r so bestimmen, dass ar^ = — b 
(mod. c), und zugleich (r) ^ | (c) wird ; setzt man dann 

ar* + 6 = c (7, (3) 

so wird C eine ganze Zahl, deren absoluter Werth 

j- (4) 

(c) 

ist, weil (r) ^ |(c), (ac) = <7^ 2, und (b)<(c) ist. 

Ist nun C = 0, so folgt h = — ar\ also'-da h relative Prim- 
zahl zu a und durch kein Quadrat theilbar ist, (r) = 1 und 
b ■= — a = +1, und mithin besitzt die Gleichung (1) in diesem 
Fall wieder die eigentliche Lösung x = y = l, z = 0- 

Ist aber C von Null verschieden, so führen wir die Gleichung 
(1) folgendermaassen auf eine andere von kleinerem Index zurück. 
Es sei c7 der grösste gemeinschaftliche Divisor der drei in der 
Gleichung (3) vorkommenden Glieder ar*, 6, cC, so ist a' zugleich 
der grösste gemeinschaftliche Divisor von je zw'eien dieser Zahlen, 
so dass die drei Glieder der Gleichung 

27 * 
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ar* I ^ c C 

ä' — U' 

gewiss relative Primzahlen sind. Da nun a! in h auigeht, also re- 
lative Primzahl zu c und zu a ist, so muss a' in C und in r‘, also 
auch in r selbst aufgehen, weil a' als Divisor von 6 durch kein 
Quadrat theilbar ist. Man kann daher 

r = a'a, b = a'ß, C = a' C = a'c'y* (5) 

setzen, wo y* das grösste in C = c'y* aufgehende Quadrat be- 
deutet; hierdurch geht die Gleichung (3) in die folgende über 

oa'«* -|- ^ = cc'y*, (6) 

deren drei Glieder also relative Primzahlen sind; setzen wir end- 
lich noch 

b' = aß, (7) 

so sind hierdurch drei Zahlen b', e' definirt, welche, wie wir 
beweisen wollen, dieselben Eigenschaften besitzen, wie die ge- 
gebenen Zahlen o, b, c. 

Dass erstens keine der Zahlen a', b', d z=0 ist, leuchtet ein, 
weil a'b' = a' aß = ab ist, und d in C aufgeht Aus a'b' = ab 
folgt ferner, dass a', b' relative Primzahlen und durch kein Quadrat 
theilbar sind, weil a, b dieselben Eigenschaften haben; da ferner 
y* das grösste in C = c'y^ aufgehende Quadrat ist, so kann d 
durch kein Quadrat theilbar sein; und da die Glieder der Gleichung 
(6) relative Primzahlen sind, so ist d auch relative Primzahl zu 
aa'ß = afb'. 

Die Zahlen a', V, d können auch nicht alle dasselbe Vorzeichen 
haben; ist nämlich ab = a'b' negativ, so haben o', b' entgegen- 
gesetzte Zeichen; ist aber ab positiv, folglich ca und bc negativ, 
so ergiebt sieh aus der Gleichung ar’-|-6 = ccidy'*, dass a'c' 
negativ ist, dass also o', d entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Da ferner zufolge der Gleichung (6), deren drei Glieder re- 
lative Primzahlen sind, die drei Zahlen /3c c', aca'd, — aa'ß— — a'b' 
resp. quadratische Reste der drei Zahlen aa', ß, d sein müssen, 
und da nach Voraussetzung die beiden Zahlen — 6c = — /Sa'c, 

— ca resp. Reste von den beiden Zahlen a,b = a' ß sind, so er- 
giebt sich hieraus leicht, dass die drei Zahlen — b'd, — da', — a'b' 
resp. Reste der drei Zahlen a', V, d sind. 

Endlich ist («'6') = (ab) <J zufolge (2), und (d a')^(d a')y^ 

— (G) < J zufolge (4); mithin ist der Index der Gleichung 

oV* + + cV* = 0 
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gewiss kleiner als J, und folglich ist sie nach unserer obigen Vor- 
aussetzung lösbar in relativen Primzahlen a/, y*, 0'; da nun die 
Zahlen a' aaf — |3y', nicht beide verschwinden, weil sonst 

auch nf =z y' = Q wäre, so kann man 

mx = a'ax' — my = xi ^ aa,y[ \ mz = dy^ 
setzen, wo m den grössten gemeinschaftlichen Theüer der drei 
Zahlen rechter Hand bedeutet; hieraus folgt aber mit Beachtung 
von (5), (6), (7) 

»m’(ox*-|- hy*-f-C0*) = cc'y*(a'x'2-j-6'y'ä-|-c'0'>) = 0, 
also, da m nicht = 0 ist, auch 

ax*-l-6y* -j-C0ä = 0; 

da endlich die Zahlen x, y, z keinen gemeinschaftlichen Theiler 
haben, und keine der Zahlen a, 6, c durch ein Quadrat;theilbar ist, 
so sind X, y, z auch relative Primzalden und bilden folglich eine 
eigentliche Lösung der Gleichung (1). 

Hiermit ist der Schluss vollständig durchgefuhrt, und also 
auch der obige Satz allgemein bewiesen. Es leuchtet ferner ein, 
dass in der successiven Zuriickfiihrung der Gleichung (1) auf ähn- 
liche Gleichungen von immer kleinerem Index und endlich auf 
eine Gleichung, in welcher ein 'Coefficient =-f 1, ein anderer 
= — 1 ist, auch eine Methode liegt, eine Lösung derselben zu 
finden. 

Nachdem für diejenigen Gleichungen, deren Coefficicnten durch 
kein Quadrat theilbar sind, die oben genannten erforderlichen Be- 
dingungen zugleich als hinreichend für die Existenz eigentlicher 
Lösungen erkannt sind , so geht aus dem Schlusssätze des vorigen 
Paragraphen hervor, dass genau Dasselbe Statt findet für alle 
Gleichungen (1), deren Coefficicnten von Null verschieden und re- 
lative Primzahlen sind. Wir können daher das Gesammtresultat 
unserer Untersuchungen in dem folgenden wichtigen Satze nieder- 
legen: 

Sind die Zahlen a, b, c relative Primzdhleti und von Null ver- 
schieden, so ist die Gleichung 

ox*4-6y’-f-C0s = 0 

stets und nur dann in relativen Primzahlen x, y, z lösbar, wenn 
die Zahlen — bc, — ca, — ab resp. quadratische Beste von den 
Zahlen a, b, c sind, und diese letzteren nickt alle dasselbe Vorzeichen 
hohen; ist ferner 


Digilized by Google 



422 


Supplement X. 

— &c = 912 a), — c(t = 82 (nuid. b), —ab = &2 (mod. c), 

so ist die obige Gleichung in relativen Primzahlen x, y, z der Art 
lösbar, dass 

%z ^ by (mod. a), ^x = cz (mod. b), Qy = ax (rnod. c) 
wird. 


§. 158. 

Mit Hülfe dieses Satzes lässt sich nun das oben (§. 155) er- 
wähnte grosse Theorem von Guuss leicht beweisen: 

Jede Classe des Hauptgeschlechtes entsteht durch Duplicution. 

Als Repräsentanten der dem Hauptgeschlechte der Determi- 
nante Z) angchörenden Classe wählen wir eine Form {A,J3,C), deren 
erster Coefficient A relative Primzahl zu 2 Z) ist (§. 93). Da die Zahl 
A durch these Fom darstellbar ist, und alle Einzel - Charaktere 
derselben den Werth -f 1 haben , so ist A quadratischer Rest von 
jeder in D aufgehenden ungeraden Primzahl, und auch von 4 oder 
von 8, falls Z) durch 4 oder 8 theilbar ist (§. 122); mithin ist (nach §. 37) 
A quadratischer Rest von D selbst (umgekehrt ergiebt sich leicht, zum 
Theil mit Hülfe des Reciprocitätssatzes, dass die Form {A,B,C) ge- 
wiss dem Hauptgeschlecht angehört, wenn A relative Primzahl zu 
2 Z), quadratischer Rest von Z), und, falls D negativ sein sollte, positiv 
ist). Ja, man kann sogar voraussetzen, dass A quadratischer Rest 
von 4Z) ist, d. h. dass .4=1 (mod. 4), oder 4=1 (mod. 8) ist, 
je nachdem Z) ungerade oder gerade ist. Dies ist in der That von 
selbst der Fall, wenn Z) = 3 (mod. 4), oder Z) = 0 (mod. 8) ist; 
sollte ferner A in den übrigen Fällen dieser Bedingung nicht ge- 
nügen, wäre also 4 = 3 (mod. 4), = 7 (mod. 8), = 3 (mod. 8), 
= 5 (mod. 8), je nachdem Z) = 1 (mod. 4), = 2 (mod. 8), = 6 
(mod. 8), = 4 (mod. 8), so kann man die Form (4, B, C) durch 
eine Substitution ("’V) lu eine Form transformiren , deren erster 
Coefficient A' = Aa‘‘ 2 B a C relative Primzahl zu 2Z) ist 
und zugleich die verlangte Eigenschaft besitzt; da nämlich 44' 
= (4« -t-.B)2 — D ist, so braucht man « nur so zu wählen, dass 
Aa-{-B im, ersten Falle gerade , in den drei übrigen Fällen aber 
ungerade mrd, was sich stets in der Art erreichen lässt, dass 
Ak + B zugleich relative Primzahl zu D wird. 
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Wir setzen daher voraus, dass A quadratischer Rest von 4D 
und relative Primzahl zu 4 D ist; da nun 4D = (2j?)* (mod. A), 
also quadi'atischer Rest von A ist, und da die Zahlen A, 4 D nicht 
beide negativ sind, so besitzt die Gleichung 
Ax^ 4JDy^ — £■2 = 0 

immer eigentliche Lösungen x, y, z, welche der Bedingung 
2 Bz = 4Dy, also z = ‘i-By (mod. A) 
genügen (§.157); man kann daher z = At -\- setzen, wodurch 
die obige Gleichung in die folgende übergeht 

Ati + 2Bi2y)+C(2y)^ = x^-, 

da Ax, 2Z)y, z relative Primzahlen sind, so sind auch t, 2y re- 
lative Primzahlen, und folglich ist (A,B, C) einer Form äquivalent 
(§. 60), deren erster Coefficient x^ eine Quadratzahl und relative 
Primzahl zu 2 D ist, und welche folglich (nach §. 155) durch Du- 
plication einer Form entsteht, deren erster Coefficient + x ist. Was 
zu beweisen war*). 

Die unendlich vielen eigentlichen Lösungen ar, y, z der obigen 
Gleichung, welche der Bedingung z = 2By (mod. A) genügen, 
zerfallen nun noch in verschiedene Classen in Bezug auf den Mo- 
dul 42) (§. 156. II.); auf den Zusammenhang dieser Lösungen mit 
den verschiedenen Classen, durch deren Duplication dieselbe ge- 
gebene Classe des Hauptgeschlechtes entsteht, können wir aber hier 
nicht mehr eingehen. 


§. 159. 

Die Theorie der binären quadratischen Formen, ihrer Aequi- 
valenz und Composition bildet nur einen speciellen Fall von der 
Theorie derjenigen homogenen Formen «ten Grades mit w Ver- 
änderlichen, welche sich in lineare Factoren mit algebraischen 

*) Die Zurückführang dieses Satzes von Gauss auf den von Lagrange 
und Legendre ist, wie ich jetzt nachträglich bemerke, zuerst von Arndt aus- 
geführt {lieber die Anzahl der Genera der quadratischen Formen; Crelle’s 
Journal LVI), doch weicht die obige Darstellung in mehreren Punoten von 
der seinigen ab. In Wahrheit gehört der Satz von Lagrange nach Inhalt 
und Methode des Beweises in die Theorie der ternären Formen. — Man 
vergl. ferner Kronecker: lieber den Gebrauch der JHrichlet’ sehen Me- 
thoden in der Theorie der quadratischen Formen (Monatsber. d. Berliner 
Ak. 12. Mai 1864). 
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Coefticienteu zerlegen lassen. Diese Formen sind zuerst von La- 
grange*) betrachtet; später hat DiricMet**) sich vielfach mit die- 
sem Gegenstände beschäftigt, aber er hat von seinen weit gehenden 
Untersuchungen nur diejenige veröffentlicht, welche die Trans- 
formationen solcher Formen in sich selbst (vergl. §§. 61, 62) oder, 
was dasselbe ist, die Theorie der Einheiten für die entsprechenden 
algebraischen Zahlen behandelt; endlich haX Kummer***) durch die 
Schöpfung der idealen Zahlen einen neuen Weg betreten, welcher 
nicht nur zu einer sehr bequemen Ausdrucksweise, sondern auch 
zu einer tieferen Einsicht in die wahre Natur der algebraischen 
Zahlen führt. Indem wir versuchen, den Leser in diese neuen Ideen 
einzuführen, stellen wir uns auf einen etwas höheren Standpunct 
und beginnen damit, einen Begriff einzuführen, welcher wohl ge- 
eignet scheint, als Gnmdlage für die höhere Algebra und die mit 
ihr zusammenhängenden Theile der Zahlentheorie zu dienen. 

I. Unter einem Körper wollen wir jedes System von unend- 
lich vielen reellen oder complexen Zahlen verstehen , welches in 
sich so abgeschlossen und vollständig ist, dass die Addition, Sub- 
traction, Multiplication imd Division von je zwei dieser Zahlen 
immer wieder eine Zahl desselben Systems hervorbringt Der ein- 
fachste Körper wird durch alle rationalen, der grösste Körper durch 
alle Zahlen gebildet. Wir nennen einen Körper A einen Divisor 
des Körpers Af, diesen ein Multiplum von jenem, wenn alle in A 
enthaltenen Zahlen sich auch in M vorfinden; man findet leicht, 
dass der Körper der rationalen Zahlen ein Divisor von jedem an- 
dern Körper ist. Der Inbegriff aller Zahlen, welche gleichzeitig in 
zwei Körpern A, B enthalten sind, bildet wieder einen Körper D, 
welcher der grösste gemeinschaftliche Divisor der beiden Körper 
A, B genannt werden kann, weil offenbar jeder gemeinschaftliche 
Divisor von A und B nothwendig ein Divisor von D ist; ebenso 
existirt immer ein Körper Af, welcher das kleinste gemeinschaftliche 
Multiplum von A und B heissen soll, weil er ein Divisor von jedem 
andern gemeinschaftlichen Multiplum der beiden Körper ist Ent- 
spricht femereiner jeden Zahl a des Körpers A eine Zahl b = <p(ä) 


*) Sur la Solution des probUmes inditerminis du second degri. §. VI. 
Mem. de l’Ac. de Berlin. T. XXIII, 1769. ((Euvres de L. T. II, 1868, p.376.) 
— Ädditions aux Jemens d’Älgibre par L. Euler. §. IX. 

*♦) Vergl. Anm. zu §. 141. 

***) Vergl. Anm. zu §. 16. 
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in der Weise, dass a') = <]p(a) -f und (p{aa*) = 

(p{a) (p{a') ist, so bilden die Zahlen b (falls sie nicht sämmtlich 
verschwinden) ebenfalls einen Körper B = cp (^), welcher mit Ä 
conjugirt ist und durch die Substitution (p aus Ä hervorgeht; dann 
ist rückwärts auch A = -ip{B) mit B conjugirt. Zwei mit einem 
dritten conjugirte Körper sind auch mit einander conjugirt, und 
jeder Körper ist mit sich selbst conjugirt. Correspondirende Zah- 
len in zwei conjugirten Körpern Ä und JB, wie a und b = cp (a), 
sollen conjugirte Zahlen heissen. 

Die einfachsten Körper sind diejenigen, welche nur eine end- 
liche Anzahl von Divisoren besitzen. Nennt man m bestimmte 
Zahlen «i, «2 •••«/« von einander abhängig oder u/nabhängig, je 
nachdem die Gleichung iCi «i -f- 0^2 «a -}- • • • + «»» = 0 in ratio- 

nalen Zahlen Xy, X2 . • . die nicht sämmtlich verschwinden, lös- 
bar ist oder nicht, so findet man durch sehr einfache Betrachtungen, 
auf die wir aber hier nicht eingehen wollen, dass aus einem Körper 
Sl von der angegebenen Art*) nur eine endliche Anzahl n von un- 
abhängigen Zahlen (»1, CO2 • • • sich auswählen lässt, dass also 
jede Zahl 0. des Körpers stets und nur auf eine einzige Art durch 
die Form 

W = G>i -h <»2 + • • • -f- ^rt o« = S (1) 

darstellbar ist, wo Äi, Ä2 . . . rationale Zahlen bedeuten. Wir 
wollen die Zahl n den Grad^ ferner den Complex der n unab- 
hängigen Zahlen (o^ eine Basis des Körpers Sl, und die n Zahlen 
ht die dieser Basis entsprechenden Coordinaten der Zahl co nennen; 
offenbar bilden je n Zahlen von der Form ( 1 ) wieder eine solche 
Basis , wenn die aus den entsprechenden n^ Coordinaten gebildete 
Determinante von Null verschieden ist; einer solchen Transformation 
der Basis durch eine lineare Substitution entspricht eine Trans- 
formation der Coordinaten durch die sogenannte transponirte Sub- 
stitution. 

Die Forderung, dass die Zahlen 0 des Körpers Sl durch Ad- 
dition und Subtraction sich reproduciren sollen, wird durch ihre 
gemeinsame Form ( 1 ) schon erfüllt; für die Reproduction durch 
Multiplication ist ferner erforderlich und hinreichend, dass jedes 


*) Ersetzt man die rationalen Zahlen überall durch Zahlen eines Körpers 
R, so gelten die nachfolgenden Betrachtungen auch für einen Körper Ä, 
Welcher nur eine' endliche Anzahl solcher Divisoren besitzt , die zugleich . 
Multipla von JB, sind. 
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Product 0 , 0, 1 wieder in der- Form (1) enthalten ist; diese Bedin- 
gungen, deren Anzahl = \n (n -|- 1) ist, lassen sich am einfachsten 
zusammenfassen, indem man die Coordinaten Ä* als veränderlich 
ansieht und 

ta* = 2 2 oj» (2) 

setzt, wo nun . . . H„ bestimmte, mit rationalen Coe/ficientcn 

behaftete, ganze homogene quadratische Functionen der Coordinaten 
bedeuten. Durch diese n Functionen auf deren analytische 
Eigenschaften wir unten zurückkommen wex'den, ist die Constitution 
des Körpers ß vollständig bestimmt, und es lässt sich zunächst 
zeigen, dass die Zahlen von der Form (1) auch dui'ch Division sich 
wieder erzeugen. Durch totale Differentiation von (2) erhält man 
CO da = ^dH^a^^, . (3) 

legt man den Coordinaten h^ /Und ihren Differentialen dhi beliebige 
rationale Werthe bei, so ist durch die vorstehende Gleichung das 
Product aus zwei beliebigen Zahlen o und da des Körpers ü auf 
die Form (1) zurückgefiihrt. Speciell ergiebt sich aus (3) 


aar 


V 8^* 
^ dhr 


( 4 ) 


legt man nun den Coordinaten ä, beliebige rationale Werthe hei, 
welche aber nicht sämmtlich verschwinden , so kann auch der ent- 
sprechende Werth der Functional-Determinante 


rj y . 8^ 8^ 0^ 

" - 0Ä1 dh ' “ dh„ 


‘ ( 5 ) • 


nicht verschwinden; denn sonst liessen sich bekanntlich n rationale 
Zahlen dh^ die nicht sämmtlich verschwinden, so bestimmen , dass 
für jeden Index r 

dH, = V ^dh = 0, 

und folglich auch tD(iGj = 0 würde, während doch keine der beiden 
Zahlen a und da verschwindet. Hieraus folgt weiter durch Um- 
kehrung der n Gleichungen (4), dass die n Quotienten o, : a wieder 
Zahlen von der Form (1) sind; dasselbe gilt daher auch von jedem 
Quotienten «:<a, wo a irgend eine Zahl von der Form (l) bedeutet. 
Mithin bilden alle Zahlen von der Form (1) wirklich einen Körper. 

Durch Elimination der n Zahlen cj, aus den n Gleichungen (4) 
ergiebt sich die Gleichung 
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dH, 

dH, 

dHn 

dh, 

dh. 


dH, 

dH^ 


dh, ’ 

dih 

dh 

dH, 

dH2 

dHn 

dhn ’ 

dhn 

dhn 
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mithin ist jede Zahl « des Körpers Sl die Wurzel einer (von der 
Wahl der Basis unabhängigen) Gleichung wten Grades mit ratio- 
nalen Coefficienten, also eine algebraische Zalil^ und es lässt sich 
leicht zeigen, dass in dem Körper ß auch Zahlen existiren, welche 
keiner Gleichung mit rationalen Coefficienten von niedrigerem als 
dem nten Grade genügen, für welche also die vorstehende Glei- 
chung irreductihel ist*). Bedeutet 0 eine solche Zahl, so bilden 


*) Der Beweis dieser Behauptung kann z. B. auf das folgende Lemma 
gestützt werden: • 

Genügt eine homogene lineare Function w = der n Variabein 

Jh einer Identität von der Form 

-j- -dj w”* 1 -j- • • • -|- -df/» = 0, (1) 

wo Aj dj ... Am ganze Functionen der Variabein mit rationalen Coeffi- 
cienten bedeuten, die nicht sämmtlich identisch verschwinden, und ist der 
Grad m kleiner als die Anzahl n der Variabein, so sind die n Grössen <u* von 
einander abhängig. 

Durch totale Differentiation der Identität (1) ergiebt sich zunächst 

Md(o-\- (omdA -{- w»»— 1 dA^ + ' * • “k dAm = 0, (2) 

wo zur Abkürzung 

Af inAor^^ i -j— {^n — 2 -|— . . . Am — i 

gesetzt ist. Man kann nun offenbar annehmen, dass keine solche Identität 
(1) von noch niedrigerm Grade als in existirt, dass also das Product AM 
nicht identisch verschwindet; nun lege man, was stets möglich ist, den 
Variabein ht solche rationale Werthe bei, für welche AM einen von Null 
verschiedenen Werth erhält; hierauf kann man, weil m <C w ist, den n 
Differentialen dht, solche rationale Werthe beilegen, welche den m homogenen 
linearen Gleichungen 

A.dAi — Aj^dAf A dA 2 — A^dA ... A.dAm — — A.mdA. 

genügen und nicht sämmtlich verschwinden; multiplicirt man nun (1) mit 
dA, (2) mitA, und subtrahirt, so folgt AMdw = 0, also auch d(o=z JSdhiM^ 
= 0, was zu beweisen war. 

Hieraus folgt zunächst, dass, wenn die Grössen w* und <o wieder ihre^ 
alte Bedeutung erhalten , die aus den Coordinaten der n Grössen 1 , w, 
0)2 .. . w«— 1 gebildete Determinante!), welche eine homogene Function der 
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offenbar die Potenzen 1,0, ebenfalls eine Basis des Körpers 

Sl, und Sl ist das System aller Zahlen, welche sich durch heliehige 
Wiederholung der vier arithmetischen Grundoperationen aus 0 ah- 
leiten lassen. Substituirt man nun für 0 der Reihe nach alle Wur- 
zeln derselben irreductibelen Gleichung, so entstehen ebensoviele 
entsprechende Körper welche offenbar mit Sl und folglich auch mit 
einander conjugirt sind, und es liesse sich leicht zeigen, dass ausser 
diesen Körpern kein anderer mit Sl conjugirt ist. Dabei bemerken 
wir.aber, um Missverständnissen vorzubeugen, dass diese n Körper, 
was ihren gesummten Zahleninhalt anbetrifit, sehr wohl theilweise 
oder auch sämmtlich identisch sein können, obgleich sie durch n 
verschiedene Substitutionen aus einem von ihnen hervorgehen *). 

Da nun vermöge des Begriffes conjugirter Körper die Glei- 
chungen (4) gültig bleiben , wenn die Zahlen des Körpers £l durch 
die entsprechenden Zahlen eines conjugirten Körpers ersetzt werden, 
so folgt leicht, dass die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (6) die 
mit oj conjugirten Zahlen sind. Bezeichnet man daher mit N{a) 
die sogenannte Norm der Zahl oj, d. h. das Product aus allen n 
conjugirten Wurzeln, die auch gruppenweise einander gleich sein 
können, so ist zufolge (6) 

N{a>) = H, • (7) 

d. h. die homogene Function H ist das Product aus w conjugirten 
Factoren ersten Grades mit algebraischen Coefficienten. Aus dieser 


Variabein ft» vom Grade Va«(n — 1) ist, nicht identisch verschwinden kann, 
weil sonst u> einer Identität von der obigen Form (1) und von niedrigerem 
Grade als n genügte f und folglich die Grössen to^ von einander abhängig 
wären. Giebt man nun den Coordinaten ft» solche rationale Werthe , für 
welche ZJ einen von Null verschiedenen Werth erhält, so folgt unmittelbar, 
dass die entsprechende Zahl <a des Körpers Ä die Wurzel einer irreductibcln 
Gleichung nten Grades ist. 

Jeder Lösung der Gleichung jD = 0 in rationalen Zahlen A» entspricht 
eine Zahl <a, welche einem Divisor des Körpers Sl von niedrigerem als dem 
nten Grade angehört ; der Grad eines solchen Divisors ist immer ein Divisor 
von n. 

*) Durch die weitere Verfolgung dieses Gegenstandes gelangt man un- 
mittelbar zu den von Galoia in die Algebra eingeführten Principien (Sur 
les conditions de risoluhüiU des iquations par radicaux ; Joum. de Math, 
p. p. Liouville. T. XI. 1846); hierbei ist es zweckmässig, zunächst die ein- 
fachen Reciprocitätsgesetze aufzusuchen, welche zwischen ii^end zwei solchen 
Körpern wie Sl, ihrem grössten gemeinschaftlichen Divisor und ihrem klein- 
sten gemeinschafUiohen Multiplum herrschen. 
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Definition geht unmittelbar der Satz hervor: die Norm eines Pro- 
duäes ist immer gleich dem Product aus den Normen der Factoren. 
Setzt man ferner 

N{(o) = aa\ (8) 

so ist o', weil N{ca) als rationale Zahl ini$2 enthalten ist, ebenfalls 
eine Zahl des Körpers ß, was auch aus (6) hervorgeht, und zwar ist 

N{a>') = N{a)'^^\ (9) 

nennen wir «' die zu ta adjungirte Zahl*), so ist die zu m' adjun- 
girte Zahl = c3N{a)'^\ 

Sind «1, . a„ beliebige Zahlen des Körpers £1, und be- 

deuten ß„ y, ... A, die übrigen (n — 1) mit a, conjugirten Zahlen, 
so setzen wir zur Abkürzung 

(2 ± «1 /*2 ■ • • = ^(« 1 , «2 • • • a ») ( 10 ) . 

und nennen dieses Determinantenquadrat die Discriminante der n 
Zahlen «i, «j sie ist eine symmetrische Function der n mit 

0 conjugirten Zahlen und folglich eine rationcde Zahl, und zwar ist 

.i/ («1, «2 ...«„) = »2 • • • ®n), (11) 

wo m die aus den Coordinaten der Zahlen «i, «3 . . . gebildete 
Determinante bedeutet; da die Discriminante ^ (1, 0,0*... 0"“') 
bekanntlich das Product aller Differenzen zwischen den mit 0 
conjugirten Zahlen und folglich von Null verschieden ist (weil eine 
irreductibele Gleichung nur ungleiche Wurzeln haben kann), so ist 
... «„) stets und nur dann =0, wenn die Zahlen Ui,a-i...a„ 
von einander abhängig sind. Endlich ist allgemein 

(o«2 . . . ««») = N{a)*J(tti, ccj . . . a„). (12) 

II. Im Vorhergehenden sind die Begriffe und Sätze entwickelt, 
deren wir in der Folge bedürfen; zur Erläuterung mögen aber hier 
noch die wichtigsten und nächstliegenden Resultate aus dem grossen 
Reichthume analytischer Entwicklungen mitgetheilt werden, welche 
sich an die Betrachtung der Functionen JE/, anknüpfen. Zwischen 
diesen n Functionen bestehen fundamentale Relationen, welche mau 
erhält, wenn man das Product aus drei beliebigen Zahlen des Kör- 
pers Sl auf alle möglichen Arten bildet (vergl. §§. 1, 2). Bedeutet 
d' wieder eine beliebige Variation, so ist zufolge (4) 


♦) Dieser Ausdruck wird hier in ganz anderer Bedeutung gebraucht, wie 
von Galois. 
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multiplicirt man nun (3) mit d'a, und ersetzt die Producte 
der vorstehenden Gleichung gemäss durch Summen, so folgt 

ctdad'co ='2.dH,d' co,r, 

da die linke Seite symmetrisch in Bezug auf d und d' ist, und da 
die n Zahlen ra,/ unabhängig sind , so ergiebt sich, dass die Func- 
tionen Hl den n Differentialgleichungen 

genügen, wo r irgend einen der Indices 1, 2 ... w bedeutet. Um 
die Bedeutung dieser Relationen mehr hervortreten zu lassen, 
wollen wir sie den folgenden Entwicklungen zu Grunde legen, 
ohne den Zusammenhang der Functionen Zf, mit dem Körper iß zu 
benutzen. 

Zunächst wollen' wir zeigen, dass die Functionaldeterminante 
H, welche zufolge ihrer Definition (5) eine ganze homogene Func- 
tion wten Grades mit rationalen Coefficienten ist, sich durch Mul- 
tiplication reproducirt; gehen die Formen K und L dadurch aus 
H hervor, dass die Coordinaten ä, resp. durch dhi und durch dZZ, 
ersetzt werden, so ist 

L = HK-, (14) 

denn wenn man die Coordinaten h, durch dÄ, ersetzt, so geht jede 
homogene lineare Function 



über; werden aber die Coordinaten hi durch die bilinearen Func- 
tionen dH, ersetzt, so geht zufolge (13) 




und folglich H in L =. HK über, was zu beweisen war. Dies ist 
der schon oben angeführte Satz über die Norm eines Productes. 
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Bedeutet 9 eine willkürliche Function der Coordinaten k„ und 
definirt man die Variation d dadurch, dass 

Ö9 = 2 also dHt = ht (15) 

wird, so ergiebt sich aus (13), wenn man d' durch d ersetzt, 

weil Ur eine homogene Function zweiten Grades ist, mithin 

d^^)=l oder =0 (16) 

je nachdem r und s gleich oder ungleich sind; hieraus folgt, dass 
die H Variationen öä, constante, rationale Zahlen sind. Wird ferner 
die Variation ö' durch 

= ff V d7t„ also d'ff, = ffd/,, (17) 

definirt, so ergieht sich, wenn man in (13) d' durch 6' ersetzt, 

s (^) = « 

= HddHr = IIdhr, 

folglich 



da nun der Ausdruck rechter Hand der Coefficient des Elementes 

dH, 

dhr 

in der Determinante ff, also eine ganze homogene Function (n — l)fen 
Oradcs der Coordinaten h, mit rationalen Coefficienten ist, so gilt 
dasselbe von den Grössen 

K=ö'hr=H2^^dh„ (19) 

und umgekelirt geht aus (18) hervor, dass die Coefficienten der ein- 
zelnen n* Elemente in der Determinante ff sich als homogene li- 
neare Functionen der soeben definirten n Grössen h[ darstellen 
lassen. Wir wollen, wenn 9 eine beliebige Function der Coordi- 
naten h, bedeutet, mit <p' dieselbe Function der Grössen h, bezeich- 
nen; dann lautet die Gleichung (18) 
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dH'r „ dhr 

— 


cH. ' 


und hieraus folgt zugleich 


J£I Kfii-l . Jl 

11 —U ,11 


( 20 ) 


( 21 ) 


Da H eine Functionaldeterminante ist, so ist bekanntlich *) 

„ ddE, ddh, 

älogH=S-5^-i-^, 

und folglich ergiebt sich unter Berücksichtigung von (13) 
führt man daher die homogene lineare Function 


q V dH, 


( 22 ) 


2 = dS-, 


ein, so ist 

01og/i_ dS 
dhr ~ dllr' 

also mit Rücksicht auf (20) 

dH „ V- dS dh, dS dH', 

dhr ^ dhi dHr ~ " dh, 0Ä' ’ 

man führe daher die game homogene Function zweiten Grades 


(23) 


ein, so wird 


dhr 




dT' 


Wr' 


(24) 


(25) 


mithin sind auch die Derivirten der Form H darstellbar als homo- 
gene lineare Functionen der in (19) definirten Grössen h'„ und rück- 
wärts diese durch jene. Da ferner zufolge (20) 


*) Jacobi: De determinantibus functionalibus §. 9 (Crelle’s Journal 
XXII); in der obigen Form ist auch der Fall berücksichtigt, dass die 
Differentiale d h, Functionen von den Veränderlichen h, sind. Ersetzt man 
d durch d', so folgt aus (17) und (19) unmittelbar 
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1 


dH[ dHr 
dh', 0Ä, 


= H oder = 0 


ist,' je nachdem r und s gleich oder ungleich sind, so folgt durch 
Multiplication mit h', oder dh', und Summation in Bezug auf s 


= ldH',^ = Hdh'r 


dh, 

und hieraus durch Differentiation 


dh. 


KdH- Edh'r = 2 2 .ff; d (^) ■ 

Mit Hülfe von (25) und (26) ist man im Stande, auch die 
Differentiale höherer Ordnung von H zu bilden; auf diese Weise 
findet man 


Hdd'H— dHd'H =2H^ l^dd'h, - 2 2 H',dd'H,,\ (27) 

0 ch^v hi» 


ausserdem ergiebt sich aus Gleichung (26), welcher man mit Hülfe 
von (13) auch die Form 


K dH— lldh'r = S 


0 g; dH'r 

dh',’ dh't 


dh,i 


geben kann, die Functionaldeterminante 




l)g"- 


(28) 


0/»i dh-i 

und folglich aus (25) die Hesse’sche Determinante der Form g, 
nämlich 

y 4- Ijg"-* y ... C29) 


Aus den Gleichungen (16), (22), (24), (25), (26), (27) ergeben 
sich unmittelbar folgende auf die Variation d bezüglichen Re- 
sultate : 

ÖS = n; dT= S; h'dH—HSh' =21/'; 

6H= S'\ Ö'H= öH'^ — HS^H=2T'. ^ ^ 


HI. Alle diese Sätze sind abgeleitet aus der Voraussetzung, 
dass das System der n ganzen homogenen Functionen H, vom 
zweiten Grade den Bedingungen (13) genügt, und dass ihre Fuuc- 
tionaldeterminante ff nicht identisch verschwindet ; fügt man noch 
die Voraussetzung hinzu, dass die Coefficienten dieser Functionen 

Dirlchlet, Zalilonibeorie. 2d 
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rationale Zahlen sind, und dass die Form H irreductihel, d. h. nicht 
zerleghar ist in Factoren niedrigeren Grades, deren Coefficienten 
ebenfalls rationale Zahlen sind, so lässt sich umgekehrt beweisen, 
dass zu diesem Functionensystem ein algebraischer Zahlkörper 
von der oben betrachteten Art gehört. Der Kürze halber führen 
wir eine Charakteristik 6 ein, welche folgenden Sinn hat: ist q> 
irgend eine Function der Coordinaten ä,, und ersetzt man die 
letzteren durch ä, — odÄ,, wo ca vorläufig eine willkürliche Func- 
tion bedeutet, so geht tp in eine neue Function über, welche^ mit 
s{(p) bezeichnet werden soll. Aus dieser Definition folgt sofort 

d s((p) = £{d(p) — E(d<p)d( 0 ', (31) 

unter der Voraussetzung, dass die Differentiale dh^ constwd sind. 
Hierauf definire man die Function <a als Wurzel der Gleichung 
nten Grades 

a(H) = 0, (32) 

welche zufolge (16) vollständig mit der Gleichung (6) ühereinstimmt, 
so lässt sich beweisen , dass ca eine ganze (homogene) Function 
ersten Grades, d. h. dass dd'a = 0 ist, wenn die Differentiale eZÄ,, 
d'ht als constant vorausgesetzt werden. In der That ergiebt sich 
durch successive Differentiation der Identität (32) nach der in (31) 
ausgesprochenen Hegel 

e(8H)d(a — £(dlf) (33) 

und 

s(SH)^dd'a = b(I{), (34) 

wo zur Abkürzung die homogene Function (3w — 4)ten Grades 
I dll^dd'H+S^Hdlld'JI 
■ 1 - ÖIIdHd'öH- ÖHd'JIddll J “ 
gesetzt ist.) Dass diese Function R durch 11 theilbar, in Zeichen, 
dass R = 0 ist*), ergiebt sich auf folgende Weise. 

Aus (30) folgt 

KSn =21R + HdK = 2 H'r 

ferner 

Kö^H=2dH'r +llS‘^h'r = 2Ö1R 
und hieraus durch Elimination von h'r 

d^HH'r-dHdll'r = 0 ; 

*) Dies gilt allgemein von dem Ansdniekc 
<r H <V" H <1 d" II dr dH d" H d' d'" H — d'" II d II d' d" H — d'Hd"Hd d"'H. 
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da nun zufolge (27) dHd'II — Hdd'H eine homogene lineare 
Function der n Grössen ist, so folgt auch, dass 

d^H{dUd'II— Hdd'H) — dH6 (dHd'H- Hdd'H) = 0 
ist; die linke Seite unterscheidet sich aber von R nur uraBestand- 
theile, welche durch H theilbar sind. Mithin ist = P //, wo P 
eine ganze Function bedeutet, und folglich s(R) =s(P) a(H) =='0. 
Da sich nun aus den Voraussetzungen über H beweisen lässt, dass 
e(SH) nicht identisch verschmndet, so folgt aus (34) dd'co= 0, 
d. h. die Wurzel o der Gleichung (32) ist eine ganze Function 
ersten Grades; dass sie zugleich homogen ist, versteht sich von 
selbst, weil H,öH... d— if7und folglich auch a gleichzeitig mit 
den Coordinaten ä, verschwinden. Setzt man nun 


da _ 

SO ergiebt sich aus (33), dass 

V ^h^a^ = 8a = 1 

und 


0 ) 

(35) 


‘Cäf) 

ist. Da ferner zufolge (23) 

= HdS=0 
an, 

und 

e(dH^) = dllt — adSH^ = dH, — adh, 

ist, so folgt 

0 = a(P)dS= 

= s(8H) ’2at(dH — ad A,), 

mithin 


also auch 


ada — ^ dHat, 


ojs = 2'^H,a„ 


(36) 


( 3 ) 

( 2 ) 


wodurch wir rückwärts zu unseren ursprünglichen Annahmen zu- 
rückgekehrt sind; und man kann auch beweisen — worauf wir hier 
nicht eingehen wollen — dass aus den Voraussetzungen über H 
die Unabhängigkeit der n Zahlen a^ folgt. 

28 » 
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Wir fügen diesen Entwicklungen endlich noch folgende leicht 
zu beweisende Bemerkungen hinzu. Die ausgeführte Form der 
Gleichung (32) oder (6) ist folgende 

0 = Ä-ö//y + (37) 

es ist ferner 

Ä=na = ^-(o>), (7) 

wo das Productzeichen IJ sich auf alle «Wurzeln o bezieht; eben- 
so findet man (wenn man in (3) d durch ö' ersetzt) 

U = aa\ ( 8 ) 

wo 

a' = d' C3 = (38) 

zu GJ adjungirt ist, und 

S=Ico, ‘lT=^(o\ (39) 

wo die Summenzeichen sich ebenfalls auf alle «Wurzeln beziehen. 
Die quadratische Form T ist charakteristisch für die Anzahl der 
reellen Wurzeln; bildet man ferner die Hesse’sche Determinante 
des Productes H= II a, so ergiebt sich durch Vergleichung mit 
(29) die Discriminante 

fji T gar 

a., . . . o„) = 1 ± (40) 

was auch umittelbar aus (39) folgt. 


§. 160. 


Der Inbegriff aller algebraischen Zahlen bildet offenbar eben- 
falls einen Körper*). Wir wollen nun, indem wir unserem eigent- 

*) Dass es ausser den algebraischen noch andere, sogenannte transcen- 
dente Zahlen giebt, ist meines Wissens zuerst von Liouvüle bewiesen (Sur 
des classes tris-itendues de quantites dont la valeur n’est ni dlgehrique, ni 
mime reductible ä des irrationnelles algebriques ; Journ. de Math. T. XVI. 
1861). Man vermuthet, dass die Ludolph’sche Zahl n eine solche transcendente 
Zahl ist; allein selbst die als specieller Fall hierin enthaltene Behauptung, 
dass die Quadratur des Zirkels unmöglich sei, ist bis auf den heutigen Tag 
noch nicht erwiesen. (Vergl. Euler: De relatione inter ternas pluresve 
quantitates instiluenda. §. 10. Opusc. anal. T. II. 1785.) 
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liehen Gegenstände näher treten, eine Zahl a eine ganze alge- 
braische Zahl nennen, wenn sie die Wurzel einer Gleichung ist, 
deren Coefficienten rationale ganze Zahlen sind, wobei wir ein- für 
allemal bemerken, dass wir unter den Coefficienten einer Function 
mten Grades 

' Fix) = car"* -|- c^x”^-^ -f • • • 4- Cm 

oder der Gleichung F{x) = 0 stets die m Quotienten 




. . . (_ l)m £2 
^ c 


verstehen. Aus dieser Erklärung folgt zunächst, dass eine rationale 
Zahl stets und nur dann eine ganze algebraische Zahl ist, wenn 
sie eine ganze Zahl im gewöhnlichen Sinne des Wortes ist (vergl. 
§. 5, 4.); diese Zahlen wollen wir von jetzt ab rationale ganze 
Zahlen, alle algebraischen ganzen Zahlen aber kurz ganze Zahlen 
nennen. Dieses vorausgeschickt, schreiten wir zum Beweise der 
folgenden Fundamentalsätze. 

1. Die Summe, die Differenz und das Product zweier ganzen 
Zahlen «, ß sind wieder ganze Zahlen. 

Sind a, b resp. die Grade der Gleichungen q> (cc) = 0, ^ (ß) = 0, 
deren Coefficienten rationale ganze Zahlen sind, und bezeichnet 
man mit c»i, «<2 • • • co,, die sämmtlichen a&Producte von der Form 
a^'ß^', wo a' irgend eine der Zahlen 0, 1, 2 ... (a — 1), und b' ir- 
gend eine der Zahlen 0, 1, 2 ... (6 — 1) bedeutet, so wird, wenn 
cj = a -j- ß, oder = a — ß, oder = aß ist, jedes der n Producte 
Gjcoij cjco.j ... cocjn mit Zuziehung der Gleichungen (p (a) = 0, 
r};(ß) = 0 auf die Form ri c?i -f- r. 2«2 + • * • + gebracht wer- 
den können, wo ri, ^2 . . . r„ rationale ganze Zahlen sind. Elimi- 
nirt man die n Grössen « 1 , »2 ... aus diesen n Gleichungen, 
so ergiebt sich für co eine Gleichung vom wten Grade (wie (6) in 
§. 159), deren Coefficienten rationale ganze Zahlen sind, was zu 
beweisen war (vergl. §. 139). 

2. Die ganze Zahl a heisst theilbar durch die ganze Zahl ß, 
oder ein Multifflum von ß, wenn der Quotient « : ß ebenfalls eine 
ganze Zahl ist; umgekehrt heisst ß ein Divisor oder Theiler von 
a (vergl. §. 3). Ebenso setzen MÜr a = ß (mod. y) , wenn a — ß 
durch y theilbar ist, und nennen a, ß congruent nach dem Modul y 
(vergl. §. 17). Man erkennt sofort (zufolge 1.), dass die Sätze des 
§. 3 und auch die des §.17 (mit vorläufiger Ausnahme von 6. und 
8‘.; vergl. §. 164, 3.) ihi’e Gültigkeit behalten. 
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3. Jede Wurzel a einer Gleiehung, deren Coefficienten ganze 
Zahlen sindi ist ebenfalls eine ganze Zahl. 

Ist ca die Wurzel einer Gleichung mten Grades F{a) = 0, 
deren Coefficienten k, ß . . . ganze Zahlen sind, sind ferner a,b ... 
resp. die Grade der mit rationalen ganzen Coefficienten behafteten 
Gleichungen y («) = 0, = 0 . . so führe man die sämmt- 

lichen mah . . . Producte m,, o>2 ■ . • oj„ von der Form . 

ein, wo die ganzen rationalen Exponenten den Bedingungen 
0 ^ w' < w, 0 ^ a' < a, 0 ^ i' < & . . . genügen ; dann lässt sich 
vermöge der Gleichungen F{ca) = 0, 9>(a) = 0, = 0 .. . 

jedes der n Producte ocaj, moj . . . c}C9„ wieder in die Form 
ri Ol + o>2 + • • • 4- bringen, wo ri , r2 . . . r„ rationale ganze 

Zahlen bedeuten, und hieraus folgt unmittelbar die Richtigkeit des 
Satzes. 

Ist daher z. B. a eine ganze Zahl , und r eine beliebige (ganze 
oder gebrochene) positive rationale Zahl, so ist auch «*■ eine ganze 
Zahl (vergl. §. 5, 4.). • 

4. Bekanntlich lassen sich die Begiüffe der Theilbarkeit und 
des Vielfachen von den ganzen rationalen Zahlen unmittelbar auf die 
ganzen rationalen Functionen übertragen, und es giebt einen Algo- 
rithmus zur Auffindung des grössten gemeinschaftlichen Divisors 
q>(x) zweier gegebenen Functionen F(x),f(x), welcher demjenigen 
der Zahlentheorie (§. 4) vollständig analog ist. Sind die Coeffi- 
cienten von F(x) und f(x) sämmtlich in einem Körper Ä" enthalten, 
so werden auch die Coefficienten von <p(x) Zahlen des Körpers K 
sein, weil sie durch Addition, Multiplication, Subtraction und Di- 
vision aus den Coefficienten von F(x) und f(x) entstehen. Hier- 
aus folgt leicht, dass, wenn « die Wurzel einer solchen Gleichung 
F(a) = 0 ist, deren Coefficienten Zahlen des Körpers AT sind, noth- 
wendig auch • eine solche Gleichung 9) (a) = 0 von niedrigstem 
Grade existiren muss, welche irreductibel in K heissen soll und 
welche offenbar keine anderen Wurzeln besitzen kann als die 
Gleichung F{a) = 0. Hieraus folgt der Satz: 

Ist « eine ganze Zahl, und K ein bestimmter Körper, so sind 
edle Coefficienten der in K irreductibelen Gleichung g>{a) = 0 
ganze Zahlen. 

Denn weil « eine ganze Zahl, also die Wurzel einer Gleichung 
F(a) = 0 ist, deren Coefficienten rationale ganze Zahlen und folg- 
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lieh auch Zahlen des Körpers K sind (§. 159), so kann die in K 
irreductibele Gleichung qp(«) = 0, welcher a genügt, nur ganze 
Zahlen zu Wurzeln haben; da aber die Coefficienten einer Gleichung 
durch Addition und Multiplication aus ihren Wurzeln entstehen, 
so sind (zufolge 1.) auch die Coefficienten der Gleichung tp{a) =0 
ganze Zahlen, was zu beweisen war. 

Der einfachste Fall, in welchem K der Körper der rationalen 
Zahlen ist, findet sich bei Gauss*). 

5. Ist Q irgend eine algebraische Zahl, so giebt cs immer un- 
endlich viele (von Null verschiedene) rationale ganze Zahlen h von 
der Beschaffenheit, dass Jiq eine ganze Zahl wird, und zwar stim- 
men diese sämmÜichen Zahlen h mit den sämmtlichen rationalen 
Vielfachen der hlcinsten unter ihnen überein. 

Da p eine algebraische Zahl, also die Wurzel einer Gleichung 
von der Form 

cp” + Cip”-» + CaP'«-« + . . • + c„ = 0 

ist, wo c, Ci, C 2 . . . Cm rationale ganze Zahlen bedeuten, so er- 
giebt sich durch Multiplication mit c"*”‘, dass cp eine ganze Zahl 
ist. Sind ferner ap, &p ganze Zahlen, wo a, b rationale ganze 
Zahlen bedeuten, deren v grösster gemeinschaftlicher Theiler = h 
ist, so folgt leicht (aus 1. und §. 4), dass auch Äp eine ganze Zahl 
ist. Hieraus ergiebt sich unmittelbar der zu beweisende Satz. 

6. Versteht man unter omerEinlwit eine ganze Zahl s, welche 
in alle^i ganzen Zahlen aufgeht, so ist zunächst erforderlich, dass 
sie auch in 1 aufgeht, dass also 1 = £«', und d eine ganze Zahl 
ist; wenn nun 

f ” + Ci £'"-1 4- ■ . . -p c,„ = 0 

die im Körper der rationalen Zahlen irreductibele Gleichung ist, 
welcher £ genügt, so muss (zufolge 4.) c„, = + 1 sein , weil e' der 
ebenfalls irreductibclen Gleichung 

Cme'"" + C„,_,£'"*-l + • • • + Ci£' + 1 =r 0 
genügt; umgekehrt, ist dies der Fall, so geht £ in 1 und folglich 
in allen ganzen Zahlen auf, ist also eine Einheit. Die Anzahl der 
Einheiten ist offenbar unbegrenzt. 

Ist « theilbar durch und sind £, e' irgend welche Einheiten, 
so ist offenbar auch £es durch £'«' theilbar; hinsichtlich der Theil- 
barkeit verhalten sicli daher alle fahlen £«, welche den sämmt- 

*) 2). A. art. 42. 
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liehen Einheiten s entsprechen, genau wie a. Zwei ganze Zahlen, 
deren Quotient keine Einheit ist, wollen wir wesentlich verschieden 
nennen. 

7. Will man nun den Begriff der Primzahl so fassen, dass sie 
ausser sich selbst und den Einheiten keine wesentlich verschiedene 
Theiler besitzt und auch selbst keine Einheit ist, so erkennt man 
sofort, dass gar keine solche Zahl existirt; ist nämlich « eine ganze 
Zahl, aber keine Einheit, so besitzt sie immer unendlich viele 
wesentlich verschiedene Divisoren, z. B. die Zahlen ]/a, 

u. s. f., welche (zufolge 3.) ganze Zahlen sind. 

Dagegen lässt sich der Begriff von relativen Primzahlen voll- 
ständig definiren , und diese Frage wird uns überhaupt aiif den 
richtigen Weg leiten, welcher hei den ferneren Untersuchungen 
einzuschlagen ist. Da von einem grössten gemeinschaftlichen Theiler 
zweier ganzen Zahlen vorläufig (vergl. §. 164, 3.) nicht gesprochen 
werden kann, so ist es auch unmöglich, die Definition von relativen 
Primzahlen so zu fassen, wie sie in der Theorie der rationalen 
Zahlen aufgestellt wird (§. 5) ; aber aus dieser Definition ergaben 
sich mehrere Sätze, deren jeder umgekehrt das Verhalten zweier 
relativen Primzahlen vollständig charakterisirt, ohne die Kennt- 
niss ihrer sämmtlichen Divisoren vorauszusetzen. Ein solcher Satz 
ist z. B. der folgende (§. 7) : Sind a, h relative Primzahlen , so ist 
jede durch a und b theUbare Zahl auch durch ah theilbar. Dieser 
Satz lässt sich in der That lunkehren: Ist jede durch a und h 
theilbare Zahl auch durch ah theilbar, so sind a, h relative Prim- 
zahlen. Hätten nämlich die beiden Zahlen a = ha', h = hh' einen 
gemeinschaftlichen Theiler h> 1, so wäre ha'b' eine durch a und 
h, aber nicht durch ah theilbare Zahl. 

; Diese Betrachtung veranlasst uns, folgende für das Gebiet aller 
ganzen algebraischen Zahlen gültige Erklärung aufzustellen : ' 

Zwei von Null verschiedene ganze Zahlen a, ß heissen relative 
Primzahlen, wenn jede durch a und ß theilbare Zahl auch durch 
uß theilbar ist. 

Vor AUem bemerken wir, dass zwei relative Primzahlen im 
alten Sinne des Wortes, d. h. zwei rationale ganze Zahlen a, h, deren 
grösster gemeinschaftlicher Divisor = 1 ist, auch im neuen Sinne 
relative Primzahlen bleiben; ist nämlich eine ganze algebraische 
Zahl y theilbar durch a und h, so ist der Quotient p = y.ah eine 
algebraische Zahl der Art, dass ap und hg ganze Zahlen sind; mit- 
hin muss (zufolge 5.) auch p eine ganze Zahl, also y theilbar durch 
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ah sein, was zu beweisen war. Dass ferner umgekehrt zwei rela- 
tive Primzahlen im neuen Sinne des Wortes, welche zugleich ra- 
tional sind, auch relative Primzahlen im alten Sinne sind, versteht 
sich zufolge der der neuen Erklärung vorausgeschickten Erörterung 
von selbst. 

Wir nennen ferner die ganzen Zahlen u, ß, y, S . . . kurz rela- 
tive Primzahlen, wenn jede von ihnen relative Primzahl zu jeder der 
andern ist (vergl. §. 6) ; ist dann eine ganze Zahl ca durch jede von 
ihnen theilhar, so ist sie auch durch ihr Product theilbar (vergl. 
§. 7), weil, wie man leicht findet, auch der folgende Satz (§. 5, 3.) 
seine Gültigkeit behält: Ist jede der Zahlen ß', y' ■ . ■ relative 
Primzahl zu jeder der Zahlen ß", y", ö" . . . , so sind auch die 
Producte tt' ß'y' . . . und a''ß"y"ä" . . . relative Primzahlen und 
umgekehrt. 

Aber -wie soll man definitiv entscheiden, ob zwei gegebene 
ganze Zahlen «, ß relative Primzahlen sind? Man könnte ver- 
suchen, folgenden Weg einzuschlagen. Da * und ß~^ algebrai- 
sche Zahlen sind, so giebt es (zufolge 5.) immer zwei kleinste po- 
sitive ganze rationale Zahlen a, b von der Art, dass und bß~^ 
ganze Zahlen, d. h. dass «, b resp. durch «, ß theilbar werden; 
zeigt sich nun, dass a, b relative Primzahlen sind, so sind auch «, ß 
gewiss relative Primzahlen. Aber man muss sich hüten zu glauben, 
dass auch das Umgekehrte Statt findet, dass also die kleinsten ra- 
tionalen Multipla a, b von zwei relativen Primzahlen a, ß noth- 
wendig selbst relative Primzahlen sein müssen. So z. B. sind in 
der That die beiden conjügirten Zahlen « = 2 -j- i und ß = 2 — i 
relative Primzahlen, und doch ist a = 6 = 5. Eine wesentliche 
Reduction unserer Aufgabe wird aber durch den folgenden Satz 
bewirkt : 

Wenn zu'ei ganze Zahlen «, ß sich in einem Körper K, dem 
' sie selbst angehören, als relative Primzahlen bewähren, d. h. wenn 
jede durch « und ß theilbar e Zahl des Körpers K auch durch aß 
theilbar ist; so sind a, ß tcirklich relative Primzahlen. 

Ist nämlich a irgend eine durch « und durch ß theilbare 
ganze Zahl, und ist 

4- Zi o}”*“! -t- y^ cj"“-® = 0 

die in K irreductibele Gleichung, welcher a genügt, so sind (zufolge 
4.) die Zahlen yi, y.j . . . y,„ ganze Zahlen des Körpers K] da ferner 
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die ganzen Zahlen a' — co:a und ß' = fo:ß resp. den in K irre- 
ductibelen Gleichungen 

(««')"• + y, (««')'"'* 4 1- Zm = 0 

(ßß')”' + Zi ißßY^^ + • • • + y,» = 0 

genügen, so sind (zufolge 4.) auch die Quotienten y„ : «” und y„ : ß” 
ganze Zahlen des Köii^ers K\ da ferner nach Voraussetzung jede 
durch a und ß theilhare Zahl des Körpers X” auch durch aß theil- 
bar ist, so ergiebt sich leicht, dass auch jede durch «" und ß" theil- 
bare Zahly„ des Körpers K durch wß" theilbar, also vouderFonn 
ß"j3"yi ist, wo eine ganze Zahl bedeutet; setzt man nun to = 
aß(o', so genügt ta' der Gleichung 

ca'"' 4- yi «'"■-» + ■ • . + = 0, 

deren Coefficienten ganze Zahlen sind; mithin ist o' (zufolge 3.) 
eine ganze Zahl, d. h. <a ist auch theilbar durch aß, was zu be- 
weisen war. 

Hieraus geht hervor, dass man, um das gegenseitige Verhalten 
zweier ganzen Zahlen «, ß zu untersuchen, nur den kleinsten Kör- 
per K zu bilden braucht, welchem sic beide angchören ; und dieser 
Körper ist, wie man leicht erkennt, immer von der im vorigen Pa- 
ragraphen betrachteten Beschaffenheit. 


§. 161. 

Um den späteren Verlauf der Darstellung nicht zu unter- 
brechen, schalten wir hier eine sehr allgemeine Betrachtung ein, 
welche für die nachfolgenden, sowie für viele andere, unserem Ge- 
genstände fremde Untersuchungen von grossem Nutzen ist. 

1. Ein System n von reellen oder complexen Zahlen a, deren 
Summen und Differemen demselben System o angehören, soll ein 
Modul heissen; wenn die Differenz zweier Zahlen ta, ra' in a ent- 
halten ist, so wollen wir sie congruent nach a nennen und dies 
durch die Congruenz 

ta = to' (mod. a) 

andeuten. Solche Congruenzen können addirt, subtrahirt und folg- 
lich auch mit beliebigen ganzen rationalen Zahlen niultiplicirt wer- 
den, wie Gleichungen. Da je zwei einer dritten congruente Zahlen 
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auch einaiuler congruent sind, so kann man alle existirenden Zahlen 
in Classm (mod. a) einthcilen, indem man je zwei congruente Zahlen 
in dieselbe Classe, je zwei incongruente in-zwei verschiedene Classen 
auluimmt. 

2 . Wenn alle Zahlen eines Moduls a auch Zahlen eines Moduls 
b sind, so heisse a ein Vielfaches von b, und b ein Theiler von o; 
oder wir sagen auch, b gehe in a auf, a sei theilbar durch b. Aus 
jeder Congruenz ra = «' (mod. a) folgt auch o = la' (mod. b). 
Offenbar besteht b aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl 
von Classen (mod. o). 

Sind a, b irgend zwei Moduln, so bilden alle die Zahlen, welche 
gleichzeitig in a und in b enthalten sind, das ftlemsfe gemeinschaft- 
liche Vielfache m von a und b, weil jedes gemeinschaftliche Viel- 
fache von 0 und b auch durch den Modul in theilbar ist. Durch- 
läuft a alle Zahlen des Moduls a, ß alle Zahlen des Moduls b, so 
bilden die Zahlen cc-\- ß den grössten gemeinschaftlichen Theiler 
von 0 und b, weil jeder gemeinschaftliche Theiler von o und b auch 
in dem Modul b aufgeht. 

3 . Sind Ol, o^ . . . o„ gegebene Zahlen, so bilden alle Zahlen 
von der Form 

o = Al Ol -f- Aj o, -j- ■ • • -F A„o„ , ( 1 ) 

wo Al, /ij . . . A„ alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, einen 
endlichen Modul o, und wr wollen den Complex der n Zahlen 
Ol, 02 . . . o„, mögen sie abhängig oder unabhängig von einander 
sein, eine Basis des Moduls 0 nennen. Dann besteht folgender Satz : 

Wenn alle Zahlen o eines endlichen Moduls 0 durch Multi- 
plication mit rationalen, von Null verschiedenen Zahlen in Zahlen 
eines Moduls m verwandelt iccrdcn hönnen, so enthält 0 nur eine 
endliche Anzahl incongruenter Zahlen (mod. m). 

Da es nämlich m "rationale, von Null verschiedene Zahlen »j, 
. . . r„ der Art giebt, dass die Producte }'i Oi , r j Oj . . . r„ o„ in m ent- 
halten sind, so giebt es auch eine ganze rationale, von Null vcrscliie- 
dene Zahl s der Art, dass alle Producte s o = 0 (mod. m) sind. Lässt 
man daher jede der n ganzen rationalen Zahlen Ai, A; . . . A„ ein 
vollständiges Restsystem (mod. s) durchlaufen, so entstehen s" Zahlen 
o von der Form ( 1 ), und jede Zahl des Moduls 0 ist wenigstens einer 
derselben congruent (mod. m); mitbin ist die Anzahl der in 0 ent- 
haltenen, nach m incongruenten Zahlen höchstens = s", was zu 
beweisen war. 
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Allein es ist wichtig, die Anzahl dieser incongruenten Zahlen 
genau zu bestimmen. Zu diesem Zweck betrachten wir das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache o der beiden Moduln o und m; da je 
zwei nach m congruente Zahlen o, m' des Modul o auch nach a con- 
gruent sind, und umgekehrt, so ist unsere Aufgabe die, die An- 
zahl der Classen (mod. a) zu bestimmen, aus welchen o,besteht. 
Wir suchen daher zunächst die allgemeine Form aller in ü ent- 
haltenen Zahlen 

a =Jci Ol ■\-hj(03 , (2) 

aufzustellen, wo Äi, fcj . . . lc„ jedenfalls ganze rationale Zahlen be- 
deuten. Ist nun r ein bestimmter Index aus der Reihe 1, 2 ... n, 
so giebt es unter allen den Zahlen u = 0r, in welchen kr^.i = 0, 
hr ^2 = 0 ... kn = 0 ist, auch solche, in denen kr von Null ver- 
schieden ist (z.B. scor), und unter diesen sei 

«r = -p «Moj -p • • • + (3) 

eine solche, in welcher kr den kleinsten positiven Werth besitzt. 
Dann leuchtet ein, dass der Werth von Äv in jeder Zahl flr durch 
o<''> theilbar, also von der Form af-^'>Xr ist, wo Xr eine ganze ratio- 
nale Zahl bedeutet, und dass folglich dr — Xr«r = Sr—i eine Zahl 
« ist, in welcher kr, K+i . . . k„ verschwinden. Hieraus folgt sofort, 
dass, nachdem man für jeden Index r eine solche particuläre Zahl 
«r des Moduls o aufgestellt hat*), jede Zahl u gewiss in die Form 
a = XiUi + XiUi + • • ■ + Xncc„ (4) 

gebracht werden kann, wo Xj, . . . x„ ganze rationale Zahlen be- 
deuten , aus welchen die in der F'orm (2) vorkommenden Zahlen 
ki,ki...k„ durch die Gleichungen 

r r r ' r r+1 * ' r n 

abgeleitet werden; und umgekehrt sind alle Zahlen « von der Form 
(4) in a enthalten. 

Ist nun eine Zahl ca von der Form (1) gegeben, sind also Äi, 
h-i ... h„ gegebene rationale ganze Zahlen, so sind alle Zahlen ca' 
des Moduls o, welche ihr nach m congruent sind, welche also eine 
Classe (mod. o) bilden, von der Form 

oj' = CO -p « = A'i oj, -P Ä'a «j -p • • • -P h'„ca„, (6) 


*) Das System dieser n particulären Zahlen wird ein vollständig be- 
stimmtes, wenn man die Bedingung hinzufügt, dass 0 ^ sein 

soll, wenn r' > r ist. 
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wo zufolge (5) 

h' =h -f . i 4* * • • + 

r r ' r r ' r r+1 * ' r n 

ist, und hieraus folgt, dass man successive die willkürlichen ratio- 
nalen ganzen Zahlen ic„_i » . . X\ stets und nur auf eine ein- 
zige Art so bestimmen kann, dass die n Zahlen hr den Bedingungen 

• aW (7) 

genügen. In jeder Classe existirt daher ein und nur ein Reprä- 
sentant ca' von der Form (6), welcher diesen Bedingungen (7) ge- 
nügt ; mithin ist die Anzahl der verschiedenen Classen «(mod. a), 
aus welchen der Modul o besteht, gleich demProducte aja" ••• ®n'^ 
d. h. gleich der Determinante des Coefficientensystems in den n 
particulären Zahlen von der Form (3), welche eine Basis von a 
bilden *). 


§. 162. 

Wir beschränken uns von jetzt an auf die Untersuchung der 
ganzen Zahlen, welche in einem endlichen Körper |(§. 159) ent- 
halten sind. 

1. Da jede algebraische Zahl (zufolge §. 160, 5.) durch Mul- 
tiplication mit einer rationalen ganzen von Null verschiedenen Zahl 
in eine -ganze Zahl verwandelt werden kann, so dürfen wir an- 
nehmen, dass die Zahlen coi , welche eine Basis des 

Körpers Sl bilden, sämmtlich ganze Zahlen sind, und es wird dann 
(zufolge §. 160, 1.) jede Zahl 

cj = 'I.Jhca^ (1) 

gewiss eine ganze Zahl sein, wenn ihre Coordinaten rationale 
ganze Zahlen sind; aber dies lässt sich im Allgemeinen nicht um- 
kehren, d. h. es kann co sehr wohl eine ganze Zahl sein, auch wenn 
ihre Coordinaten theilweise oder sämmtlich gebrochene Zahlen 

♦) Die weitere Entwicklung der allgemeinen Theorie der Moduln würde 
uns hier zu weit führen (vergl. §. 163) ; wir erwähnen nur noch folgenden 
Satz: Sind die Basiszahlen eines endlichen Moduls von einander abhängig, 
so giebt es immer eine aus unabhängigen Zahlen bestehende Basis desselben 
Moduls. Die eleganteste Methode, die neue Basis aufzufinden, besteht in einer 
Verallgemeinerung der von Gauss angewandten Behandlung der partialen 
Determinanten (D. A, artt. 234, 236, 279). 
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sind. Dies ist einer der wichtigsten Puncte der Theorie und muss 
deshalb vor Allem aufgeklärt werden. 

Wir schicken zunächst die einleuchtende Bemerkung voraus, 
dass die Discriminante (§. 159, (10)) eines jeden Systems von n 
unabhängigen ganzen Zahlen gewiss eine von Null verschiedene 
rationale und zwar ganze Zahl ist, weil sie durch Addition , Sub- 
traction und Multiplication aus lauter ganzen Zahlen gebildet ist. 
Giebt es nun wirklich in Sl eine ganze Zahl 


ß _ 


( 2 ) 


wo s, fci, h, . . . k„ ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftUchen 
Theiler bedeuten, deren erste s > 1 i.st, so behaupten wir, dass 
s* in der Discriminante cjg . . . a>„) aufgeht, und dass man 

eine neue Basis von ganzen Zahlen ßi, . . . ß„ aufstellen kann, 
deren Discriminante absolut genommen < d (cji, . . . g)„) ist. 

Um dies zu beweisen, bezeichnen wir mit m den aus allen 
durch s theilbaren ganzen Zahlen bestehenden Modul, ebenso mit 
0 das System aller Zahlen o von der Form (1), deren Coorcbnaten 
h^ ganze Zahlen sind; da jedes Product sco eine Zahl des Moduls m 
ist, so können wir die allgemeine Untersuchung des vorigen Para- 
graphen auf unsem Fall anwenden. Alle durch s theilbaren Zah- 
len « des Systems o sind daher von der Form 


« = Sa;,«» = s ^x^ß^, 

wo die n Zahlen «, = sßt particuläre Zahlen a , also die /?, ganze 
Zahlen des Körpers Sl, und die a?, wiUkürlicho rationale ganze 
Zahlen bedeuten. 

Da nun alle Zahlen so auch solche Zalüen « sind, so kann man 


»r = S b['-^ß^, OJ.2 . . . o„) = b‘‘^(ßi, ßi . . . ß„) 

setzen, wo die Cocfficienten rationale ganze Zahlen sind, und b 
die aus ihnen gebildete Determinante bedeutet; durch Umkehrung 
ergiebt sich, dass die n Producte bß^, mithin auch alle Quotienten 
ba:s Zahlen des Systems o sind. 

Wenden wir dies Resultat auf die obige Voraussetzung (2) an, 
dass die Zahl ß eine ganze Zahl, ihr Zähler 2 also eine Zahl 
« ist, obgleich die Zahlen s, ki, k^ . . . k„ keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, so folgt unmittelbar, dass b durch s fhrilbar ist, wo- 
durch zugleich die obigen Behauptungen erwiesen sind. 
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Da nun die Discriminante eines jeden Systems von n unab- 
hängigen ganzen Zahlen des Körpers £l eine von Null verschie- 
dene ganze rationale Zahl ist, so giebt es unter allen diesen Dis- 
criminanten eine solche, deren Werth — abgesehen vom Vorzeichen 
— ein Minimum ist, und aus der vorstehenden Untersuchung 
folgt unmittelbar, dass, wenn eine Basis aus solchen ganzen Zahlen 
<a,, cjj . . a„ besteht, deren Discriminante diesen Minimumwerth 
besitzt, die entsprechenden Coordinaten /)» einer jeden ganzen Zahl 
M des Körpers nothwendig ganze rationale Zahlen sein müssen. 
Eine solche Basis a),,Oj ... ea„ wollen wir eine Grundreihe des Kör- 
pers ü nennen; aus ihr ergeben sich alle anderen Grundreihen 
desselben Körpers, wenn man n ganze Zahlen oj von der Form (1) 
so wählt, dass die aus den zugehörigen Coordinaten gebildete 
Determinante = i 1 wird. 

Die wichtigste Rolle spielt aber die Minimaldiscriminante selbst, 
sowohl hinsichtlich der innerer!*) Constitution des Körpers ü, als 
auch hinsichtlich seiner Verwandtschaft mit anderen Körpern **); 
wir wollen daher diese positive oder negative ganze rationale Zahl 
die Grundzahl oder die Discriminante des Kikpers Sl nennen und 
mit zi (£1) bezeichnen; sie ist offenbar zugleich die Grundzahl eines 
jeden mit £l conjugirten Körpers. 

Die Zahlen eines quadratischen Körpers sind z.B. von der Form 
t -\-u\D, wo f, u alle rationalen Zahlen durchlaufen, und D eine 
ganze rationale Zahl bedeutet, welche kein Quadrat und auch durch 
kein Quadrat ausser 1 theilbar ist. Ist D = 1 (mod. 4), so bilden 
die Zahlen 1 und i(l -\-VD) eine" Grundreihe des Körpers, und 
seine Grundzahl ist = D; ist dagegen D = 2 oder = 3 (mod. 4), 
so bilden die Zahlen 1 und YD eine Grundreihe des Körpers, und 
seine Grundzahl ist = 4J5. 


*) Vergl. Kronecher: Ueber die algebraisch auflösbaren Gleichungen 
(Monatsbericht der Berliner Ak. 14. April 1866). 

♦*) Die erste Spur dieser Beziehungen hat sich bei einer schönen Unter- 
suchung von Kronecher gezeigt (Memoire sur les facteurs irreductibles de 
l’expression Joum. de Math., p. p. Liouville; T. XIX. 1854). Um 

den Charakter dieser Gesetze, deren Entwicklung ich mir auf eine andere 
Gelegenheit verspare, näher anzudeuten, führe ich nur das einfachste Bei- 
spiel an : das kleinste gemeinschaftliche Multiplum zweier von einander ver- 
schiedenen quadratischen Körper A, B ist ein biquadratischer Körper K, der 
noch einen dritten quadratischen Körper C zum Divisor hat; die Grundzahl 
von K ist gleich dem Product aus den Grundzahlen von A, B, C, und zwar 
eine Quadratzahl. 
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Ist ferner 0 eine primitive Wurzel der Gleichung 0™ = 1 
(§. 139), wo m > 2, so bilden die Zahlen 1, ö, 0» . . . 0»-> die 
Grundreihe eines Körpers vom Grade n=tp (m), dessen Grundzahl 

/ my — 1 

I a— 1 6—1 e—l ; I 
VVa Vb V2.../ 

ist, vfo a,b, c . . . alle verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen 
bedeuten. Ist m = 3 (oder = 6), so ist dieser Körper ein qua- 
dratischer, seine Grundzahl = — 3; ist m = 4, so )st die Grund- 
zahl des quadratischen Körpers = — 4. 

2. Aus den vorstehenden Principien ergiebt sich leicht der 
folgende Fundamentalsatz : 

Ist fl eine von Null verschiedene ganze Zahl des Körpers Sl, so 
ist die Anzahl der nach dem Modul (i incongruenten ganzen Zahlen 
des Körpers gleich dem absoluten Werth der Norm des Moduls g. 

Es sei m das System aller durch g theilbaren ganzen Zahlen 
(welche sich durch Addition und Subtraction reproduciren) , und o 
das System aller ganzen Zahlen des Körpers , d. h. aller Zahlen 
a von der Form(l), wo die Zahlen «, eine Grundreihe des Körpers 
bilden, und die Coordinaten ä» beliebige ganze rationale Zahlen be- 
deuten; da jeder Quotient a:g (zufolge §. 160, 5.) durch Multi- 
plication mit einer von Null verschiedenen ganzen rationalen Zahl 
in eine ganze Zahl verwandelt werden kann, so ist die Unter- 
suchung des vorigen Paragraphen auf unsern Fall anwendbar. 
Mithin sind alle durch g theilbaren Zahlen a des Systems o von 
der Form 

a = Sa;,«, = fl Sa:,/3,, 

wo die n Zahlen a^ = gß, particuläre Zahlen « bedeuten, also die 
Zahlen /3, in o enthalten sind, und die Grössen x, alle rationalen 
ganzen Zahlwerthe annehmen dürfen; die Anzahl der Classen, 
in welche das System o in Bezug auf den Modul g zerfällt, ist ferner 
gleich der aus den Coordinaten der n Zahlen «j . «„ gebil- 
deten Determinante a. Zugleich ist (nach §. 159, (II), (12)) 

A(tti . . . «„) = a^A{Sl) — N{gYA{ßi . . . ß„); 

da nun jede durch g theilbare Zahl u z= ga des Systems o die 
Form g ^x^ß^ besitzt, so ist jede Zahl <o des Systems o auch von 
der Form S-c,/3,; mithin bilden die Zahlen /I, ebenfalls eine Grund- 
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reihe des Körpers, und folglich ist J {ß^ . . . ß„) = ^ {£1), also a = 
± N ((i), was zu beweisen war. 

Zugleich leuchtet ein, dass nach der Methode des vorigen Para- 
graphen ein System von a incongruenten Repräsentanten der ver- 
schiedenen Classen, also ein voUständiges Restsystem für den Mo- 
did jtt aufgestellt werden kann *). 

3. Will man jetzt zwei gegebene ganze Zahlen 0, g daraul 
prüfen, ob sie relative Primzahlen sind, so braucht man offenbar 
m nur ein vollständiges Restsystem (mod. g) durchlaufen zu 
lassen und nachzusehen, wie oft Oa = 0 (mod. g) wird ; zeigt sich, 
dass dies nur dann ein tritt, wenn ® = 0 (mod. g) ist, so ist also 
jede durch 0 und g theilbare ganze Zahl (ja auch theilbar durch 
Og, mithin sind ö, g relative Primzahlen; besitzt aber die Con- 
grucnz Oa = 0 (mod. g) auch eine Wurzel a, welche nicht = 0 
(mod. ft) ist, so ist die entsprechende Zahl da durch ß und g, aber 
nicht durch Og theilbar, mithin sind 0, g keine relative Primzahlen. 

Ist 0 relative Primzahl zu p (z. B. 0 = 1), so durchläuft Oa 
gleichzeitig mit a ein vollständiges Restsystem (mod. g); folglich 
h.at jede Congruenz 0o> = 0' (mod. g) immer eine und nur eine 
Wurzel a (vergl. §. 22); ist ferner ii>(g) die Anzahl aller Classen, 
deren Zahlen relative Primzahlen zum Modul g sind, so durchläuft 
Oa gleichzeitig mit a die Repräsentanten aller dieser Classen, und 
da das Product dieser Zahlen cj auch relative Primzahl zu g ist, so 
ergiebt sich der Satz 

0«/^) = 1 (mod. ft), 

welcher dem Fermat’schen Satze (§. 19) entspricht. 

4. Verfolgt man diese Analogie mit der rationalen Zahlcn- 
theorie weiter, so drängt sich immer wieder die Frage nach der 
Zusammensetzung der Zahlen des Systems o (d. h. der ganzen Zahlen 
des Körpers ß) aus Factoren auf, welche demselben System o an- 

*) Bilden die n Zahlen irgend eine Basis des Körpers S. , und ist o 
das System aller der Zahlen a> von der Form (1), deren Coordinaten ganze 
Zahlen sind, so reproduciren sich die Zahlen des Systems o durch Addition 
und Subtraction ; nimmt man ferner an, dass sie sich auch durch Multiplication 
reproduciren, woraus zugleich folgt, dass sie ganze Zahlen sind, und nennt 
man zwei solche Zahlen <o, a>' stets und nur dann congruent in Bezug auf eine 
dritte solche Zahl g, wenn der Quotient (w — <«')•/“ wieder eine Zahl des 
Systems o ist, so ist die Anzahl der in o enthaltenen, nach g incongruenten 
Zahlen ebenfalls = 4; R ig)- Vergl. §. 165, 4. 

Dirichlet, ZahleDthcorir. 29 
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gdiören, und es zeigt sich zunächst, dass die unbegrenzte Zerleg- 
barkeit der ganzen Zahlen, wie sie in dem unendlichen Körper 
aUer algebraischen Zahlen auftrat (§. 160, 7.), in einem endlichen 
Körper Sl wieder verschwindet. Dafür tritt aber bei unendlich 
vielen solchen Körpern ß ein höchst eigenthümliches Phänomen 
auf, das schon früher (§. 16) gelegentlich erwähnt ist*). Nennt 
man eine Zahl in o zerlegbar, wenn sie das Product aus zwei Zahlen 
in 0 ist, welche beide keine ühnheiten sind, dagegen unzerlegbar, 
wenn dies nicht der Fall ist, so ist ofl'enbar jede zerlegbare Zahl g. 
darstellbar als Product aus einer endlichen Anzahl von unzerleg- 
baren Zahlen (vergl. §. 8), weil die Norm von g gleich dem Pro- 
ducte aus den Normen der einzelnen Factoren ist (§. 15!)); aber es 
zeigt sich häufig, dass diese Zerlegung nicht eine vollkommen be- 
stimmte ist, sondern dass mehrere ivesentlich verschiedene Zer- 
legungen derselben Zahl in unzerlegbare Factoren existiren (§.160, 
6.). Dies widerspricht so sehr dem in der rationalen Zahlentheorie 
herrschenden Begrifle des Primzahlcharaktei'S (§. 8), dass wir des- 
halb eine unzerlegbare Zahl als solche noch nicht als Primzahl an- 
erkennen ■wollen; wir suchen daher für den wahren Primzahl- 
charakter ein kräftigeres Kriterium als diese unzulängliche Unzer- 
legbarkeit aufzustellen, ähnlich wie früher bei dem Begriffe der 
relativen Primzahl (§. 160, 7.), indem wir die zu untersuchende 
Zahl g nicht zerlegen, sondern ihr Verhalten als Modul betrachten : 

Eine ganze Zahl g, tcelche keine Einheit ist, soll eine Primzahl 
heissen, wenn jedes durch g iheilbare Product rjQ ivenigstens einen 
durch g theilbaren Factor rj oder g besitzt. 

Es ergiebt sich dann sofort, dass die höchste in einem Pro- 
ducte aufgehende Potenz einer Primzahl g das Product aus den 
höchsten in den einzelnen Factoren aufgehenden Potenzen von g. 


*) Das dortige Beispiel passt freilich nicht ganz hierher, insofern die 
ganzen Zahlen des der Gleichung = — 11 entsprechenden quadratischen 
Körjiers nicht durch die Form t -|- uq, wohl aber durch die Form ( «0 

erschöpft werden, wo 2 d = 1 -|- p ist ; die Zahlen 3, 5, 2 e, 2 — p sind 
in der That zerlegbar : 3 = 0(1 — 0), 6 = (1 -f- 0) (2 — 0), 2 — p = — 0 (1 + 0), 
2 + e = — (1—0) (2 — 0); die vier Zahlen 0, 1—0, 1 + 0, 2-0 sind Prim- 
zahlen in diesem Körper. Die in Rede stehende Erscheinung tritt aber in 
dem der Gleichung = — 5 entsprechenden quadratischen Körper an dem 

Beispiel 3.7 = (l+2x) (1 — 2x) wirklich auf (vergl. §. 71; die beiden 
Zahlen 3, 7 sind durch die Hauptform der Determinante —6 nicht dar- 
stellbar). 
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und dass jede durch n nicht theilbare Zahl relative Primzald zu 
ist. Man erkennt ferner leicht, dass die kleinste durch n theilbare 
rationale ganze Zahl p nothwendig eine Primzahl (im Körper der 
rationalen Zahlen), und folglich die Norm von p eine Potenz von p, 
nämlich ein rationaler Divisor von N(p) =p" sein muss. Es wer- 
den daher gewiss alle Primzahlen p des Körpers Sl entdeckt, wenn 
die Divisoren aller rationalen Primzahlen p aufgesucht werden. 

5. Ist aber p keine Primzahl (und auch keine Einheit) , exi- 
stiren also zwei dmxh p nicht theilbare Zahlen ij, q, deren Pro- 
duct t) Q durch p theilbar ist , so schreiten wir zu einer Zerlegung 
von p in wii'kliche oder ideale., d. h. fingirte Factoren. Gicht es 
nämlich in o einen grössten gemeinschaftlichen Theiler v der bei- 
den Zahlen rj und p = vp', der Art, dass die Quotienten r\ : v und 
p:v relative Primzahlen sind, so ist p in die beiden Factoren v 
und p' zerlegt, von denen keiner eine Einheit ist, weil weder q noch 
fj durch p theilbar ist. Der Factor p' ist wesentlich dadurch be- 
stimmt, dass alle Wurzeln u' der Congruenz ija' = 0 (mod. p) 
durch p' theilbar sind (z. B. auch a' = p), und dass ebenso jede 
durch p' theilbare Zahl «' auch der vorstehenden Congruenz -ge- 
nügt. Umgekehrt, giebt es in o eine Zahl p', welche in allen Wur- 
zeln o' der Congruenz tju' = 0 (mod. ft) und nur in diesen aufgeht, 
so ist auch p theilbar durch ft', und der Quotient v = ft : ft' ist der 
grösste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen tj und p. 

Aber es kann sehr wohl der Fall eintreten, dass in o keine 
solche Zahl ft' zu finden ist; als nun diese Erscheinung (bei den 
aus Einheitswurzeln gebildeten Zahlen) Kummer entgegentrat, so 
kam er auf den glücklichen Gedanken, trotzdem eine solche Zahl 
ft' zu fingiren und dieselbe als ideale Zahl einzuführen ; die Theil- 
barJeeit einer Zahl «' durch diese ideale Zahl ft' besteht lediglich 
darin, dass u' eine Wurzel der- Congruenz tjet' = 0 (mod. p) ist, 
und da diese idealen Zahlen in der Folge immer nur als Theiler 
oder Moduln auftreten, so hat diese Art ihrer Einführung durchaus 
keine Bedenken. Allein die Befürchtung, dass die unmittelbare 
Uebertragung der bei den wirldichen Zahlen üblichen Benennungen 
auf die idealen Zahlen im Anfang leicht Misstrauen gegen die 
Sicherheit der Beweisführung einfiössen könnte, veranlasst uns, die 
Untersuchung dadurch in ein anderes Gewand eiiizukleiden, dass 
wir immer ganze Systeme von wirklichen Zahlen betrachten. 

29 * 
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§. 163. 


Wir gründen die Theorie der in o enthaltenen Zahlen, d. h. aller 
ganzen Zahlen des Körpers £1, auf den folgenden neuen Begriff. 

1. Ein System a von unendlich vielen in o enthaltenen Zahlen 
soll ein Ideal heissen, wenn es den beiden Bedingungen genügt; 

I. Die Summe und die Differenz je zweier Zahlen in a sind 
wieder Zahlen in a. 

II. Jedes Product aus einer Zahl in o und einer Zahl in o ist 
wieder eine Zahl in a. 

Ist « in a enthalten, so sagen wir, « sei (heilbar durch o, q gehe 
in « auf, w’eil die Ausdrucksweise hierdurch an Leichtigkeit ge- 
winnt. Wir nennen ferner zwei in o enthaltene Zahlen ra, o', deren 
Differenz durch a theilbar ist, congruent nach a (vergl. §. 161), und 
bezeiebnen dies durch die Congruenz « = «' (mod. a) ; solche Con- 
gruenzen dürfen (zufolge I.) addirt, subtrahirt und (zufolge II.) x 
multiplicirt werden, wie Gleichungen. Da je zwei einer dritten 
congruente Zahlen auch einander congruent sind, so kann man alle 
Zahlen in Classen (mod. o) eintheilen , indem man je zwei con- 
gruente Zahlen in dieselbe, je zwei incongruente Zahlen in zwei 
verschiedene Classen wirft; da nun, wenn g eine von Null ver- 
schiedene Zahl in a bedeutet, je zwei nach fi congruente Zahlen (zu- 
folge II.) auch nach a congruent sind — woraus zugleich folgt, dass 
0 aus einer oder mehreren Classen (mod. g) besteht — so ist (zufolge 
§.162, 2.) die Anzahl der Classen (mod. a), in welche o zerfällt, end- 
lich*). Wählt man aus jeder Classe ein Individuum als Kepräsen- 
tanten, so bilden dieselben ein vollständiges Itestsystem (mod. a); 
die Anzahl dieser Classen oder incongruenten Zahlen soll die Norm 
von 0 heissen und mit N (o) bezeichnet werden. 

Ist 1 ] eine von Null verschiedene Zahl in o, so bilden alle durch 
ij theilbaren Zahlen in o ein Ideal, welches mit i(jj) bezeichnet 
werden soll; solche Ideale sind besonders ausgezeichnet und sollen 


*) Dasselbe ergiebt sich unmittelbar aus §. 161; ist nämlich m irgend 
eine Zahl in o, so kann durch Multiplication mit einer von Null verschiedenen 
ganzen rationalen Zahl der Quotient <u : ,u in eine ganze Zahl , also a> (zu- 
folge II.) in eine Zahl des Ideals a verwandelt werden. 
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Ifauptideale heissen; die Norm von i(ij) ist = ± ist eine 

Einheit, so ist i()j) = o, und umgekelirt 

2. Wenn alle Zahlen eines Ideals a auch in einem Ideal b 
enthalten sind, so besteht oifenbar b aus einer oder mehreren Classen 
(mod. a), und wir wollen sagen, a sei ein Multiplum von b oder 

t heil bar durch b, b sei ein Theilcr von n oder gehe in a auf. 

Besteht b aus r Classen (mod. a), so ist N{a) = rN (b). Durch- 
läuft nämlich S die Reiiräsentanten dieser r Classen, und y ein voll- 
ständiges Restsystem (mod. b), so bilden die r2V(b) Zahlen y-pö 
ein vollständiges Restsystem (mod. a); denn erstens ist jede Zahl 
in 0 congruent einer Zahl y (mod. b), also = y -}- ö (mod. q), und 

zweitens folgt aus y 8 = y' b' (mod. a) , wo y\ 8' ähnliche 

Bedeutung haben wie y, 8 , successive y -j- ä = y' -|- Ä' (mod. b), 
y = y' (mod. b),'y = y', also 8 = 8' (mod. o), ä = ö', d. h. die 
sämmtlichen Zahlen y -f ä sind incongruent (mod. a). 

Ein Ideal besitzt folglich nur eine cwrf/?c/ie Anzahl von Theilcrn. 
Ist m theilbar durch a, O durch b, so ist auch in durch b theilbar. 
Das Hauptideal o selbst geht in jedem Ideal auf und ist zugleich 
das einzige Ideal, welches die Zahl 1 oder überhaupt Einheiten ent- 
hält, und dessen Norm = 1 ist. 

Das System aller derjenigen Zahlen, welche gleichzeitig in zwei 
Idealen n, b enthalten sind, ist das kleinste gemeinschaftliche Mul- 
tiplum m von n, b, insofern jedes gemeinschaftliche Multiplum von 
a, b durch das Ideal m theilbar ist. Durchläuft « alle Zahlen in «, 
ft alle Zahlen in b, so ist das System aller Zahlen « -f- /I der grösste 
gemeinschaftliche Theiler b der Ideale a, b, weil jeder gemeinschaft- 
liche Theiler von a, b in dem Ideale b aufgeht*). 

Ist r die Anzahl der in b enthaltenen Zahlen, welche (mod. a) 
incongruent sind, so besteht b aus r Classen (mod. m), und b aus 
r Classen (mod. o); also ist iV(m) = rN{b), N(a) = rN(t>), und 
N(m)N(h) = N(a)N(b). 

Ist b ein Hauptideal = i(? 2 ), so ist die Anzahl r der in b ent- 
haltenen Zahlen ft = riC3, welche (mod. o) incongruent sind , zu- 
gleich die Norm des aus allen W urzcln q der Congruenz p = 0 
(mod. a) bestehenden Ideals r, weil zwei Zahlen «, a' stets und 
nur dann congruent (mod. r) sind, wenn ijra = ga' (mod a) ist. 
Mithin ist in diesem Falle N{a) — N(x)N{i>). 

*) Die Erweiterung dieser Definitionen von m und b für mehr als zwei 
Ideale a, b . . . liegt auf der Hand. 
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3. Ein von o verscliieilenes Ideal p, welclies keinen von o und 
p vcrscliiedenen Theiler besitzt, soll ein Prhnidcal heissen. Dann 
gilt folgender Satz: 

Ist r]Q = 0 (mod. p) , so ist wenigstens eine der beiden Zahlen 
Tj, Q durch p thcilbar. Ist nämlich rj nicht = 0 (mod. p), so bilden 
die siimmtlichen Wurzeln p derCongruenz gg = 0 (mod. p) offen- 
bar ein in p aufgehendes Ideal, welches, da es die Zalil 1 nicht ent- 
hält, von 0 verschieden und folglich mit p identisch ist, was zu be- 
weisen war. 

Dieser Satz ist charakteristisch für ein Primideal, da er sich 
fülgendermaassen umkehren lässt : Enthält jedes durch ein (von o 
verschiedenes) Ideal p theilbare Product mindestens einen durch p 
theilbaren Factor, so ist p ein Primideul. Ist nämlich q ein Theiler 
des Ideals p”, aber verschieden von p, so giebt es in q eine nicht in 
p entlialtcne Zahl oi; dann ist (zufolge der Annahme) auch keine 
der Potenzen a’^, . . . durch p theilbar; da aber nur eine end- 

liche Anzahl von incongruenten Zahlen (mod. p) existirt, so muss 
einmal für zwei verschiedene Exponenten m und w -j- s > m notb- 
wendig 0 "*+' = o"‘ (mod. p), also das Product a”'(ca ‘ — 1) durch 
p theilbar sein; da nun nicht durch 'p theilbar ist, so muss (zu- 
folge der Annahme) der andere Factor <o ‘ — 1 durch p, und folg- 
lich auch durch q theilbar sein ; nun ist w und, weil s > 0 ist, auch 
ca* = 0 (mod. q), mithin ist auch die Zahl 1 in q enthalten, also 
q = 0 , was zu beweisen war. 

Nennt man ein von o verschiedenes Ideal zusammengesetzt, 
wenn es kein Primideal ist, so lässt sich dieser Satz auch so aus- 
sprechen : Ist 0 ein zusammengesetztes Ideal, so giebt cs zwei durch 
n nicht theilbare Zählen g, p, deren Product )jp durch n theilbar 
ist. Wir beweisen ihn zum zweiten Male auf folgende Art Es sei 
e ein von o und 0 verschiedener Theiler von n, so giebt es in c eine 
durch u nicht theilbare Zahl g, und der grösste gemeinschaftliche 
Tlieiler b von a und i(jj) ist theilbar durch e, also von 0 ver- 
schieden, mithin ist .N(b) >1. Das aus allen Wurzeln p der Cou- 
gruenz gg = 0 (mod. n) bestehende Ideal r ist ein Theiler von ü, 
und da (zufolge 2.) ^( 0 ) = N(x)N(b) > N(x) ist,' so ist r ver- 
schieden von 0 und enthält folglich eine durch o nicht theilbare 
Zahl p, was zu beweisen war. 

Es leuchtet nun ein, dass die kleinste (von Null verschiedene) 
rationale Zahl p, welche in einem Primideale p enthalten ist, noth- 
weudig eine Primzahl (im rationalen Zahlkörper) sein muss; da 
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feiner p iu i(ji) aufgeht, so ist N{\>) ein Theiler vou N(p) = p", 
also ebenfalls eine Potenz jV der rationalen Primzahl p , und man 
findet leicht (vergl. §. 1G2, 3.), dass jede in o enthaltene Zahl a 
der Congruenz 

aP^= Gj (mod. p) 

genügt*). Auch hat es keine Sehmerigkeit, die allgemeinen Sätze 
der §§. 26, 27, 29, 30, 31 auf Congruenzcn in Bezug auf den Mo- 
dul p zu übertrsigen. 

Ist das Jdeinste gemeinschaftliche Multiplum m der Ideale a, b, 
c . . . durch das Primideal p theilbar, so geht p tvenigstens in einem 
der Ideale a, b, c . . . auf. Ist nämlich heins dieser Ideale durch p 
theilhar, giebt es also in a, b, c . . . resp. Zahlen «, ß, y , die 
nicht durch p theilbar sind , so ist das in q, b, c . . . , also auch in 

*) Hierauf beruht (las Eingreifen der Theorie der höheren Congruenzen 
(vergl. §. 26), welche zur Bestimmung der Primideale dient. Für die Körjier 
vom Grade n = rp (m), welche aus den primitiven Wurzeln 0 der Gleichung 
0"‘ = 1 entspringen, ist dieselbe zuerst ausgefiihrt, und zwar vou Kummer, 
dem Schöpfer der Theorie der idealen Zahlen; den hierauf bezüglichen Theil 
seiner Untersuchungen findet man am vollständigsten zusammengestellt in 
den Abhandlungen : Memoire sur la theorie des nomhres complexes com- 
poses de racines de l'unite et de nomhres entiers (Joum. de Math. p. p. 
Liouville, T. XVI. 1851). — Theorie der idealen Primfactoren dereomplcxen 
Zahlen, welche aus den Wurzeln der Gleichung eu« = 1 gebildet sind, 
wenn n eine zusammengesetzte Zahl ist (Abh. der Berliner Ak. 186(i). Das 
Ilauptresiiltat ergiebt sich mit grösster Leichtigkeit aus unserer Theorie und 
lautet in unserer Ausdrucksweise folgendermassen; Ist J) eine rationale Prim- 
zahl und m' der gi’össte durch p nicht tlieilbare Divisor von m = p'm', ge- 
hört ferner p zum Exponenten / (mod. m'), wo g (»«') = ef (g. 28) , so ist 
i(p) = (Pi Ps ■ • • P4^‘'’'^ wo Pi, p 2 . . . p* von einander verschiedene Prim- 
ideale bedeuten, deren Normen = p/ sind; wenn p' > 1, so ist i(l — 0'»') = 
p, p 2 • ■ • P*- — Für complexe Zahlen einer höheren Stufe vergl. Kummer: 
lieber die allgemeinen Keciproeitätsgesetze unter den Resten und Nicht- 
resten der Potenzen, deren Grad eine Primzahl ist (Abh. der Berliner Ak. 
1859). — Für diejenigen Köriier fl, deren conjugirte K(örpcr mit fl iden- 
tisch sind, und welche ich Galois’sche Körper nennen möchte, vergl. Sel- 
ling: lieber die idealen Primfactoren der complexcn Zahlen, welche aus 
den Wurzeln einer beliebigen irreductibelen Gleichung rational gebildet sind 
(Schlömilch’s Zeitschr. für Math. u. Phys. Bd. 10. 18C5). — Ein spccieller Fall 
biquadratischer Körper ist vollständig durchgefiihrt von Bachmann: Die 
Theorie der complexcn Zahlen, welche aus zicei Quadratwuneln zusammen- 
gesetzt sind. 1867. — Für eine gewisse Classe cubischer Körper vergl. Eisen- 
stein: Allgemeine Untersuchungen über die P'ormen dritten Grades mit 
drei Variabein, welche der Kreistheilung ihre Entstehung verdanken 
(Crclle’s Journ. XXVTII). 
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m enthaltene Product ußy . . . nicht theilbar durch das Primideal 
p, und Iblglich geht nicht in m auf, was zu beweisen war. 

Ist die Zahl ij nicht theilbar durch das Ideal fl, so giebt es 
immer eine durch r] thcilbarc Zahl v der Art, dass alle Wurzeln n 
der Congruem va = 0 {mod. o) ein Primideal bilden. Alle Wur- 
zeln ß der Congruenz gß = 0 (mod. a) bilden ein in a aufgehendes 
Ideal h, welches von o verschieden ist, weil es die Zahl 1 nicht ent- 
hält; ist b ein Primideal, so ist der Satz bewiesen. Ist 6 kein 
Primideal, giebt es also zwei durch b nicht theilbare Zahlen rj', q', 
deren Product g' g' = 0 (mod. b) ist, so bilden alle Wurzeln y der 
Congruenz g'y = 0 (mod. b) , d. h. der Congruenz gg'y ~ 0 
(mod. a), ein in b aufgehendes Ideal c, und zwar ist (zufolge 2.) 
N(c) < Ar(b), weil g' in c, aber nicht in b enthalten ist; ausserdem 
ist c von 0 verschieden, weil >/ nicht in b, und folglich die Zahl 1 
nicht in c enthalten ist; ist c ein Primideal, so ist der Satz bewiesen. 
Ist aber c kein Primideal, so kann man in derselben Weise foi't- 
fahren; endlich muss in der Keihe der Ideale b, c, b . . ., deren 
Normen immer kleiner werden, aber stets > 1 bleiben, ein Primideal 
p auftreten, welches aus allen Wurzeln at der Congruenz vjt = 0 
(mod. a) besteht, wm v z= gg'g" . . . durch ij theilbar ist. 

4. Ist (I eine von Null verscliiedene Zahl in o und keine Ein- 
heit, so existirt zufolge des zuletzt bewiesenen Satzes (in welchem 
man »j = 1 nehmen kann) jedenfalls eine Zahl v der Art, dass alle 
Wurzeln sr der Congruenz vtc = 0 (mod. ft) ein Primideal p bilden; 
Primideale, w'elche aus den sämintlichen Wurzeln einer solchen Con- 
gruenz bestehen, wollen wir vorläufig einfache Ideale nennen. Ist 
nun r irgend ein ganzer rationaler, nicht negativer Exjmnent, so 
bilden alle Wurzeln g der Congruenz pv = 0 (mod. ft'’) ein Ideal, 
welches die rte Potenz von p heissen und mit p*" bezeichnet ■R’erden 
soll. Diese Definition ist unabhängig von dem zur Definition von p 
benutzten Zahlenpaar ft, v; ist nämlich ft' irgend eine von Null ver- 
schiedene, durch p theilbare Zahl, also vg' — gv', so folgt aus 
gv'' = 0 (mod. ft*") durch Multiplication mit ft'*’ und Division durch 
ff auch gv'’’~0 (mod. ft''’), und umgekehrt. Von der grössten 
Wichtigkeit sind aber die folgenden Sätze über einfache Ideale p: 

Ist s ^ r, so ist p' theilbar durch p^ Ist nämlich ö in p* ent- 
halten, also öv’ = Tg’, so folgt, dass 

/Ov’-y 

' ( — I = fö»-'’ 

\wJ 
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eine ganze Zahl ist; mithin ist (nach §. 160, 3.) der jedenfalls dem 
Körper £l angehörige Quotient OVifi’’ ebenfalls eine ganze Zahl, 
also in o enthalten, weil o alle ganzen Zahlen des Körpers Sl um- 
fasst*); also ist jede Zahl o des Ideals p' auch in p’' enthalten. 

Ist Q eine von Null verschiedene Zahl in fl, so gicbt es immer 
eine höchste in q auf gehende Potenz von p. Wäre nämlich für un- 
endlich viele Exponenten r das Product pv'’ theilbar durch ft'', so 
müsste, da nur eine endliche Anzahl incongruenter Zahlen (mod. p) 
existirt, für zwei verschiedene solche Exponenten r, s noth wendig 
einmal 


Q 


( 0=(0 


4 - ® 


werden, wo to eine gjuize Zahl ; hieraus würde aber (nach §. 1 60, 3.) 
folgen, dass v durch ft theilbar wäre, was nicht der Fall ist, weil 
sonst p = 0 wäre. 

Sind p*", p' resp. die höchsten in q, ö aufgehenden Potenzen, so 
ist p’"*'* die höchste in pö auf gehende Potenz von p. Denn da 
Qv’’ = p'ft'", <Sv‘ = ff' ft', und keins der Producte vp', vff' durch ft 
theilbarist, so folgt pöi'’'+' = p'ff'ft''+', und vp'ö' kann nicht durch 
fl theilbar sein, weil p ein Primideal ist. 

Ist e ^ 1 der Exponent der höchsten in ft seihst aufgehenden 
Potenz von p, also pv‘ — xft', wo vx nicht theilbar durch ft, so 
folgt V’ = xft'-\ d. h. der Exponent der höchsten in v aufgehen- 
den Potenz von p ist = c — 1. Das Ideal p' besteht aus den 
sämmtlicheh Wurzeln 0 der Congruenz xö = 0 (mod. fi). Die 
ganze Zahl A = xft:v = Vftx^ ist durch p, aber nicht durch p» 
theilbar; mithin ist A’' durch p*“, aber nicht durch p’'+i theilbar, 
woraus beiläufig folgt, dass die Ideale p’' und p’'+* wirklich ver- 
schieden sind. Endlich leuchtet folgender Satz ein : 

Jede Potenz p'' eines einfachen Ideals p ist durch kein von p 
verschiedenes Primideal theilbar. Ist nämlich « irgend eine Zahl 
in p, so muss ein in p'' aufgehendes Primideal in n’’, also (zufolge 
3.) in n selbst, d. h. in p aufgehen und folglich mit p identisch sein. 

5. Die Wichtigkeit der einfachen Ideale und ihre Analogie 
mit den rationalen Primzahlen tritt unmittelbar hervor in dem fol- 
genden Hauptsatz: 


*) Soliald diese Bedingung nicht erfüllt ist, verlieren auch die obigen 
Sätze ihre allgemeine Gültigkeit; dies ist von Wichtigkeit für die Erweite- 
rung der Definition der Ideale (vergl. §. 165, 4.). 
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Wenn alle in einer von Null vcrschiedeticn Zahl (i aufgehen- 
den Fotenzen einfacher Ideale uueh in einer Zahl rj auf gehen, so 
ist rj durch g theilbar. Ist 7 ; nicht theilbar durch ft, so giebt es 
(zufolge 3.) eine durch tbeilbare Zahl v der Art, dass alle Wur- 
zeln a der Congruenz va = 0 (mod. ft) jein in ft aufgehendes ein- 
faches Ideal p bilden ; ist p' die höchste in ft aufgehende Potenz, so ist 
(nach 4.) p*~* die höchste in v aufgehende Potenz, und da v durch 
t] tlieilbar ist, so kann ij nicht durch p' theilbar sein, was zu beweisen 
war. Derselbe Satz lässt sich offenbar auch so aussprechen: Jedes 
Haiqdideal i(fi) ist das kleinste gcnieinschaßliche Multiplum aller in 
ft auf gehenden Potenzen von einfachen Idealen. Es folgt zunächst: 

Jedes Primideal p ist ein einfaches Ideal. Es sei ft irgend 
eine von Null verschiedene Zahl in p, so muss p (zufolge 3.) meiner 
der Potenzen einfacher Ideale aufgehen, deren kleinstes gemein- 
schaftliches Multiplum i(ft) ist; mithin ist p seihst (zufolge 4.) ein 
einfaches Ideal. — Wir sprechen daher künftig nur noch von Prim- 
idealen, nicht mehr von einfachen Idealen. 

Wenn alle in cinetn Ideal in aufgehenden Potenzen von Prim- 
idealen auch in einer Zahl t] auf gehen, so ist rj theilbar durch m. Ist 
t; nicht theilbar durch in, so giebt es (nach 3.) eine durch r\ theil- 
bare Zahl v der Art, dass alle Wurzeln n der Congruenz va = 0 
(mod. m) ein Primideal p bilden ; ist p*' die höchste in m aufgehende 
Potenz von p, so giebt es in m eine nicht durch p‘'+* theilbare Zahl 
ft, und das aus allen Wurzeln g der Congruenz ap = 0 (mod. ft) be- 
stehende Ideal r ist theilbar durch p, weil vg = 0 (mod. m) ist. Sind 
nun p', p'*’, p"^'... die sämmtlichen höchsten in ft aufgehenden Potenzen 
verschiedener Primideale p, p', p" . . . , so besteht r zufolge des obigen 
Hauptsatzes aus allen gemeinschaftlichen Wurzeln g der Congruen- 
zeu apsO (mod. p''), vp = 0 (mod. p'''), vg==0 (mod. p"*") u.s. w., 
d. h. r ist das kleinste gemeinschaftliche Multiplum der Ideale q, 
q', q" . . ., welche resp. aus den Wurzeln jeder einzelnen dieser Con- 
gruenzeu bestehen; da nun die Ideale t;', q" . ... als Tlieiler von 
p'*', p"'" . . . nicht durch p theilbar sind, so muss, weil X durch p 
theilbar ist, auch q (zufolge 3.) durch p theilbar sein ; es kann folg- 
lich p" nicht in v aufgehen ( weil sonst q = 0 , also nicht durcli p 
theilbar wäre), und da v durch ij theilbar ist, so kann p« auch 
nicht in rj aufgehen, was zu beweisen war. 

Dieser Fundanicntalsatz lässt sich offenbar auch so aussprecheu: 
Jedes Ideal ist das kleinste gemeinschaftliche Multiplum aller in ihm 
aufgehenden Potenzen von Primidealen. Er entspricht durchaus 
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dem Fuiulamentalsatze der rationalen Zaldentlicorie über die Zu- 
sammensetzung der Zahlen aus Primzahlen (§.8); denn ihm zufolge 
ist jedes Ideal m vollständig bestimmt, sobald die höchsten in m 
aufgehenden Potenzen p', p'“*, p"*" . . . von Primidealen gegeben 
sind; aus ihm ergiebt sich auch ohne Weiteres der folgende Satz: 
Ein Ideal m ist stets und nur dann dureh ein Ideal b tlieilbar, 
wenn alle in b aufgehenden Potenzen von Primidealen auch in in 
aufgehen. Dies folgt unmittelbar aus dem Begriffe des kleinsten 
gemeinschaftlichen Multiplunis. 

Ist m das kleinste gemeinschaftliehe MtdUplum von p% p'**, 
p"*" . . tvo p, p', p" . . . von einander verschiedene Primideale 
bedeuten, so ist iV(in) = N(py Nip'y N{p"y . . . Es giebt immer 
(zufolge 4.) eine durch p‘->, aber nicht durch a = p' theil- 
bare Zahl das aus allen Wurzeln p der Congruenz f]Q = 0 
(mod. o) bestehende Ideal r ist verschieden von o (weil es die 
Zahl 1 nicht enthält) und ein Theiler von p (zufolge 4.), folglich 
identisch mit p; da ferner der grösste gemeinschaftliche Theiler b 
der Ideale u = p' und i(»j) zufolge des eben bewiesenen Funda- 
mentalsatzes = p'^‘ ist, so folgt (aus 2.) N(a) = N(x)N('b), d. h. 
N(p^) = iV(p) .^(p'-'), und hieraus allgemein JV(p') == .^(p)'. — 
Nun ist (zufolge der Definition 2.) das kleinste gemeinschaftliche 
Multiplum m der Ideale p', p''', p"'" . . . zugleich auch das der 
Ideale u=p* und 6, wo b das kleinste gemeinschaftliche Multiplum 
der Ideale p'«', p"*" . . . bedeutet; da ferner (zufolge des Funda- 
mentalsatzes ) 0 der grösste gemeinschaftliphe Theiler von a und 6 
ist, so folgt (aus 2.) iV(m) = N'(a) N(b), d. h. JV(m) — N(pyN(b) 
und hieraus ergiebt sich offenbar der zu beweisende Satz. 

6. Multiplicirt man alle Zahlen eines Ideals o mit allen Zahlen 
eines Ideals b, so bilden diese Producte und deren Summen ein 
durch a und b theilbares Ideal, welches das Product aus den Fac- 
toren 0 und b heissen und mit ab bezeichnet werden soll. Aus dieser 
Erklärung leuchtet sofort ein, dass oo = a, ab = ba, ferner (ab)c 
= a(bc) ist (vergl. §§. 1, 2, 147). Zugleich gilt folgender Satz; 

Sind p“, p* resp. die höchsten in a, b aufgehenden Potenzen des 
Primideals p, so ist p«+* die höchste in ab auf gehende Potenz von 
p; und es ist N{ab) = N(a)N(b). 

Aus der Erklärung folgt nämlich unmittelbar (mit Rücksicht 
auf 4.), dass ab durch p“+'’ theilbar ist; da ferner in n eine durch 
p“+‘ nicht theilbare Zahl u, in b eine durch p^+J nicht theilbare 
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Zahl ß existirt, so giebt es in ab eine durch nicht theilbare 

Zahl aß, womit der erste Theil des Satzes bewiesen ist. Ist alsoa 
das kleinste gemeinschaftliche Multiplum der Potenzen p“, p'“', 
p"“" . . . der von einander verschiedenen Primideale p, p', p" . . 
und b das kleinste gemeinschaftliche Multiplum der Potenzen p*, 
p'*', p"''"..., so ist ab dasjenige der Potenzen p“+*, p' p"“"+*"..., 
woraus (mit Rücksicht auf 5.) auch der zweite Theil des Satzes folgt. 

Da aus diesem Satze auch p“p* = p“+* folgt, so ist die oben 
(in 4.) gewählte Ausdrucks- und Bezeichnungsweise gerechtfertigt. 
Sind ferner p, p', b" • • • von einander verschiedene Primideale, so 
ist p“p'“'p"“" . . . das kleinste gemeinschaftliche Multiplum der Po- 
tenzen p“, p'“*, p"“" . . . Auch leuchtet ein , dass der Begriff der 
Potenz durch die Definition a*"+* = aa’’ auf jedes Ideal n ausge- 
dehnt werden kann. Ist endlich a theilbar durch b, so giebt cs 
immer ein und nur ein Ideal r der Art, dass a = rb wird; sind 
nämlich p“, p“* die höchsten resp. in a, b aufgehenden Potenzen 
eines Primideals p, so ist d ^ a, und r ist das Product aus allen 
Potenzen p“^. Mit Rücksicht hierauf erkennt man leicht, dass 
die früheren Sätze (in 2.) sich jetzt einfacher aussprechen lassen. 

7. Wir nennen nun a und b relative Priniideale, wenn ihr 
grösster gemeinschaftlicher Theiler = o ist; ebenso soll rj relative 
Friimahl zum Ideal n heissen, wenn o und i(»;) relative Priniideale 
sind. Es leuchtet dann ein, dass die Sätze der rationalen Zahlen- 
theorie über relative Primzahlen sich leicht auf die Theorie der 
Ideale übertragen lassen; wir begnügen uns aber hier, folgenden 
wichtigen Satz -zu beweisen (vergl. §. 25) : 

Sind a, b relative Pr imideale, und u,v ztvei gegebene Zahlen, so' 
giebt es immer eine und nur eine Classe von Zahlen ■>] (»lorf. ab), welche 
den Bedingungen {mod.d), i] = v (mod.h) genügen. Durchlaufen 
nämlich g, v, rj vollständige Restsysteme resp. für die drei Moduln 
a, b, ab, so entspricht jeder Zahl g eine und nur eine Combination 
p, V der AiT, dass (i = g (mod. a), v = g (mod. b) ist; entspräche 
ferner zwei verscliiedcnen Zahlen g, g' des Restsystems für den 
Modul ob eine und dieselbe Combination p,v, so wäre g — g' theil- 
bar sowohl durch a als durch b, also auch durch ob (weil a, b re- 
lative Priniideale sind), niitliin wäre g = g' (mod. ab), was gegen 
die Voraussetzung streitet. Durchläuft daher g alle seine Werthe, 
deren Anzahl = N (ab) ■= N (a ) N (b) ist, so entstehen ebensoviele 
verschiedene Combinationen p, v; und da genau ebensoviele ver- 
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schiedene Combinationen ft, v wirklich existiren, so muss auch um- 
gekehrt jede Comhination ft, v einer Zahl tj entsprechen , was zu 
beweisen war. 

Bedeutet f (a) die Anzahl der (mod. a) incongruenteu relativen 
Primzahlen zu a, so ist t(ab) = t(a)rp(b), wenn a, b relative 
Primidealc bedeuten. Ist ferner p ein Primideal, und c ^ 1, bo ist 
ip (p') = N (p') — N (p''“*) = N (p)'“’ (N{p) — 1 ) ; denn , wenn d 
alle r durch p thcilbaren und nach dem Modul p' iiicongruenten 
Zahlen, wenn fenier y ein vollständiges Restsystem (mod. p) durch- 
läuft, so bilden die Zahlen y -f- d (zufolge 2.) ein vollständiges Rest- 
system (mod. p'), und es ist JV(p') = rN{p), also r = Arip'"*); 
nun ist aber eine solche Zahl y d stets und nur dann relative 
Primzahl zu p', wenn y nicht = 0 (mod. p) ist, und folglich ist die 
Anzahl der Zahlen y -f d , welche relative Primzahlen zu p‘‘ sind, 
gleich r(N(p ) — 1), was zu beweisen war. 

Bedeutet p ein Primideal, so giebt es (zufolge 4.) immer eine 
Zahl A, welche durch p, aber nicht durch p^ theilbar ist, mithin 
aifch eine Zahl A', welche durch p', aber nicht durch p'’+' theilbar 
ist. Sind nun p, p', p" . . . von einander verschiedene Primideale, 
und haben A', A" . . . ähnliche Bedeutung für p' , p" . . . , wie A für 
p, so existirt immer, wenn e, e', e" . . . gegebene Exponenten be- 
deuten, eine Zahl »f, welche den gleichzeitigen Congi'uenzen 

-if = A' (mod. p'+'), = A'*' (mod. p'''+'), 

r) = A"'" (mod. p"«"+i) . . . 

genügt, weil die Moduln relative Primideale sind. Dann ist olfen- 
bar i(if) = mp*p'''p"'" . . ., und das Ideal m ist durch keines der 
Primideale p, p', p" theilbar. Hieraus folgt unmittelbar der Satz: 

Sind a, b zicei beliebige Ideale, so gieht cs immer ein solches 
relatives Primideal m zu b, dass am ein Haiqdideal wird. Sind 
nämlich p, p', p" . . . alle von einander verschiedenen in ab auf- 
gehenden Primideale, und ist a = p^p'^'p"'" . . . (wo die Ex- 
ponenten e, d, e". . . auch = 0 sein können), so giebt es, wie eben ge- 
zeigt ist, ein durch a theilbares Hauptideal \(rj) = am der Art, 
dass b und m relative Primideale sind. 

Hieraus folgt auch, dass jedes Ideal o, welches kein Hauptidcal 
ist, immer als der grösste gemeinschaftliche Thciler von «'tce« Haupt- 
idealen angesehen werden kann ; hat man nämlich nach Belieben 
ein durch a theilbares Hauptideal i(?f') = ob gewählt, so kann 
man immer ein zweites i(ij) = om so wählen, dass b und in re- 
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lative Primideale werden; die sämmtlichen Zahlen des Ideals a 
sind dann von der Form* wo w, alle Zahlen in o 

durcldaufen. 


§. 164. 


Wir gehen nun zu einer Kintheilung der Ideale des Körpers 
Sl in Classen über, welche auf folgenden Grundlagen beruht. 

1. Das System E aller Hauptideale besitzt folgende fundamen- 
tale Eigenschaften *). 

I. Jedes Product aus zioei Idealen in E ist wieder ein Ideal 
in E. Denn es ist 

II. Sind c und ce' Ideale in E^ so ist auch e' ein Ideal in E, 
Ist nämlich c = i (?^), e c' = i {ri") , 6o ist t]” tbeilbar durch rj , also 
7j" = rjrj\ woraus e' = i(i?') folgt. 

III. Ist a ein heliebiges Ideale so gieht es immer ein IdeaT in 
(/er Art^ dass am ein Ideal in E wird. Denn es sei rj irgend eine 
von Null verschiedene Zahl in a, so ist das Ideal c = !(?;) theilbar 
durch ti, und folglich existirt (nach §. 163, 6. oder 7.) ein Ideal m, 
welches der Bedingung oin = e genügt. 

Wir nennen nun zwei Ideale a, n' äquivalent., wenn ein Ideal 
m der Art existirt, dass beide Producte am, o'm dem System E 
angehören **). Sind ferner a', a" ä(piivalent, giebt es also ein Ideal 
m' der Art, dass a'm', a"m* Ideale in E sind, so gehören, wenn 
a'mm' = m" gesetzt wird, auch die Producte am" = (am)(a'm') 
und a"in" = (a'm)(a"m') dem System E an (zufolge I.), d. h. die 

*) Diese drei Eigenschaften sind aber nicht charakteristisch für das Sy- 
stem E der Ilauptideale , sondern sie kommen auch anderen Systemen zu, 
für welche dann nothwendig dieselben Gesetze der Classification gelten. 
Giebt es z. B. in Ä keine Einheit, deren Norm = — 1 ist, und nimmt man ein 
Ideal i(i/) nur dann in das System E auf, wenn N{t]) positiv ist, so hat auch 
dieses System E dieselben drei Eigenschaften (vergl. Kronecker : Uehcr die 
Classcnanzahl der aus Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen; 
Monatsber. d. Berliner Ak. 23. Juli 1863). Ebenso könnte man in E alle 
Ideale einer ganzen Gruppe von Classen aufnehmen , z. B. alle diejenigen, 
welche dem Ilauptgeschleeht angehören. 

**) Diese Definition kann oflenbar auch durch die folgende ersetzt 
werden : zwei Ideale a, q' heissen äquivalent, wenn es zwei Ideale c, e' in E 
giebt, welche der Bedingung oc' = o'c genügen. 
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dem Ideale n' äquivalenten Ideale o, n" sind aucli einander jiqui- 
valent. Hieraus allein folgt schon die Möglichkeit, alle Ideale in 
Classen einzutheilen: eine Classc ist der Inbegriff aller Ideale, 
welche einem bestimmten Ideal äquivalent sind. 

Das System E selbst bildet eine solche Classe. Gehören nämlich 
c, e', c" diesem System an,- so gilt (zufolge I.) dasselbe von den Pro- 
ducten ce", e'c", d. h. c, e' sind äquivalent und gehören folglich in 
eine und dieselbe Classe. Sind umgekehrt c, c' äquivalent, und ge- 
hört e dem System E an, so gilt dasselbe von e'; denn, wenn e, cc", 
e'c" Ideale in E sind, so gehört (zufolge U.) auch c", mithin aucli c' 
dem Systeme E an. Diese Classe E soll die Hnujttdassr. heissen. 

Durchläuft nun a alle Ideale einer Classe A, b alle Ideale einer 
Classe so gehören alle Producte ab einer und derselben (üasse 
an, welche ans A undB zusammengesetzt heissen und mit AB be- 
zeichnet werden soll; gehören nämlich oni, a'm, bn, b'n der Hauptclasse 
E an, so gilt (zufolge I.) dasselbe von (ab)(mn) = (om)(bn) und 
(a'b') (mn) = (a'm) (b'n). Offenbar ist AB = BA^ {AB)C — 
A{BC) u. s. w; (vergl. §. 147). 

Ist Q ein beliebiges Ideal, e ein Ideal in E, so sind a und ac 
äquivalent; gehört nämlich om dem System E an, so gilt dasselbe 
von (ac)in = (om)e. Hieraus folgt AE = A (vergl. §. 148, 1.). 

Da ferner jedes gegebene Ideal o (zufolge III.) durch Multi- 
plication mit einem Ideal m in ein Ideal der Hauptclasse E ver- 
wandelt werden kann, so gehört zu jeder gegebenen Classe A auch 
eine entgegengesetzte Classe M (oder A~^) der Art, dass AM = E 
wird, und zwar nur eine einzige, weil aus AM' = E auch AM' M 
= EM, d. h. M' = M folgt. Allgemein ergiebt sich hieraus, dass 
aus AB = AC stets B = C folgt (vergl. §. 148, 2.). 

2. Dass nun die Anzahl aller Idealclassen endlich ist, beruht 
auf einer tieferen Eigenschaft des Systems E aller Hauptideale, 
welche jetzt zu besprechen ist. Hilden die ganzen Zahlen oi, 
«2 . . . eine Grundreihe (oder irgend eine Basis) des Körpers 
Sl, und setzen wir (wie in §. 15!)) <o = ff = E(ca), so ist 

II eine homogene Function «ten Grades der Coordinaten A, mit 
ganzen rationalen Coefficienten ; bedeutet nun s die Summe der 
absoluten Werthe dieser Coefficienten, so besteht folgender Satz: 

Ist n irgend ein Ideal, so gieht es immer ein durch a theilharcs 
Ilanptideal, dessen Norm ^sN(a) ist. Man gebe jeder der »(Coor- 
dinaten h, alle (A -fl) Werthe 0, 1, 2 . . . A, wo k ^ VN(a) < A -f 1 ; 
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da die Anzahl (k 4- 1)" der so entstellenden ganzen Zahlen ra grösser 
als N (a) ist , so müssen zwei ungleiche von ihnen einander con- 
gruent (mod. o) sein; ihre Difl'erenz rj wird dann eine von Null 
verschiedene, durch n theilbare Zahl, und da die absoluten Werthe 
ihrer Coordinaten den Werth k nicht übersteigen, so ist N(r{) ab- 
solut genommen ^ sk’‘ ^ sA/’(o); das Hauptideal i(ij) hat daher 
die geforderte Eigenschaft. Derselbe Satz kann offenbar auch so aus- 
gesprochen werden: Jedes Ideal a kann in ein Hauptideal ver- 
wandelt werden durch Multiplication mit einem Ideal ni, dessen 
Norm ^ s ist. 

Hierzu tritt folgende Ueberlegung. Durchläuft g ein voll- 
ständiges Rcstsystem (mod. m), so nimmt auch 1 -|- p lauter incon- 
gruente Werthe an, woraus durch Addition leicht folgt, dass die 
Zahl m = AT(m) durch m theilbar, dass also m ein Theiler des 
Hauptideals i (»») ist. Da nun jedes Ideal nur eine endliche An- 
zahl von Theilem besitzt (§. 163, 2.), so giebt es auch nur eine 
endliche Anzahl von Idealen m, deren Normen einen gegebenen 
Werth Mi besitzen , mithin auch nur eine endliche Anzahl von 
Idealen in, deren Normen einen gegebenen Werth s nicht über- 
treffen. Zufolge des vorhergehenden Satzes giebt es daher eine 
endliche Anzahl von Idealen m der Art, dass jedes beliebige Ideal 
0 durch Multiiilication mit einem dieser Ideale m in ein Hauptideal 
verwandelt werden kann; dieser wichtige Zusatz zu der Eigen- 
schaft HI. des Systems E kann offenbar auch so gefasst werden: 
Die ^Anzahl der Idealclassen, d. h. die Anzahl der nicht äqui- 
valeflten Ideale ist endlich. 

3. Es leuchtet nun ein, dass alle Sätze über Perioden oder 
über Gruppeh von Classen quadratischer Fotmen (§. 149) ohne 
Weiteres auf unsere Idealclassen übertragen werden können. Wir 
heben hier nur die einzige Folgerung hervor: 

Jedes Ideal kann durch Potenzirung in ein Hauptideal verwandelt 
werden. Ist also a ein Ideal, so giebt es immer einen positiven ganzen 
rationalen Exponenten Mt (Divisor der Classenanzahl) der Art, dass ' 
Q”* ein Hauptideal i(ij) wird; ist nun « irgend eine Zahl des Ideals 
a, so ist «”• theilbar durch , mithin « theilbar durch die ganze 
Zahl Vq (§. 160, 3.). Ist p‘ die höchste in o aufgehende Potenz 
eines Primideals p, so ist m e der Exponent der höchsten in q auf- 
gehenden Potenz von p; hieraus folgt leicht, dass umgekehrt jede 
durch ^q theilbare Zahl a in o dem Ideale a angehört; denn da 
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a”' theilbar durch tj ist, so ist, wenn p“ die höchste in a aulgehende 
Potenz von p bedeutet, ma^ m r, also a ^ e, mithin geht p' auch 
in « auf (§. 103, 5.)- Das Ideal n besteht daher aus allen durch 
yt) theilharen Zahlen in o. 

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Vorhergehenden ist der 
wichtige Satz: Je zicei (jansc Zahlen ft, v besitzen einen grössten 
gemeinschaftlichen Divisor 8 der Art, dass die Quotienten g:8, v:8 
relative Primzahlen werden. Denn bildet man in irgend einem 
Körper SU, welchem die beiden Zahlen ft, v angehören, den grössten 
gemcinschaftlicheji Theiler o der beiden Ilauptidcale i(ft), i(v), so 
wird, wenn a”‘ = i(>j) ist, \/r} — 8 ein solcher grösster gemein- 
schaftlicher Divisor von ft, r; natürlich giebt es unendlich viele 
solche Zahlen 8, welche aber nicht wesentlich verschieden sind 
(§• 160,6.). 

Auf die weitere Entwicklung unserer Theorie der Ideale , wie 
z. B. auf die Untersuchung des Zusammenhangs zwischen den 
Idealen zweier verschiedenen Körper müssen wir hier verzichten. 


§. 163. 


Die Theorie der Ideale eines Körpers Si hängt unmittelbar zu- 
s.ammen mit der Theorie der zerlegbaren Formen, welche demselben 
Körper entsprechen ; wir beschränken uns hier darauf, diesen Zu- 
sammenhang in seinen Grundzügen anzudeuten. 

1. Ist F ein Product aus n homogenen linearen Functionen 
fiifi • • • /« '0^ w Variabein /»,, h, . . . h„, so wollen wir das De- 
terminantencpiadrat 


S ± 




\ dkl dh-2 

setzen und die Determinante der homogenen zerlegbaren Function 
F nennen *). Aus 

8°log-F _ _ 8 log/, e log/; 

dhrdh, “ dh,- dh. 


folgt die Gleichung 


v± 


8’logjF 

dhl 


8’logF’ 

dhi‘ 

n 


(-iy.j(F), 


*) Für quadratische Formen ist diese Determinante das Vierfache von 
der in §. 53 detinirten Determinante. 

Dirichlet, Zahlouthcoric. 
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welcher man verschiedene andere Formen, z. B. auch die folgende 


7? 

dF 

dF 

X 

dh 

dh„ 

dF 

d^F 

d^F 

dh, 

dh\ 

dh dh, 

dF 

d^F 

d^F 

dh„ 

dh„dh 

dhl 




gehen kann. Besitzt F lauter ganze i’ationale Coefficienten, so 
wollen wir ihren grössten gemeinschaftlichen Tlieilei- t auch den 
Tluiler der Form nennen (vergl. §. 61 ); da sich nun leicht all- 
gemein zeigen lässt, dass der Theiler eines Productes aus beliehigen 
Formen mit ganzen rationalen Coefficienten gleich dem Producte 
aus den Theilern der einzelnen Formen ist*), so folgt aus der vor- 
stehenden Gleichung, dass ^(F) eine ganze rationale, durch 
theilbare Zahl ist. 


2. Aus der Definition eines Ideals a (§. 163, 1.) ergieht sich 
(zufolge §. 161), dass die sämmtliclien in ihm enthaltenen Zahlen 
« von der Form 

a = V a;»«, (1) 

sind, wo die Zahlen «2 . . . «„ particuläre Zahlen des Ideals q 

bedeuten, während a:, , a’j . . . x„ alle ganzen rationalen Zahlen 
durchlaufen dürfen. Bilden nun die Zahlen taj, Oj . . . a„ eine be- 
stimmte Grundreihe des Körpers Sl (§. 162, 1.), so wollen wr die 
w Zahlen 

«,. = X , (2) 

welche eine Basis des Ideals a bilden, in ihrer Aufeinanderfolge 
immer so wählen, dass ihre Coordinaten eine positive Deter- 
minante 


a = S ± . . . a'”» = N(a) (3) 

besitzen; ferner ist die von der Wahl der Basis unabhängige Dis- 
criminante 

a/(«|, «2 . . . a„) = o'^a/(ß). 4) 

Damit die Zahlen u wirklich ein Ideal bilden, ist erforderlich 
und hinreichend, dass die sämmtlichen Producte «, m,i wieder 
Zahlen in q sind; es wird divher 


*) Vergl. Gaues; 1). A. art. 12. 
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aa = 5] X<‘>« = (5) 

wo flie w* Grössen XJ,*> homogene lineare Functionen der Veränder- 
lichen Xj, Xi . . . x„ mit ganzen rationalen Coefficienten bedeuten, 
und hieraus folgt 

X(«) = aX, (6) 

wo die Determinante 

X = V ± Xi Xi' . . . XW (7) 

eine homogene Form nten Grades von Xi, Xj . . . x„ bedeutet; ihre 
Coefficienten sind ganze rationale Zahlen, und man erkennt leicht, 
dass diese Form X irreductibel ist, weil sie durch die lineare Func- 
tion « und folglich auch durch alle mit a conjugirten Functionen 
algebraisch theilbar ist (vergl. §. 159). Aus (4) und (6) folgt ihre 
- Determinante 

^(X) = ^(Sl). (8) 

Ist ferner k eine gegebene ganze rationale (von Null verschie- 
dene) Zahl, so kann man den Variabein x, stets solche ganze ra- 
tionale Werthe beilegen, dass X relative Primzahl zu k wird. Man 
kann nämlich a durch Multiplication mit einem Ideal m, welches 
ein relatives Primideal zu i(k) ist, in ein Hauptideal i(«) = um 
verwandeln (§. 163, 7.); ist nun p irgend ein in m aufgehendes 
Primideal, und p die durch p theilbare rationale Primzahl (§. 1 63, 3.), 
so kann k nicht durch p theilbar sein, und da X(m) ein Product 
aus Potenzen solcher Pi’imzahlen p ist (§. 163, 5.), so ist X(m) re- 
lative Primzahl zu k. Nun ist a in'a enthalten, also von der Form 
(1), wo die Grössen x, bestimmte ganze rationale Werthe haben, 
und N{u) = aX] da andererseits i(«) = am, also N{a.) = + aN(m) 
ist (§. 163, 6.), so ergiebt sich, dass X = + N(m) relative Prim- 
zahl zu k ist, was zu beweisen war (vergl. §. 93). Hieraus folgt 
von selbst, dass X eine ursprüngliche Form ist, d. h. dass ihre 
Coefficienten keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. 

Wenn in dem Körper Sl keine Einheit existirt, deren Norm 
= — 1 ist , so wollen wir ein Hauptideal i (ij) nur dann in die 
Hauptclasse E aufnehmen, w'enn X(ij) positiv ist; ebenso sollen 
zwei Ideale a, a' nur dann äquivalent heissen und in dieselbe Classe 
aufgenommen werden, wenn beide durch Multiplication mit dem- 
selben Ideale m in Ideale der Hauptclasse E verwandelt werden 
(vergl. §. 164. Anm.). Gehört nun das Ideal a der Classe A an, so 
leuchtet ein, dass jeder positive Werth der Form X, welcher 

30* 
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ganzen rationalen Werthen entspricht, die Norm eines zur entgegen- 
gesetzten Classe gehörenden Ideals m ist, und dass umgekehrt 
die Norm eines jeden solchen Ideals m durch die Form X darge- 
stellt werden kann. 

Wählt man statt der Basiszahlen «i, otj . . . des Ideals an- 
dere ßu |3, . . . ßn, welche aber ebenfalls der Bedingung genügen, 
dass die aus ihren Coordinäten gebildete Determinante positiv ist, 
so ist 

ßr ^ ^ • • ■ ^n,n — ' “f“ I ? (1^} 

und die der Basis a„ . a„ entsprechende P’orm X geht durch 
die Substitution 

Sc,,r</., (10) 

deren Coefficienten c,,r ganze rationale Zahlen sind, in eine äqui- 
valente Form Y über, welche der neuen Basis entspricht. Umge- 
kehrt: ist Y eine mit X äquivalente Form, d. h. geht X durch 
eine ganzzahlige Substitution (10), deren Determinante = -f- 1 ist, 
in Y über, so giebt es offenbar eine Basis des Ideals o, welcher diese 
Form Y entspricht. Allen Basen desselben Ideals a entspricht daher 
eine bestimmte Formrnclasse, d. h. ein System von Formen X,F..., 
der Art, dass je zwei von ihnen einander äquivalent sind, und wir 
wollen sagen, dass diese Formenclasse dem Ideale a entspricht. 
Ist ferner rj eine ganze Zahl von positiver Norm, so bilden die « 
Producte jja* eine Basis des Ideals ai(»;), und hieraus folgt un- 
mittelbar, dass allen mit q äquivalenten Idealen, also einer ganzen 
Idealclasse, auch dieselbe Formenclasse entspricht. Auf die Frage, 
wie vielen Idealchissen eine und dieselbe Formenclasse entspricht, 
gehen wir hier nicht ein. 

3. Bilden die Zahlen «i, «j . . . «„ die Basis eines Ideals o, 
ebenso die Zahlen ßi, ß^ ... ßn die Basis eines Ideals b, so hängen 
die Basiszahlen yi, y 2 . . . y„ des Productes c = o b mit denen der 
Ideale n, b durch Gleichungen von der Form 

« ß, = y., y, = S /?,, (11) 

zusammen, wo die sämmtlichen 2 «® Grössen p und q ganze ratio- 
nale Zahlen bedeuten; dui'ch Substitution erhält man 

= 1 oder = 0, (12) 

je nachdem r = s ist oder nicht. Bezeichnet man mit P alle aus 
den Zahlen p gebildeten Determinanten wten Grades, mit Q die ent- 
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sprechenden Determmanten aus den Zahlen so folgt hieraus nach 

einem bekannten Satze 

= (13) 

also haben die Detenninanten P keinen gemeinschaftlichen Theiler. 
Führt man nun drei Systeme von je w V^ariabeln x^y^z ein, und setzt 

« = ß = ly,ßi, r = (14) 

so wird 

N(a) = a X, N(ß) = h F, N(y) = cZ, (15) 

wo X, Yy Z die zu a, b, c gehörigen Formen bedeuten, und 

V a = A'^(a), J = X(b), c = X(c) = aft (l(i) 

ist. Zwischen diesen Formen lindet nun folgender Zusammenhang 
Statt. Setzt man 

aßz=yy (17) 

so werden die Variabein z bilineare Functionen von den Varia- 
bein X und ijy nämlich 

(18) 

und da gleichzeitig N(a)N{ß) = X(y), d. h. 

XY=Z (19) 

wird, so geht die Form Z durch diese bilineare Substitution in das 
Product der beiden Formen X, Y über, und wir wollen sagen, die 
Form Z sei aus den beiden Formen X, Y zusammengesetzt.. 
Zwischen diesen Formen und der bilinearen Substitution lindet 
nun ein einfacher Zusammenhang Statt; da nämlich 


= V 1^,.,, = V 


dZt 


Stjr'" ~ 

ist, so erhält man, wenn man r die Werthe 1, 2 ... n durchlaufen 
lässt, für Sl die n mit Sl conjugirten Körper setzt, und die De- 
terminanten nimmt, 

dZi dz„ 'C^ ^ ^ dz„ ^ 

dXn 


X= V + 


( 21 ) 


8^1 dyn' ~~ dxx 

die Formen X, Y sind daher durch die Substitution (18) völlig be- 
stimmt. Bezeichnet man ferner mit 


.«' = V(r:a, (22) 

die zu a adjungirte h'unction ,(§. 159, (8) und (38)), so ist 

N{a) = aX — aa'y (23) 

und die w Grössen xf sind homogene Functionen {n — l)ten Grades 
von den Variabein x mit rationalen Coefficienten. Durch Multipli- 
cation mit ß ergiebt sich - 
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aX = ya'; (24) 

mithin sind die n Grössen 

Vy = Xi/* ' (25) 

bilineare Functionen von den Variabein x\ z mit rationalen Cocffi- 
cienten; da ferner 

= ■ (26) 

so ergiebt sich, wie oben, 

7)'n. 7*, 

(27) 


Z = V + ^ 


Hieraus folgt, dass auch die Form Z durch die bilineare Substitution 
(18) vollständig bestimmt ist; denn bezeichnet man mit den 
Coefficienten des Elementes 


V -L. 

7^ — in 2j * X. — • • • X — s 

^Vr dyi dyn 

so ist auch 

= l (28) 

und die Grössen welche homogene Functionen (n — l)ten 
Grades der Variabein x mit ganzen rationalen Coefficienten sind, 
lassen sich folglich als homogene Functionen der w Grössen 

x' darstellen. Statt der letzteren kann man auch n solche lineare 
Functionen von den Grössen mit ganzen rationalen Coeffi- 
cienten einfüliren, durch welche sich umgekehrt auch die Grössen ^ 
als lineare Functionen mit ganzen rationalen Coefficienten dar- 
stellen lassen. Auf die nähere Untersuchung dieser Eigenschaften 
der hier auftretenden bilinearen Substitutionen können wir aber 
nicht mehr eingehen. 


4. Die ursprünglichen Formen X, welche den sämmtlichen 
Idealen des Körpers ^ entsjjrechen und alle dieselbe Determinante 
'd(Sl) besitzen, bilden nur einen speciellen Fall der Formen H, 
welche jeder beliebigen Basis «i , «2 . . . cö„ des Körpers Sl ent- 
sprechen (§. 159). .Für die Untersuchung dieser Formen ist es 
zweckmässig, den BegriflF eines Ideals so zu erweitern, dass darunter 
ein System a von ganzen Zahlen « des Körpers Sl verstanden wird, 
welche sich durch Addition, Subtraction und Multiplication repro- 
duciren, mit der ferneren Bedingung, dass dieses System n unab- 
hängige Zahlen enthalt, oder dass, was dasselbe sagt, jede Zahl des 
Körpers^durch Multiplication mit einer rationalen, von Null ver- 
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schiedenen Zahl in eine Zalil « des Systems a verwandelt werden 
kann. Congruenzen in Bezug auf ein solches Ideal o als Modul 
können addirt, subtrahirt und mit beliebigen Zahlen des Ideals 
multiplicirt werden. Von besonderer Wicbtigkeit i.st aber das Sy- 
stem uUer Zahlen, mit welchen solche Congruenzen multiplicirt 
werden dürfen, d. h. aller Zahlen, welche durch Multiplication mit 
allen Zahlen des Ideals a in Zahlen desselben Ideals a verwandelt 
worden; man erkennt sofort, dass dies System selbst ein Ideal ist, 
w'elches die Zahl 1 enthält. Dieses Ideal kann die Ordnung von a 
oder auch ein Einheitsideal genannt w'erden, weil für die in ihm 
enthaltenen Zahlen die von Dirichlet,*) aufgestellte Theorie der 
Einheiten gilt, und wür wollen uns im Folgenden auf die Dar- 
stellung dieser Dirichlet’schen Principien beschränken , indem wir 
auf die weitere Entwicklung der allgemeinen 'l’heorie der Ideale 
verzichten. 


§. 166 . 

Wir nehmen im Folgenden an, dass die Basiszahlen <a,,co., ... 
des Körpers Sl zugleich die Basiszahlen einer Ordnung o sind, d. h. 
dass die Zahl 1 und alle Producte (o,ca,i ganze Coordiiiaten haben, 
woraus scbon folgt, dass die Basiszahlcn selbst ganze Zahlen sind. 
Die Zahlen in o, d. h. .alle Zahlen ca = i'Ä,ca., deren Coordiiiaten 
h ganze rationale Zahlen sind, haben nun folgende Eigenschaften. 

1. Ist 03 eine Zahl in o, so ist auch die zu ihr adjungirte 
Zahl ra' in o enthalten. 

Da nämlich ca einer (jlleicluing nten Grades mit ganzen ratio- 
nalen Coefficienten genügt, deren letzter = N (ca) = ca cu' ist, so er- 
hält man durch Division mit ca eine Gleichung von der Form 
ca' = c 4- Ci ca 4- Cj ca’ 4- • • • , 

wo c, Ci, C.J . . . ganze rationale Zahlen bedeuten; mithin ist ca' in 
0 enthalten. 

2. Den mit Sl conjugirten n Körpern entsprechen ebensoviele 
homogene lineai’e Functionen ca der Coordinaten h, und ihr Pro- 
duct N ( ca) wird, wenn die Coordinaten ganze Zahlen sind, ebenfalls 

*) Vergl. g. Ul, Anm. 
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eine ganze rationale Zahl und folglich absolut ^ 1 , ausgenommen, 
wenn alle Coordinaten verschwinden. Die n mit Sl conjugirten 
Körper enthalten entweder nur reelle Zahlen, oder es treten auch 
Paare von zwei solchen Körpern auf, dass wenn der eine die imagi- 
näre Zahl x-\-yi enthält, die conjugirte Zahl x — y i sich in dem 
andern vorfindet. Wir wollen die Anzahl dieser imaginären Paare 
mit n — V, also die Anzahl der reellen Körper mit 2v — n bezeich- 
nen ; dann ist v die Gesammtanzahl aller reellen Körper und imagi- 
nären Paare. Die einem imaginären Paare entsprechenden beiden 
Functionen o sind von der Fonn u -\-vi und u — wo u und v 
zwei homogene lineare Functionen der Coordinaten bedeuten. Diese 
2 (w — v) Functionen v und die den reellen Körj)ern entsprechen- 
den (2v — w) Functionen o bilden ein System von m reellen Functio- 
nen, die wir gemeinschaftlich mit ta bezeichnen wollen, und deren 
Functionaldeterminante 

= (2?:)»'~«y^(wi, 02 . . . ö>„), 

* 

also von Null verschieden ist, weil die Zahlen coi, coo . . . «„ von 
einander unabhängig sind. Die Variabein h sind daher umgekehrt 
völlig bestimmte lineare Functionen von den Grössen «/;; durch- 
laufen mm die letzteren stetig alle reellen Werthe, welche absolut 
kleiner als eine gegebene Constante sind, so bleiben auch die ab- 
soluten Werthe der Grössen h kleiner als eine entsprechende Con- 
stante und folglich wird auf diese Weise nur eine endliche Anzahl 
von Zahlen der Ordnung o erzeugt, vielleicht gar keine. 

V erstellen wir, wie üblich, unter dem Modulus M (s) einer com- 
plexen Grösse 2 = x yi die positive Quadratwurzel^aus ?/2), 
so können wir dies Resultat auch so aussprechen: Es gieht in o 

nur eine endliche Anzahl von Zahlen (o der Art^ dass die Modidn 
aller mit g) conjugiHen Zahlen^ also auch die absoluten Werthe der 
Grössen w Ideiner als eine vorgeschriebene Constante uusfcdlen. 

3. Wir theilen nun die n Körper, also auch die n Functionen 
c? nach Belieben in zwei Reihen, doch so, dass jede dieser Reihen 
wenigstens eine Function enthält, und dass je zwei Functionen 
u-^vi eines imaginären Paares in eine und dieselbe Reihe fallen 
(also ist der Fall n = 1 auszunehmen, ebenso der Fall n — 2 bei 
negativer Grundzahl). Bedeutet ferner c den grössten Werth, 
welchen die Modulsumme X M(cod} in irgend einer der n Functio- 
nen CO erreicht, so gilt folgender Satz: 
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Ist a ein beliebig Meiner, b ein beliebig grosser positiver ge- 
gebener Werth, so giebt es in o ehie solche Zahl cj, diiss M{m) in 
der ersten Beihe < a, in der zweiten >b, und dass N(a)) absolut 
< (3 c)* wird. 

Ist k eine bestimmte positive ganze rationale Zalil, und legt 
man jeder Coordinate h einen der (k-\- 1) Werthe 0, 1, 2 ... ä: bei, 
so wird durchweg 3I(a)^ck, und die w Werthe to liegen zwischen 
den Grenzen +cA*. Wir betrachten nun zunächst die der ersten 
Reihe angehörigen r Functionen ©oder tc\ da n>r>Q, und 0 
ist, so ist auch 

(k -|- iy>k’' 1, 


mid folglich kann man eine positive ganze rationale Zahl m so 
wtihlen, dass 


(A:+ 

wird ; setzt man nun zur Abkürzung 


, 2ek „ ■ , 1-- 

d = < 2ck , 

m 


so wird das Gebiet aller zwischen den Grenzen +cA liegenden 
reellen Werthe durch Einschaltung der (w — 1) Zahlen 


— ck-\-d, — ck y 2d . . . — ck-\- {m — 1) d 

in m Intervalle von gleicher Grösse d getheilt, wobei man diese 
(m — 1) Zahlen selbst nach Belieben dem einen oder anderen der 
beiden benachbarten Intervalle zurechnen kann. Da nun jeder 
der r Werthe w aus der ei'sten Reihe einem und nur einem dieser 
m Intervalle angehört, so ist w'" die Anzahl der verschiedenen 
denkbaren Fälle, welche die Vertheilung der r Werthe w auf diese 
m Intervalle darbieten kann. Da ferner, wenn jede der n Coordi- 
naten Äalle (k + 1) Werthe 0, 1,2 ... fc durchläuft, {k -f 1)" solche 
Systeme von r zusammengehörigen Werthen «centstehen, so müssen, 
weil {k -t- ist, mindestens zwei verschiedene solche Werth- 

systeme hinsichtlich ihrer Vertheilung auf die m Intervalle voll- 
. ständig übereinstimmen, in der Art, dass je zwei Werthe w', w", 
welche eine und dieselbe Function w in diesen beiden Systemen 
an nimmt, auch einem und demselben Intervall angehören. Wird 
nun das System der r Werthe w' durch die Coordinaten h[, ferner 
das System der r Werthe to" durch die Coordinaten h" hervorge- 
bracht, so entspricht den Coordinaten ht=h[ — h" ein System von 
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r Wertlien tc = iv' — w", welche absolut den Werth d nicht über- 
steigen. Für diese ganzen Coordinaten welche absolut ^ k sind 
und nicht sänimtlich verschwinden, wird daher in der ersieti Reihe 

n 

3I(a) ^ d\2 < Bck^^''. 

Ist ferner P diis Product aus den r Werthen w der ersten 
Reilie, und N{a>) = FQ, so ergiebt sich M(F) < (Bcylf-', 
M{Q) ^ {ck)"~'^i mithin absolut 

K{c3) < (3 cp. 

Da endlich N ( 0 ) eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl 
ist, so wird M(FQ) = M{F)M{Q) S 1, also il/{(?)>(3c)-''/.-’— 
ist nun w eine der (w — r) Functionen der zweiten Reihe, und Q — 
all, so ist M iH) ^ icky-'^^ , und folglich wird in der zweiten 
Reihe 

M{a) > (3c)‘~"A. 

Offenbar kann nun, wie klein auch a, und wie gross auch h sein 
mag, k stets so gross gewählt werden, dass M{a) in der ersten 
Reihe <a, in der zweiten >h ausfällt, während N{a) absolut 
< (3 c)" wird ; was zu beweisen war. 

4. Aus dem soeben liewiesenen Satze ergiebt sich, indem man 
dieselbe Kintheilung in zwei Reihen beibehält, dass man eine . nie 
abreissende Kette vou aufeinander folgenden, von Null verschiede- 
nen Zahlen o in 0 aufstellen kann, deren Normen <t3c)" sind, 
und welche ausserdem noch die zweite Eigenschaft besitzen, dass 
M{a) in der ersten Reihe kleiner, in der zweiten grösser ausfällt, 
als die Moduln aller vorheri/ehcnden Zahlen ra und der mit ihnen 
conjugirten Zahlen; denn bezeichnet man mit a den kleinsten, mit 
b den grössten unter allen Moduln der schon gebildeten Zahlen a 
und der mit ihnen conjugirten Zahlen, so giebt es zufolge des be- 
wiesenen Satzes immer noch eine Zahl m der Art, dass M{oa) in 
der ersten Reihe <«, in der zweiten >b ausfällt, w'ährend N(a) 
absolut genommen ebenfalls < (3 c)" wird ; diese neue Zahl a ist 
daher auch von Null und von allen vorhergehenden Zahlen a ver- 
schieden. Wir theilen nun die Zahlen a dieser Kette in Gruppen ein, 
indem wir zwei von ihnen stets und nur dann in dieselbe Gruppe 
aufnehmen, wenn sie dieselbe Norm nt besitzen, und wenn ausser- 
dem die Coordinaten ihrer Differenz sänimtlich durch m theilbar 
sind; da nun die hierauftretenden Normen m ganze rationale Zahlen 
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und absolut <(3c)" sind, und da die Coordinaten einer Zahl o 
hinsichtlich ihrer Reste (mod. wi) höchstens (+W)" verschiedene 
Fälle darbieten können, so kann in dieser Kette von Zahlen m auch 
nur eine endliche Anzahl verschiedener Gruppen auftreteu, und 
folglich muss hei hinreichender Fortsetzung der nie abbrechenden 
Kette eine Zahl ß in ihr erscheinen, welche mit einer früheren 
Zahl a in dieselbe Gruppe fällt. Dann ist also N(u) = N(ß) — 
ßß' = m, und o = /3 + my = ß(l + yß')=ß^^ "'o ß' (zufolge 1.) 
und y, folglich auch a = l -\-yß' Zahlen in o bedeuten; zugleich 
ergiebt sich, da N(a) = N{ß) = y{ßa) von Null verschieden ist, 
N{a) = 1, und aus M{a) = M(ß)M(a) folgt, dass M(a) in 
der ersten Reihe >1, in der zweiten < 1 ist. Versteht man unter 
einer Einheit im Folgenden stets eine Zahl in o, deren Norm =+ 1 
ist, so haben wir daher folgendes Resultat gewonnen; 

Es gieht eine Einheit von der Art, dass die Moduln der mit 
ihr conjugirten Zahlen in der ersten Reihe > 1 , in der zweiten 
< 1 sind. 

5. Multiplicirt man je zwei zusammengehörige imaginäre 
Functionen a = u + vi mit einander, so bilden diese (n — v) Pro- 
ducte (m^ f*) und die (2 v — n) reellen Functionen a ein System 

von V reellen, theils quadratischen, theils linearen Functionen /', 
f" . . ./<*'> der Coordinaten; nennt man die reellen Restandtheile 
ihrer Logarithmen kurz die (conjugirten) Logarithmen von w, so 
kann man das eben erhaltene Resultat auch so aussprechen : 

Theilt man die v Functionen f nach Belieben in zwei Reihen, 
doch so, dass jede dieser Reihen wenigstens eine Function enthält, 
so existirt stets eine Einheit a, deren Logarithmen e', c" . . . e<''> po- 
sitiv oder negativ sind, je nachdem sie der ersten oder der zweiten 
Reihe entsprechen. 

Da die Summe der Logarithmen einer Zahl a gleich dem i-cel- 
len Restandtheile des Logarithmen von N^(aj) ist, so ist die Summe 
der Logarithmen e', e" . . . e'"'' einer Einlieit a stets = 0; hat man- 
daher v beUebige Einheiten £|, £j . . . so ist die aus den zuge- 
hörigen V* Logaritlimen gebildete Determinante 

V ± e[e'i . . . eW = 0; 

lässt man aber einen dieser Logarithmen, z. B. den letzten 
welcher der Function entspricht, stets weg, so gilt folgender 
Fundamentalsatz: 
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Es giebt immer ein System S von (v — 1) unabhängigen, d. h. 
solchen Einheiten £i, So • • • i, dass die aus ihren Logarithmen 
gebildete Determinante 

Lz=^±e[e'i . . . 

einen positiven, also von Null verschiedenen Werth besitzt. 

Ist nämlich v = 2, so folgt aus dem obigen Satee, wenn man 
/' in die erste,/" in die zweite Keihe aufnimmt, die Existenz einer 
Einheit e, für welche der Logarithme e' j)ositiv ausfällt (hiermit ist 
für den nicht ausgeschlossenen Fall m = 2 die Theorie der Ein- 
heiten im Wesentlichen absolvirt; vergl. §. 142). Ist aber v>2 
und m<v, und hat man schon jm — 1 Einheiten £j, £2 • • • «m-i imf- 
gestellt, für welche die Determinante 

V + . . . eo»-» 

* ^ «I — 1 

einen positiven Werth i’*”) hat, so kann man mit Hülfe desselben 
Satzes die Existenz einer Einheit £„, beweisen, für welche auch die 
Determinante 

positiv ausfällt; ordnet man dieselbe nach den Logarithmen e'„, 
e". . . . der neuen Einheit £„, so nimmt sie die Form 

E'e',,, -f E"e'i H h -f 

an, wo E^"'’> der Annahme zufolge positiv ist, während die übrigen 
aus den Logarithmen von £ 1 , £j . . . £,„_i gebildeten Determinanten 
E', E" . . . positiv, negativ oder auch = 0 sein können. 

Nimmt man nun von den Functionen . • •/'"■’ alle diejenigen 
in die erste Reihe auf, denen positive Werthe E', E" . . . E^”^ ent- 
sprechen, also jedenfalls die Function /<"*>, während die übrigen 
und die Functionen /<”•+!) . . ./(c), also jedenfalls /<•'> in die zweite 
Reihe fallen, so existirt zufolge des obigen Satzes eine Einheit 
£„,, deren Logarithmen el„, ... positiv oder negativ ausfallen, 
je nachdem sie der ersten oder zweiten Reihe entsprechen; mithin 
enthält das obige Aggregat mindestens ein positives Glied 
und die übrigen Glieder sind nicht negativ, so dass das Aggregat 
selbst einen positiven Werth erhält, was zu beweisen war. Auf 
diese Weise kann man offenbar von m = 2 bis m = v — 1 fort- 
schliessen, und erhält zuletzt das in dem Satze ausgesprochene 
Resultat. 
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C. Behält man die bisherigen Bezeichnungen bei, und lässt 
man Wi, mj ... my-i alle ganzen rationalen Zahlen von — qo bis 
+ 00 durchlaufen, so bilden die entsprechenden Zahlen 

'/ *1 *2 • • ‘^>'-1 

eine Gruppe (S) von unendlich vielen Einheiten, welche sich durch 
Multiplication und Division reproduciren. 

Es fragt sich nun, ob ausser diesen Einheiten rj noch andere 
existiren. Ist £ eine beliebige Einheit, deren Logarithmen e', 
e" . . . sind, so giebt es, weil die Determinante L von Null 
verschieden ist, stets ein und nur ein System reeller Grössen Xi, 
Xf . . . Xy— 1 , welche den v Gleichungen 

e'iXi + e^Xi + • • . + e'y^iXy-i = e' 


e^Xi + e^/^Xi H 1- 

genügen, deren letzte eine Folge der übrigen ist; wir nennen diese 
Werthe Xi, x, . . . Xy—i kurz die Expotienten der Einheit s in Be- 
zug auf das System S der (v — 1) unabhängigen Einheiten £,, 
£2 . . . £y_i; die Exponenten eines Productes entstehen offenbar 
durch Addition der entsprechenden Exponenten der Factoren, und 
die Exponenten einer Einheit rj aus der Gruppe (S) sind ganze 
rationale Zahlen »»,, Sind die Exponenten einer Ein- 

heit £ sämmtlich < 1 und nicht negativ, so soll £ eine in Bezug 
auf S reducirte Einheit heissen. Zunächst feuchtet ein, dass es nur 
eine endhdw Anzahl solcher reducirten' Einheiten giebt; lässt man 
nämlich in den vorstehenden linearen Ausdrücken linker Hand die 
Grössen Xx, Xj . . . Xy-i alle reellen Werthe zwischen 0 und 1 durch- 
laufen, so bleiben die Werthe dieser linearen Ausdrücke absolut 
kleiner als eine von den Coefficienten, d. h. von dem System S ab- 
hängige endliche Constante; dasselbe gilt daher von den Loga- 
rithmen e', e" . . . e^''> einer reducirten Einheit £, und folglich sind 
auch die Moduln aller mit s conjugirten Zahlen kleiner als eine 
von S abhängige Constante, woraus (mit Bücksicht auf 2.) die 
Richtigkeit der obigen Behauptung sich unmittelbar ergiebt. 

Jede beliebige Einheit £ lässt sich stets und nur auf einzige 
Art als ein Product aus einer reducirten Einheit q und einer Ein- 
heit r} aus der Gruppe (S) darstellen. Soll nämlich s = pij, 
also £T]—^ — Q eine reducirte Einheit sein, so müssen, wenn a:,, 
Xi .. . x,.—x die Exponenten von £ bedeuten, die Exponenten m,, 
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Mi . . . der der Gruppe (S) angehörigen Einheit »j solche 
ganze rationale Zahlen sein, dass die Exponenten von p, also die 
Zahlen — »Hi, x^ — . . . Xy-i — »V-i sämmtlich < 1 und nicht 

negativ werden ; dies kann immer und nur dadurch erreicht werden, 
dass man für jw, , m -2 . . . « 1^—1 resp. die grössten in den reellen 
Werthen Xi, x^ ... Xy—i enthaltenen ganzen rationalen Zahlen 
wählt (vergl. §§. 4.3, 44) ; also ist rj und folglich auch p vollständig 
bestimmt. 

Ist r die Anzahl aller von' einander verschiedenen reducirten 
Einheiten p (unter denen sich auch die Zahl 1 befindet), und £ ir- 
gend eine Einheit, so ist £’’ eine der Gruppe (S) angehörige Ein- 
heit; durchläuft nämlich p alle reducirten Einheiten, soist jedes der 
r Producte a p von der i’orm ö , wo ö eine reducirte Einheit , 
eine Einheit aus der Gruppe (S) bedeutet, und 0 muss ebenfalls 
alle r reducirten Einheiten durchlaufen, weil aus bq = öt] und 
BQ' = 6tf auch die Gleichung p'?j = grj' folgen würde, welche, wie 
oben gezeigt ist, nur dann bestehen kann, wenn p = p' ist; multipli- 
cirtmannun die r Gleichungen von der Form sQ!=6r}, und dividirt 
durtdi das Product der r reducirten Einheiten p oder 0 , so folgt, 
dass f ein Product aus r Einheiten der Gruppe (S), mithin selbst 
eine Einheit dieser Gruppe ist. 

Die Exponenten von £' sind daher immer ganze rationale 
Zahlen »»,, m -2 ■ . . , und folglich sind die Exponenten einer jeden 

Einheit s stets rationale Zahlen mit dem gemeinschaftlichen Nen- 
ner r. Sind nun d, , dj . . .* beliebige Einheiten , deren Lo- 
garithmen mit d bezeichnet werden, so folgt, dass die ihnen ent- 
sprechende Determinante 


= V ± a[cV{ 


d<;~n = 


mL 

fi'—i 


ist, wo m die aus den (v — 1 )* Exponenten der Einheiten öj, 
Ö 5 . . . gebildete Determinante, also eine e/anse rationale Zahl 
bedeutet, welche von Null verschieden ist, wenn d„ d'j . . . 
ebenfalls ein System von unabhängigen Einheiten bilden. Hieraus 
ergiebt sich die wichtige Folgerung, dass es unter allen Systemen 
von (v — 1) unabhängigen Einheiten ein solches geben muss, für 
welches die entsprechende Determinante absolut genommen einen 
3fin/nial iverih anuimmt; denn unter allen hierauftretenden ganzen 
rationalen, von Null verschiedenen Zahlen m muss es eine absolut 
kleinste gehen. Ein solches System von (v — 1) unabhängigen Ein- 
heiten soll ein Fundumentalsyslem heissen. 
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7. Wir wollen nun aiineliinen, das obige System S der (r — Ij 
unabhängigen Einheiten sei ein solches Fiuidamentalsystem, also 
L der eben erwähnte Minimalwerth, so folgt zunächst, dass die 
Exponenten a:|, einer jeden in Bezug auf S reducirten 

Einheit s sämmtlich = 0 sind; wäre nämlich z. B. Xi von Null ver- 
schieden, also positiv und <1, so wäre die den (v — 1) Einheiten 
f, f./. . . entsprechende Determinante 

V + e'ej' . . . Lx, 

von Null verschieden und absolut kleiner als L, was mit uiisei-er 
Annahme streitet. Da ferner die Exponenten eines Productes 
zw'eier Einheiten durch .Addition der entsprechenden Exponenten 
der beiden Factoren entstehen, so sind die Exponenten eines jeden 
Productes pp' — p" aus zwei reducirten Einheiten p, p' sämmtlich 
— 0, d. h. ein solches Product ist wieder eine reducirtc Einheit. 
Hieraus folgt unmittelbar, dass die sämmtlichen r reducirten Ein- 
heiten p die Wurzeln der Gleichung p'' = 1 sind; durchläuft näm- 
lich p' alle reducirten Einheiten, so gilt dasselbe von p" = pp'; 
multiplicirt man diese r Gleichungen, und dividirt durch das Pro- 
duct aller reducirten Einheiten p' oder p", so folgt p'' = 1. Da 
endlich schon (in 6.) gezeigt ist, dass jede Einheit £ von der Form 
pij ist, wo p eine reducirte, und eine Einheit aus der Gruppe (S) 
bedeutet, so haben wir hiermit den folgenden grossen Satz von 
Dirichlet bewiesen: 

Bezeichnet v die Gesummtanzahl der reellen und imayinärcii 
Paare unter den mit Sl conjugirten Körpern, so gieht es in jeder 
Ordnung o immer (v — 1) Fundamentaleinheitcn von solcher Be- 
schaffenheit, dass, wenn man dieselhen beliebig oft in einander mul- 
tiplicirt und dividirt und dem so gehildeten allgemeinen Product 
gewisse besondere Einheiten p in endlicher Anzahl einzeln als Factor 
zügcsellt, alle Einheiten dieser Ordnung und zwar jede nur einmal 
dargestellt werden', ist r die Anzahl dieser besonderen Einheiten p, 
so sind sie die, Wurzeln der Gleiehung p'' = 1- 
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§• 167. 


Der eben bewiesene Satz bildet neben der Theorie der Ideale 
(§. 16.3) die wichtigste Grundlage für das tiefere Studium der 
ganzen Zahlen des Körpers £1, und er ist unentbehrlich für die 
wirkliche Bestimmung der Anzahl der Idealchissen nach Dirichlet’- 
schen Principien. Diese geschieht dadurch, dass der Grenzwerth 
der über alle Ideale a ausgedehnten Summe ‘ 

^ IZli. 

^ N{ay 

für unendlich kleine positive Werthe von (s — 1) auf doppelte Weise 
eimittelt wird. Einmal muss das System aller Idealnormen N{a) 
genau definirt w'erden, d. h. es muss von jeder positiven ganzen 
rationalen Zahl m festgestellt werden, wie gross die Anzahl r(w») 
der verschiedenen Ideale a ist, deren Norm =w; die Beantwortung 
dieser Frage fallt der Theorie der Ideale zu. Die Summe nimmt 
dann die Form 


^ ’ ni‘ 

an, wo m alle positiven ganzen rationalen Zahlen durchlaufen 
muss*). 

Das andere Mal theilt man die obige Summe in Partialsuramen 
ein, deren jede alle die Glieder enthält, welche den sämmtlichen 
Idealen a einer und derselben Classe entsprechen, und es sind bei 


*) Hierbei zeigt sich, dass r(mm') = i(lii)T(m') ist, wenn m,m' relative 
Primzahlen sind; mithin ist r(»i) vollständig bekannt, wenn für jede ratio- 
nale Primzahl p die Zerlegung von i(|)) in Primideale bekannt ist; die Prim- 
zahlen p zerfallen hiernach in eine endliche Anzahl verschiedener Arten, in 
der Weise , dass für alle Primzahlen p gleicher Art die Bestimmung von 
r(pe) nach derselben Regel geschieht. Die obige Summe lässt sich daher 
gewissen Umformungen unterwerfen, welche für alle Körper gültig sind; 
am einfachsten gestalten sich dieselben für Galois’sche Körper. 
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der weiteren Untersuchung hauptsächlich folgende Momente zu be- 
rücksichtigen. 

Nimmt man, falls in £l keine Einheit von der Norm — 1 exi- 
stirt, ein Ideal i(to) nur dann in die Hauptclasse JE auf, wenn 
H = N(a) positiv ist, so braucht man nur alle ganzen Zahlen 
ca von positiver Norm zu betrachten, und es wird, wenn « 
eine bestimmte solche Zahl bedeutet , i (ca) stets und nur dann mit 
i(«) identisch sein, wenn cs = f«, und £ eine Einheit von positiver 
Norm ist. Abgesehen von dem Falle eines quadratischen imagi- 
nären Körpers wird daher jedes Ideal der Hauptclasse unendlich 
oft auftreten, und es kommt darauf an, a solchen Bedingungen zu 
unterwerfen, dass jedes Ideal i(ca) nur einmal oder wenigstens 
nicht unendlich oft erscheint (vergl. §. 87). Behalten wir die Be- 
zeichnungen des vorhergehenden Paragraphen bei, indem wir an- 
nehmen, dass die Ordnung o alle ganzen Zahlen des Körpers um- 
fasst, so kann dies in folgender Weise erreicht werden. 

Dividirt man jede der v Functionen /',/" . . je nachdem 
sie linear oder quadratisch ist, durch VH oder durch , und 
bezeichnet man mit l" , . . ¥■'’'> die reellen Bestandtheile der Lo- 
garithmen dieser v Quotienten, so ist -f- -j- • • • + = 0, und 

es giebt stets ein und nur ein System von reellen Grössen 
Xv-\, welche den Gleichungen 

e'iXi -f € 2 X 1 4" • • ■ "b = P 


-f H 1- 

genügen; nennen wir sie kurz die co (vergl. §. 166,6.), 

so leuchtet ein, dass die Exponenten eines Productes durch Ad- 
dition der entsprechenden Exponenten der Factoren entstehen. 
Nennt man ferner ca eine reducirte Zahl, wenn ihre Exponenten 
sämmtlich < 1 und nicht negativ sind, und lässt man £ zunächst 
nur alle Einheiten durchlaufen, welche der Gruppe (S) ange- 
hören, wälirend et eine gegebene ganze Zahl bedeutet, so ergiebt 
sich, dass unter allen Producten co = a eine und nur eine re- 
ducirte ganze Zahl, und folgbch unter allen Producten a = s« 
genau r reducirte ganze Zahlen cu existiren, wenn r wieder die An- 
zahl der in Bezug auf S reducirten Einheiten bedeutet. Mithin 
ist die auf die Hauptclasse E bezügliche Partialsumme gleich 
8 — 1 1 _ s — 1 1 

r ^ N(ay ~ r ^ H*’ 

D I r i c h 1 e t , Zahlentheorie. 3 ^ 
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wo tu alle reducirten ganzen Zahlen durchlaufen muss, d. h. alle 
ganzen Zahlen <a = von positiver Norm deren Expo- 

nenten den Bedingungen 

0^a:i<l, 0^a:j<1...0^ Xy-i < 1 

genügen. 

Zur Bestimmung des Grenzwerthes g dieser Partialsumme für 
unendlich kleine positive Werthe von (s — 1) dienen nun die von 
Dirichlet aufgestellten Principien. Bedeutet t eine über alle Gren- 
zen wachsende positive Grösse, T die Anzahl der hier auftreten- 
den Normen H, welche nicht grösser als t sind, und nähert sich 
der Quotient T:t einem endlichen Grenzwerth Ä, so ist (§. 118) 


Je 



Um ferner den Grenzwerth Je des Quotienten T:t zu ermitteln, 
muss der von DiricJilet benutzte geometrische Satz (§. 120) zu dem 
folgenden Princip erhoben werden, welches seinen unmittelbaren 
Grund in dem Begriff eines vielfachen bestimmten Integrals findet: 
Durchlaufen die n stetigen^ reellen Variabein Jl^ ein en4hches Ge- 
biet G von n Dimensionen, und bedeutet T, wenn 5 eine beliebig 
kleine positive Grösse ist, die Anzahl derjenigen dem Gebiete G 
angehörigen Werthsysteme der Variabein ä„ für welche die n 
Quotienten ä, ganee rationale Zahlen werden, so wird für un- 
endlich kleine Werthe von d 

lim(T'd’*) = J'dhidJii . . . dA„, 

wo das wfache Integral über das Gebiet G auszudehnen ist. De- 
finirt man nun das Gebiet G durch die obigen Bedingungen für die 
Exponenten Xi, . . . Xy-t von ca = ^Jl^ca^ und durch die Be- 
dingung 

0 <H^ 1 , 

und bedenkt, dass die Exponenten von ca nur von den VerJialtnissen 
der Variabein h^ abhängen, während H eine homogene Function 
nten Grades ist, so leuchtet unmittelbar ein, dass T' durchaus iden- 
tisch mit T ist, sobald 



genommen vrird; denn wenn die ganzen rationalen Zahlen J^^ durch 
= A,:d ersetzt werden, so geht die durch T reducirte ganze 
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Zahlen co erfüllte Bedingung 0<B^t in 0<H^ 1 über, wäh- 
rend die Bedingungen für die Exponenten ungeändert bleiben. 
Da zugleich T'6" = T:t ist, so ergiebt sich also, dass der Grenz- 
werth der auf die Hauptclasse E bezüglichen Partialsumme 



ist. 

Um den Werth dieses Integrals zu erhalten, führe man als 
neue unabhängige Variabele H, Xi, Xq . . . Xy-t und die zwischen 
den Grenzen 0 und 2n liegenden Winkel gjj, . . . <pn-v ein, 
welche den (n — v) mit ca conjugirten imaginären Paaren u i vi 
in der Weise entsprechen, dass 

u-\-vi=Vf-e9>', 

wird. Jedem System der ursprünglichen Variabein ä, entspricht 
ein und nur ein System der neuen Variabein; umgekehrt aber 
entsprechen jedem System der neuen Variabein, wenn H positiv 
genommen wird, 2^''“’'“* verschiedene Systeme der alten Variabein 
Ä,; denn durch die Werthe von H, xi, x^ . . . Xy-i werden nur die 
absoluten Werthe der (2v — n) reellen mit ca conjugirten Functio- 
nen bestimmt, und da ihr Product positiv sein muss, so kann man 
ihnen, mit Ausnahme einer, sowohl das positive wie das negative 
Vorzeichen geben; nur in dem Falle n = 2v, wenn gar kein reeller 
Körper mit Si conjugirt ist, muss diese Anzahl 2“’'~"~* vrieder 
durch 1 ersetzt werden. Geht man ferner von den ursprünglichen 
Variabein ä» successive zu den mit ca conjugirten oder den n Func- 
tionen w, von diesen zu <pi, q>i . . . (p„-y, von diesen 
zu den neuen Variabein über, so findet man leicht, dass die ent- 
sprechende Functional-Determinante gleich 
L I± eiel,' . . . 

iy-n (ß) — iy-n y^ 

ist; mithin ist der auf die Hauptclasse E bezügliche Grenzwerth 
9 gleich 

oder doppelt so gross, falls n = 2 r ist (wenn zugleich n = 2 ist, 
so ist L = 1 zu setzen, und r bedeutet die Anzahl aller Einheiten). 

An dieses Resultat knüpfen wir zunächst folgende Bemerkung. 
Nimmt man in die erste Partialsumme nicht alle Ideale der Haupt- 

31 » 


Digitized by Google 



484 


Supplement X. 

classei^, sondern nur diejenigen Ideale e auf, welche zugleich durch 
ein bestimmtes Ideal m theilbar sind, so treten an die Stelle der 
Basiszahlen Oj, a.j . . . von o die Basiszahlen ja,, dieses 

Ideals in, während alles Uebrige unverändert bleibt; mithin ist 
z/(i2) durch 


hj ... (i„) = N(m)*^(Sl) 


zu ersetzen, und der Grenzwerth dieser auf alle Ideale e bezüg- 
lichen Summe ist = 

Durchläuft nun o alle Ideale einer beliebigen Classe A, so 
giebt es ein Ideal nt der Art, dass alle Producte om Ideale der 
Hauptclasse H werden, und da umgekehrt, wenn e ein durch m 
theilbares Ideal am der Hauptclasse E ist, a gewiss der Classe A 
angehört, so ist 


und folglich 


1 


s— 1 
N(ay 


— Ar(m)* 2 


s — 1 

N{ey ’ 


lim 2 


s — 1 

N(ay 


= 9, 


d. h. jede auf eine bestimmte Idealclasse bezügliche Partialsumme 
nähert sich demselben Grenzwerthe g. Bezeichnet man daher mit 
h(Sl) die Anzahl aller dieser Idealclassen , so ist der Grenzwerth 
der Totalsumme gleich gh(£l), und folglich ist 


h(Sl) = 


riv-^ yA{Sl) 


1 (£-^) 
m* 


oder halb so gross, wenn w = 2 v ist. Die Bestimmung der Classen- 
anzahl ist hiermit auf die von der Theorie der Ideale zu leistende 
Bestimmung der Function r(m) zurückgeiührt*). 


*) Für die aus der Kreistheilung entspringenden Körper fuhrt dicsell)«, 
wie Kummer gezeigt- hat, zu den Reihen, welche in dem Dirichlet’schen 
Beweise des Satzes über die arithmetische Progression (Supplement VI) auf- 
treten; vergl. die Anm. zu §. 163, 3. 


V, , 
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§. 1G8. 

Wir wollen nun zum Schlüsse die vorliergeheudeu allgemeinen 
üntersuchungen auf die quadratischen Körper anweiiden, um von 
dem gewonnenen Standpunct aus den Hauptgegenstand dieses 
Werkes noch einmal zu überblicken. 

Ist die ganze rationale Zahl D keine Quadratzahl und auch 
durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar, so bilden die Zahlen 
t-\-uVD, wenn t,u alle rationalen Zahlen durchlaufen, einen 
quadratischen Körper, welcher durch die beiden Substitutionen 
9>(<-t-MVD) — t + u\D in sich selbst übergeht. Setzt man 0 = 
^(1 + VD) oder = VD, je nachdem Z) = 1 (mod. 4) ist oder nicht, 
so bilden die Zahlen 1, 6 eine Grundreihe des Körpers, und seine 
Grundzahl ^ ist entsprechend = D oder = 4 Z). Die quadrati- 
sche Gleichung, welcher Ö genügt, sei 

f{d) = 0‘i — b0 + c - 0, 

so ist x + yO mit x-[-y(b — 0) conjugirt, und 

J z= (26 — b)^ = b'i — ic. 

Ist nun p irgend ein Primideal des Körpers, und p die durch 
p theilbare positive rationale Primzahl, so ist iV(p) = oder 
= p, je nachdem i(j)) = p oder ein Product aus zwei Prim- 
idealen p, p' ist Im letzteren Falle bilden die Zahlen 0, 1 , ‘2 . . . 
(jj — 1), weil sie incongruent sind, ein vollständiges Restsystem 
(mod. p), d. h. jede ganze Zahl des Körpers ist einer rationalen 
ganzen Zahl congruent; mithin giebt es auch eine rationale ganze 
Zahl f, welcher 6 congruent ist, und folglich ist f(t) = P — bt c 
eine ganze rationale durch p, also auch durch p theilbare Zahl, d. h- 
P — bt+ c = 0 (mod. p), 

oder in der Sprache der Theorie der höheren Gongruenzen: die 
quadratische Function f(x) = x'^ — bx-(- c ist nach dem Modul p 
congruent einem Producte aus zwei Functionen ersten Grades 
(x — t) und (a; — 6 -1- 0 mit rationalen Goefficienten. Umgekehrt: 
hat die Congruenz /(a;) = 0 (mod.p) eine rationale Wurzel x = t, 
so ist 

/(<) = (t — 6) (t — 6 -I- 0) = 0 (mod. ; 


Digitized by Google 



486 


Supplement X. 

wäre nun i(p) ein Primideal, so müsste wenigstens einer der Fac- 
toren {t — 0), {t — 0 -|- 0) durch p theilbar sein, was aber nicht der 
Fall ist, weil die Zahlen 1, 0 eine Grundreihe des Körpers bilden; 
mithin ist i(p) = pp' ein Product aus zwei Primidealen p' und p', 
deren Normen = p sind; ist nun t — B durch p theilhar, also 
i(^ — 0) = pq, so ist q nicht theilbar durch p', weil sonst (f — 0) 
durch p theilbar wäre, und da i — 0) i — ö + 0) = p q i(^ — 0 + 0) 
durch i(p) = pp' theilbar ist, so muss (^ — 0 + 0) durch p' theil- 
bar sein; man kann daher 

B = t (mod. p) , B = h — t (mod, p') 

setzen, und p, p' conjugirte Primideale nennen,* weil aus x-^yB=0 
(mod.' p) stets x-{-y(b — 0) = 0 (mod. p') folgt. 

Es fragt sich nun, ob diese beiden Primideale p, p' identisch 
sein können. Dann muss B = t =^ h — t (mod. p), also 2 t — 0 
durch p und folglich auch durch p theilbar sein, und da 4/(^) = 
(2 ^ — 0)2 — ^ = 0 (mod. p) ist, so muss 

z/ = 0 (mod. p) 

sein. Umgekehrt: ist eine in der Grundzahl = 6* — 4c auf- 
gehende rationale Primzahl, so giebt es immer eine ganze rationale 
t, welche den beiden Congruenzen 

•/(f) = 0, 2t = b (mod. I?) 

genügt; ist nämlich ungerade, so ist t durch die zweite Congruenz 
bestimmt, und aus 4 f{t) = (2^ — 0)2 — ^ folgt f(t) = 0; ist aber 
= 2, also 0 gerade, so ist t durch die erste Congruenz f(t) = 
c = 0 (mod. 2) bestimmt, nämlich t = c (mod. 2), und die 
zweite Congruenz ist ebenfalls erfüllt. Aus der Existenz einer 
rationalen Wurzel t der Congruenz f{t) = 0 folgt aber, wie oben 
gezeigt ist, \{p) = pp', wo p und p' zwei Primideale bedeuten, für 
welche B = t (mod. p), 0 == 0 — t (mod. p') ist; da nun ausserdem 
t = b — t (mod. 2?) ist, so folgt, dass (0 — t) sowohl durch p als 
auch durch p' theilbar ist; wären nun p und p' verschieden, also 
relative Primidealej so müsste (0 — t) auch durch pp', d. h. durch 
p theilbar sein; da dies nicht der Fall ist, so sind p und p' iden- 
tisch, also ist \{p) = p2. Wir sind mithin zu folgendem Resultat 
gelangt: 

GeJvt die rationale Primzahl p in der Grundzahl ^ auf^ so 
ist i (p) = p2 das Quadrat eines Primideals p ; ist p eine in zi 
nicht auf gehende Primzahl^ so ist i(jp) = pp' ein Product aus zwei 
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verschiedenen Primidealen p, p', oder i (|)) ein Primideal, je nachdem 
die Congruenz f{t) = 0 (mod. p) eine rationale Wurzel t besitzt 
oder nicht. 

Die Zahl p = 2 bietet den ersten Fall dar, wenn zl = 0 
(mod. 4), also D = 2, 3 (mod. 4) ist; ist dagegen J = D = l 
(mod. 4), so tritt der zweite oder dritte Fall ein, je nachdem c 
gerade oder ungerade, d.h. je nachdem Z) = 1 oder = 5 (mod. 8) 
ist. Hieraus erklärt sich das eigenthümliche Verhalten der Zahl 
2 in der Theorie der quadratischen Reste (§. 36). 

Ist p eine ungerade , in z/ nicht aufgehende rationale Prim- 
zahl, so folgt aus 4/(t) = (2 t — b)^ — z/, dass der zweite oder 
dritte Fall eintritt, je nachdem 

(f) = (f)=+' 

ist. Um alle Fälle am bequemsten zusammenzufassen, iiihren wir 
für jede positive ganze rationale Zahl m eine Charakteristik (z/, m) 
der Art ein, dass 

(zf, mm') = (zd, m) (zd, m') 
und, wenn p eine rationale Primzahl bedeutet. 


(z/,p) = 0, =4-1, ^-1 

ist, je nachdem i(|>) Quadrat eines Primideals, oder ein Product 
aus zwei verschiedenen Primidealen, oder selbst ein Primideal ist. 
Bedeutet nun t(m) die Anzahl aller verschiedenen Ideale a, deren 
Normen = m sind, so ist 

^(pO = (^. 1) + (4p) + (^,P^) H + (^,p0, 

und allgemein 

r(m) = S (An), 


wo n alle Divisoren von m durchläuft. Hieraus folgt (vergl. §§. 89, 
91, 124) 

_ y JL V 

^ m‘ ^ m‘ m’ ' 


also, wenn (s — 1) positiv unendlich klein wird, 

limV^ = lim v<Aü), 

N(ay m‘ ’ 

wo m nur alle diejenigen positiven ganzen rationalen Zahlen 
zu durchlaufen braucht, welche relative Primzahlen zu z/ sind, 
oder auch 
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^ ^ 'Wiäy “ (v) ^ ’ 

wo M alle relativen Primzahlen zu 2 Z) durchläuft. Substituirt man 
dies in den allgemeinen Ausdruck dos vorigen Paragraphen für 
die Anzahl der Idealclassen, so findet man, dass dieselbe vollständig 
übereinstimmt mit der Classenanzahl der (positiven) ursprünglichen 
Formen der Determinante D, und zwar der zweiten Art, wenn 
2) = 1 (mod. 4) ist; der Grund für diese Uehereinstimmung liegt, 
wie man leicht erkennt, darin, dass jede Formenclasse nur einer 
einzigen Idealclasse entspricht (vergL §. 165, 2.). 


§. 169. 

Sind «6, ß zwei von einander unabhängige ganze Zahlen eines 
quadratischen Körpers £1, und durchlaufen die Variabein x, y alle 
ganzen rationalen Zahlen, so bilden die Zahlen 

y,=xa-\-yß (1) 

einen aus lauter ganzen Zahlen bestehenden Modul nt (§. 161); 
umgekehrt, wenn ein Modul nt aus ganzen Zahlen (t des Körpers 
£i besteht und zwei von einander unabhängige Zahlen enthält, so 
sind alle Zahlen von der P'orm (1), wo a, ß zwei particuläre 
Zahlen des Moduls bedeuten; bilden die Zahlen eji, Oj eine be- 
stimmte Grundreihe des Körpers Sl, so kann man die Basiszahlen 

« =Pi®i +P2«2, ß = gtitoi + q-iWi 

immer so wählen, dass (pijä — QiP-i) positiv ausfällt, und dann mag 
« die erste, ß die zweite ßasiszahl des Moduls m heissen. Nun 
wird 

N(y) = m(ax^ -\-bxy -\-cy^), (2) 

wo m denTheiler der quadratischen Form N((i), also eine positive 
ganze rationale Zahl bedeutet, während a, b, c ganze rationale 
Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler sind. Setzt man 

b^ — 4ac = d, (3) 

und bezeichnet mit «i, ßi die resp. mit a, ß conjugirten Zahlen, 
so ist 

aai=ma, aßi ßui = mb, ßßi=mc, 
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folglich die Discriminante 

J(a,ß) = dmK ' (4) 

Wählt man statt «, ß irgend eine andere Basis desselben Mo- 
duls m, so leuchtet ein, dass die Zahlen m und d unverändert 
bleiben, und dass die entsprechenden ursprünglichen Formen 
ax^-\-bxy-\-cy* eine Formenclasse bilden; die Zahlen m und d 
können füglich die Norm und Determinante des Moduls m genannt 
werden. Ersetzt man die Variabein x imd y resp. durch ß und 
— a, so ergiebt sich 

a^*— ia/3 -f ca* = 0, bß — 2ca = ^Vd. (5) 

Ist ausserdem 

y = ha -\-kß 

die kleinste positive ganze rationale Zahl des Moduls m , so sind 
Ä, k relative Primzahlen, und wenn man 

ah‘ -F bhk -|- ei* = e 

setzt, so ergiebt sich N{g) = 9 ^ me\ mithin ist e positiv und 
geht in g'^ auf. Da «, ß ganze Zahlen sind, so findet man ferner 
leicht, dass dg^ durch e* theilbar sein muss; bedeutet daher /* das 
grösste in d und e aufgehende Quadrat, so muss fg durch e theil- 
bar sein. Soll ferner m ein Ideal im weiteren Sinne des Wortes 
sein (§. 1C5, 4.), sollen also a*, aß, jS* ebenfalls in m enthalten sein, 
so muss g durch e theilbar sein ; doch werden wir im Folgenden 
von dieser Voraussetzung absehen. 

Suchen wir nun die Ordnung n des Moduls m, d. h. das System 
aller Zahlen v von der Art, dass jedes Product pv in m enthalten 
ist (§. 165, 4.), so ist erforderlich und hinreichend, dass 

av = xa-\-yß, ßv = x'a-\-^ß 

wird, wo X, y, x!, y' ganze rationale Zahlen bedeuten-, hieraus folgt 
durch Elimination von v 

J//3 * — {yf — x)aß — ic'a* = 0, 
und hieraus diirch Vergleichung mit (5) 

y az, ^ — x = bz, —xf = cz, 
wo z eine ganze rationale Zahl sein muss , weil a, b, c keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler haben. Mithin wird 
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wo X und ^ willkürliche ganze rationale Zahlen bedeuten. Da 
aus (5) 

N{y) — -\-hxz -\-aC 0 ^ 

folgt, 80 sind die Norm und Determinante von n resp. = 1 und d. 

Bezeichnet man ganz allgemein die Anzahl der in einem Modul 
b enthaltenen Zahlen, welche in Bezug auf einen Modul a incon- 
gruent sind, mit (b, a), so ergiebt sich aus 
g = ha hß 

g— = — cJca -\-{ah-{-llc)ß 
oc 

nach leicht zu beweisenden allgemeinen Sätzen*) 

(n, in) = (nt, n) = (n, m) = w(tn, n), 

wo M den grössten gemeinschaftlichen Divisor von g und c bedeutet. 
Ist m ein Ideal, also ein Vielfaches von n, so ist (m, n) = 1, 
(n, m) = m. 


§. 170. 

Sind tn, m' zwei Moduln von der eben betrachteten Beschaffen- 
heit, deren Zahlen p, g' demselben quadratischen Körper il ange- 
hören, so bilden alle Producte gg' und deren Summen wieder einen 
solchen Modul m" = mm'. Uebertragen wir die vorhergehenden 
Bezeichnungen durch Accentuation von m auf m' und m", so müssen 
erstens, weil alle Producte gg' in m" enthalten sind, acht ganze ra- 
tionale Zahlen p, q . . . p'", g'" existiren, welche den Gleichungen 
««' = pa" qß” 
aß'=p'a" + q'ß" ' 

/3«' =p"a"+g"/S" 

ßß' =p’"u" + q"'ß" 

*) Vergl. §. 161. Änm. — Ich erwähne hier nur noch Folgendes. Nennt, 
man zwei Moduln a, 6 verwandt, wenn (a, b) und (6, a) endlich sind, so sind 
zwei mit a verwandte Moduln b, c auch mit einander verwandt, und es ist 
(a,b)(b,c)(c,a) = (b,o)(c,b)(a,c),- 

wovon man sich leicht durch die Betrachtung der kleinsten gemeinsohaft- 
lichen Vielfachen und grössten gemeinschaftlichen Tbeiler überzeugt. 
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genügen. Setzen wir zur Abkürzung*) die aus ihnen gebildeten 
partialen Determinanten 

pq'-qp' = P, pg"-qp"=Q, pq’"-qp"'=R, 
p"q"' — = U, p'f — q'p'" = T, p'q" — q'p" = S, ^ ^ 

so ist 

RS= QT—PU, (3) 

und durch Elimination von ß" aus je drei der Gleichungen (1) 
erhält man 

* Uaß'—Tßa'+Sßß' = 0 
-Uaa' * +Rßcc'-Qßß' = 0 
Tau' -Baß' * +Pßß’ = 0 
— Sttu'+Qccß'—Pßa' * =0. 

Eliminirt man T aus der ersten und dritten, ferner U aus der 
ersten und zweiten dieser Gleichungen, so erhält man 


Pß^-(B- S)oiß+ 17«» = 0, 

Qß'^-(R + S)a'ß'+Ta'^ = 0, 
und folglich muss (zufolge (5) in §. 169) 

P = an', R — S — bn', U = cn', 

Q = a'n, R + S=b'n, T=c'n 

sein, wo w, »' ganze rationale, von Null verschiedene Zahlen be- 
deuten (denn w' muss eine ganze Zahl sein, weil a,b, c keinen 
gemeinschaftlichen Theiler haben, und wäre w' = 0, also auch 
P=0, so wären ß' zufolge (1) nicht unabhängig von einander); 
hierdurch nimmt die erste der Gleichungen (4) ilie Form 
(bß — 2ccc)ß'n' = (.b'ß' — 2&a')ßn 
an, mithin ist (zufolge (5) in §. 169) 

n'Vd = nYd', (6) 

und hiermit sind die vier Gleichungen (4) vollständig befriedigt. 
Das Product dd' ist, wie zu erwarten war, eine Quadratzahl. 

Da zweitens alle Zahlen p" des Moduls m" durch Addition von 
Producten pp' entstehen, so existiren acht ganze rationale Zahlen 
u, V . . . u'", v'", welche den Bedingungen 


•) Die Bezeichnunj^en sehliesBen eich an die au, welche Gauss in den 
artt. 235, 236 der Disquisitiones Arithmeticac gewählt hat; die nothwen- 
digen Modiiieationen sind leicht zu erkennen. 


Digitized by Google 



492 


Supplement X. 

ee" = uua' -^u'aß' -\-u"ßa' + u"'ßß' 
ß" = «««'-[- v'aß' + v''ßa' + v"'ßß' 


(7) 


genügen. Substituirt man hierin die Gleichungen (1), und berück- 
sichtigt, dass die Zahlen a", ß" von einander unabhängig sind, so 


folgt 


und 


pu + p'u' -b p"u" -b p'"u"' = 1 
g« -b g'w' -b q"u" -b q’"u'" = 0 

(8) 

pv -b p't/ + p"v" -b p'"v'" = 0 
qv + q'v' + q"v" +q"'v'" = 1. 

(9) 


Bildet man die Determinante aus diesen vier Summen, so er- 
hält man eine Gleichung von der Form 

PPi -b -I- PPi -b SS, -b TT, + UU, = l, (10) 

wo die Determinanten P, ... ü, auf dieselbe Weise aus den 
Zahlen u, v ■ . . u'", v”' gebildet sind, wie P ... U aus p, q . . . 
p"\ q"\ und hieraus folgt, dass die sechs Zahlen (2) keinen gemein- 
schaftlichen Theiler haben. Dasselbe Resultat erhält man auch 
auf folgendem Wege; eliminirt man jede der vier Zahlen m, m', m", 
u!" aus den beiden Gleichungen (8), so folgt 

3 = * — Pu' — Qu" — liu'" 
q' = Pu * — Sti" - Tu'" 

q" = Qu + Su' * — Uu'" 

(jf" = Ru + Tu' + Uu" * 

ebenso erhält man aus (9) die Gleichungen 


( 11 ) 


P = 


Pv' + Qv" -b Rv" 


* -b Sv" -b Pü" 
-Si/ * -^üv" 


( 12 ) 


p' =-Pv 
p"=-Qv 
p'"= -Rv-Tv'- Uv" * 

Aus (11) folgt, dass jeder gemeinschaftliche Theiler der sechs 
Determinanten (2) in den vier Zahlen q, q*, q", g"', mithin zufolge 
(9) auch in der Zahl 1 aufgeht, was zu beweisen war. Hieraus er- 
giebt sich leicht mit Rücksicht auf (3), dass auch die sechs Zahlen 
(5) keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; geht nämlich e in P, 
Q, R — S, R S, t, U auf, so sind die Zahlen 2R, 2S ebenfalls 
theilbar durch e, und die Quotienten 2R:e und 2S:e sind ent- 
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weder beide gerade oder beide ungerade, weil ihre Summe gerade 
ist; wären sie nun beide ungerade, so wäre auch ihr Product 
4RS:e^ ungerade, was gegen die Gleichung (3) streitet, der zufolge 
RS durch theilbar ist; mithin sind R und S durch e theilbar, 
und folglich ist e = i 1. Es ergiebt sich daher, dass n und n' 
relative Primzahlen sind. 

Durch Elimination der vier Zahlen «, ß' aus den Glei- 
chungen (1) erhält man 

{p'a" -1- q'ß") (p"a" -|- g"ß") = (pa" + qß") {p’"a" q"'ß") 

oder 

Lß'"‘ — M(»"ß" + Na"^ = 0, 
wenn man zur Abkürzung 

q'gr-qq"' = L, p'p"-pp"'=N, 

p(l" -p gj,"' -p’^> - (ip" = M 

setzt. Wir zeigen zunächst, dass diese drei Zahlen durch wn' theil- 
bar sind; da nämlich zufolge (5) 

' ^ = 0, S = — R, T=0 (mod. n) 

ist, so ergiebt sich aus (11) und (12) in Bezug auf denselben 
Modul 

g = — Pu' — Ru'", p = Pv' -p Rv'" 
q' = Pu + Ru", p' =-Pv- Rv" 
q" = —Ru'—Uu'", p" = Rv' üi^" 
q'" = Ru +Uu", p'" =—Rv— Uv" 

und hieraus 

L = (PU— Ji») (m'm" — Mu'") , N = iPU— R^) (v'v" - vv'"), 
M = {PU— B») (m'v" -I- v'u" — u^" — vu'"y, 

nun ist aber zufolge (3) PU = R^ (mod. n), folglich sind L, M, N 
theilbar durch w; da ferner auf dieselbe Weise sich zeigen lässt, dass 
sie auch durch w' theilbar sind, so müssen sie, weil n, n' relative Prim- 
zahlen sind, auch durch nn' theilbar sein; was zu beweisen war. 

Führt man endlich die unabhängigen Variabein x, y, af, y' und 
die bilinearen Functionen 

a^' = pxaf -yp'xif -!rp"ysy -!(-p'"y‘t^ 

^' = qxaf Jr^xyT -y^'yaf -\-^"yi/ 
ein, so ergiebt sich durch Elimination von xxf, xy(, yoi, yg' 


(13) 

(14) 
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py" —qx"= * Pxy’ + Qyaf + Ryy' 

p'y" _ g'a/' = _ Pxa' * 4- Syaf + Ty^ 

p"y" — q"x!' = - Qxx! - Sxy’ * + Uyy' 

p'"y"- — Rxx'- Txif— Uyx’ '* 

und hieraus folgt 

(pY-q'^') (p'V'-2"^') - (py"-3^0 (p"Y-f'^') 
= (Px^ + (R-S)xy+üy')iQx'^+(R + S)x'y' + Tt/f), 
d. h. 


Lxr^ + Mx"y" + Ny"^ 

= nn’ (ax^ + Ixy -p cy^) (a'x'^ + b'afy' + c'i/'’). 

Da diese Gleichung eine Identität in Bezug auf die Variabein 
X, y, af, 1/ wird, sobald ar", y" durch die Ausdrücke (15) ersetzt 
werden, so muss, wenn enn' den grössten gemeinschaftlichen Di- 
visor von i, Jlf, A'’ bedeutet, e in allen neun Producten oa', ah' ... 
cd aufgehen; diese letzteren haben aber keinen gemeinschaftlichen 
Theile'r, weil dasselbe sowohl von den Zahlen a, 6, c, wie von den 
Zalden i', d gilt; mithin ist e = 1, also nn' der grösste gemein- 
schaßliche Theiler von L, M, N. Nun ist ferner in Folge der bi- 
linearen Substitution (15) 

x"ct" + y"ß" = (xa -f yß) (xfa! + y'/S'), 

folglich auch 

N{xf'a" + yrß") = N{xa-\.yß)N{ada'Ar^ß'), 

also 

m"{a"xf'^-\-h"x"f -I- c"y"*) = * 
mm' {ax^-\-bxy + cy’) (aV*-f 6Vy' -|- c'y'»); 
mithin ergiebt sich durch Vergleichung mit (17) 


nn'm" (a'V'> -|- 6'V'y" -|- c"y">) = mm' {LxT^-\- Maf'y" Ny"^); 

diese Gleichung, welche eine Identität in Bezug auf die Variabein 
X, y, cd, y wird, sobald cd', y" durch die Ausdrücke (15) ersetzt 
werden, muss deshalb auch eine Identität in Bezug auf cd',y" sein; 
da ferner m, m', m" positiv sind, und die Zahlen a", b", d' keinen 
gemeinschaftlichen Theiler haben, so ergiebt sich 


und 


m" = mni 

L — a"nn', M = b"nn', N = d'nn', 


(18) 

(19) 
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also 

a"^'» + 6"a/'y" + c"y"* 

= (ax^-\-hxy-\-cy'‘) (a'a:'* + JVj/'-f- c'i/'*). 

Da endlich aus der Definition der Grössen (2) und (14), oder 
auch aus (16) sich leicht ergiebt, dass 

M‘>-4:LN 

= (R — 8)*-4tPÜ= (R + S)^-iQT 

ist, so folgt hieraus schliesslich 

= dn'» = d'n*, 

d. h. die Determinante d" ist der grösste gemeinschaftliche Theiler 
der beiden Determinanten 

d = d"n\ d! = d"n'\ (21) 

woraus sich leicht ergiebt, dass die Ordnung n" des Productmoduls 
m" = mm' auch das Product nn' aus den Ordnungen n, n' von m, 
m' ist. Ist ferner m' das System o aller ganzen Zahlen des Körpers 
Ä, so wird m" ein Ideal im engeren Sinne des Wortes, nämlich 
der grösste gemeinschaftliche Theiler der beiden Ideale i («) , i {ß) 
oder aller Ideale i (ft) ; zugleich ist m' = 1 , m" = »i = N (m"), 
und d' = d" = 

Wir stellen uns jetzt noch die Aufgabe, die Zahlen ß" zu 
finden, wenn die Zahlen «, |3, ß\ also auch a, h, c, Vd, a', b\ c', 
yd! gegeben sind; die nachfolgende Lösung ist, abgesehen von ge- 
ringfügigen Aenderungen, der eleganten Methode entlehnt, welche 
von Gauss zu ähnlichem Zweck angewandt ist und sich in hohem 
Grade verallgemeinern lässt (vergl. §. 161, Anm.). Die beiden re- 
lativen Primzahlen w, n' sind durch (6), und folglich die sechs 
ganzen Zahlen P ... ü durch (5) (bis auf einen gemeinschaft- 
lichen Factor i 1) aus den Daten vollständig bestimmt, und zwar 
so, dass sie die Gleichungen (3), (4) befriedigen und keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler haben*). Nun wähle man, durch die 
Gleichungen (11) geleitet, vier ganze rationale Zahlen D, D', D", 
O'" willkürlich, nur mit der einzigen Beschränkung, dass die fol- 
genden vier Zahlen 


*) Dass £ und S (zufolge (5)) ganze Zahlen werden und keinen gemein- 
sohaftlichen Theiler mit P, Q, T, U haben, geht / unmittelbar aus der 
Gewissheit hervor, dass der Modul m" und die Basiszahlen ß" existiren; 
es lässt sich aber auch sehr leicht aus (6) und (6) beweisen, natürlich unter 
der Voraussetzung, dass dd' eine Quadratzahl ist. 
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* PCi' + QCi" + ECi'" = rq 

- PD * + SD" 4- TD'" = rg' 

- ^D — SD' * + f/D'" = rg" 

- PD - TD' - f/D" * = rg'" 

nicht sämmtlich verschwinden und folglich einen grössten gemein- 
schaftlichen Divisor r besitzen; nachdem hierdurch vier ganze 
Zahlen g, g', g", g"' ohne gemeinschaftlichen Theiler gewonnen sind, 
wähle man (nach §. 24) vier ganze rationale Zahlen v, v*, u"' 

so, dass 

qv 4- g'u' + g"u" -f g"'i;'" = 1 (23) 

wird, und bestimme die Zahlen p, p', p", p'" durch die Gleichungen 
(12); endlich wähle man sechs ganze rationale Zahlen P', R', 

S', T, U' (nach §. 24) so, dass 

PF-|-^^-|-PP' + SS'-|-TT'-l-Cft/'= 1 

wird, setze hierauf 

M = * Fg'-he'2" + -RY" 

«' = — P'g * -h S'g" -h Fg"' 

u" = -Qfq-Sq'* 4-tf'g"' 

«'"= -P'g-Pg'-Ü’g" * 

und bestimme die Zahlen a", ß" durch die Gleiöhungen (7), so bil- 
den dieselben eine Basis des Moduls m", d. h. sie genügen den 
Gleichungen (1). 

Um sich hiervon zu überzeugen, bemerke man zunächst, dass 
aus (22) mit Rücksicht auf (3) die Relationen 

* Ug' - Tg" -I- Sg"' = 0 
-Uq* -f Pg" - ^g"' = 0 ' ; 

Tq-Rq' * -|-Pg'" = 0 
— Sq+ Qq' — Pq" * =0 

folgen; mit Hülfe derselben ergiebt sich aus (12) und (23) 
pg' — qp' — (Pv' 4- Qv" 4- Rv'") g' — (— Pv 4- Sv" + Tv'") q 
= P (gu -h q'v') 4- (<?g' - Sq) t/' 4- (PV - Tg) vT 
= P (gu 4- g't)' 4- g"«" 4- V'V") = P, 
und auf ähnliche Weise erhält man die fünf anderen Gleichungen 
(2). Mithin folgt die erste der beiden Gleichungen (8), wenn man 
die Gleichungen (25) mit p, p', p", p'" multiplicirt und mit Rück- 


(24) 


(25) 
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sicht auf (24) addirt; die zweite Gleichung (8) ergieht sich un- 
mittelbar aus (25), wenn man mit q, q', q" , q'" multii)licirt und 
addirt Es gelten daher auch die aus (8) und (2) abgeleiteten 
Gleichungen (11). Von den Gleichungen (9) findet die zweite zu- 
folge (2.9) Statt, während die erste sich aus (12) ergieht, wenn man 
mit «, t/, v", v'" multiplicirt und addirt Setzt man ferner zur Ab- 
kürzung 


n v’ — vu' = i'i , M v" — vu" = Ql, 11 v"' — vn'" = li , , 
u"v'" - v"u"' = Ul , u'v"' - r'«'" = Ti , «'»•" - r'«'' = .S', , 
so ergieht sich die Gleichung (10) entweder auf die dort angegebene 
Weise aus (8) und (9), oder auch aus (12), wenn man mit m, m', m", 
«'"multiplicirt und unter Rücksicht auf (8) addirt. Suhstituirt man 
ferner für p, q ihre Ausdrücke aus (12) und (11), so erhält man 


pil -}- q v — UPl U Q Q\ 4“ PPi 
pu' -f qv' = QSi-^ R 1\ 
pn" ^qv"z= —PSl^-RUl 

pu"'+ qv"'= — PTi - Q Ul. 


.Multiplicirt man diese Gleichungen mit aa', uß', ßa', ßß' und ad- 
dirt so folgt aus den Definitionen (7) mit Rücksicht auf (4) und 
(10) die erste der Gleichungen (1); da die anderen sich auf ganz 
ähnliche Art ergehen, so bilden die durch die Gleichungen (7) de- 
finirten Zahlen a", ß” in der That eine Basis des l’roductes m" = 
mm', was zu beweisen war. 

Wir bemerken zum Schluss, dass man für die ersten Basis- 
zahhni «, «', «" stets die kleinsten positiven g.anzen rationalen 
Zahlen y, y', t/' wählen kann, welche in den .Moduln m, m', m" ent- 
halten sind; dann wird q — 0, nnil die Bestimmung von m" aus m 
und m' lässt sich auf ein System von Congruenzen reduciren, ähn- 
lich wie in dem speciellen Falle, wehdier in den !(§. 145, 14(1 be- 
handelt ist*). 


*) Vergl. Arndt: Aujliisun;/ einer Aufyahe in der ('ompomtion der 
quadratischen Vormen. Oelie’s Journal LVl. 
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Seite 109, Zeile 1 ist zu lesen = (.Yt) ~ (h) 

Seite 167, Zeile 15 ist >/’' statt tp zu lesen. 

Seite 226, Zeile 18 ist Zahl statt Zahlen zu lesen. 
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